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0. Introduction

Le rayon d’injectivité en un point y (notéinj(y)) d’une variété riemannienne (Y, g)
est défini comme le supremum des rayons des boules de I'espace euclidien tangent
(TyY, g) (centrées a I'origine) sur lesquelles 'application exponentielle exp, est injec-
tive. Le célebre «lemme » de Margulis peut s’énoncer, sous sa forme la plus géométrique,

comme suit :

0.1. THEOREME (G.A. Margulis, cf. par exemple [B-Z], § 37 et [B-K], Proposition 2.5.3).
Sur toute variété riemannienne compacte (Y, g) de dimensionn (n > 2), dont la courbure
sectionnelle (notée o) vérifie —K? < 0 < 0 (ou K est une constante positive arbitraire),
ona:
Gi(n)

, Vol(Y, g) > o

G
supinj(y) > 20
yey K

ot C;(n) et Cy(n) sont des constantes universelles qui ne dépendent que de la dimension.

Dans le cas de courbure constante, ce théoreme peut aussi se déduire de 'inégalité
de Jorgensen (voir par exemple [Bn], § 5.4). La partie «minoration du volume » du théo-
réme 0.1 fut par la suite améliorée, dans le méme esprit, par différents auteurs ; citons par
exemple le

0.2. THEOREME (M. Gromoyv, [Gr 3], p. 222). — Si une variété riemannienne (Y, g),
de dimension n, de courbure de Ricci minorée par —(n—1)K 2, admet une application

Mots-clés : entropie, croissance des groupes, groupes libres, théorémes de compacité.
Classification math. : 53C20, 53B21, 53C24, 53C25.



propre de degré non nul sur une variété X de volume fini et de courbure sectionnelle né-
Ci(n)
K"

gative pincée, il existe un point y de Y tel que Vol[Bg(y,1)] > ou Ci(n) est une

constante universelle qui ne dépend que de n.

Dans la minoration du rayon d’injectivité (Théoreme 0.1) le recours a ’hypothese
«0 < 0» semble indispensable, au vu du contre-exemple classique donné par la variété
Y = M x T*, ott M est une variété de dimension n — k, munie d’une métrique g’ de
courbure négative pincée, et ou Tk (k > 1) est le tore, muni d’'une métrique plate h: en
effet, en munissant Y de la métrique g = g’ + €2 h, et en faisant tendre ¢ vers 04, on réalise
un rayon d’injectivité arbitrairement petit, tout en conservant une courbure sectionnelle
qui vérifie —K? < o < 0.

Une premiére raison pour laquelle 'hypothése «o < 0» parait nécessaire réside dans le
fait qu'elle assure que le rayon d’injectivité inj(y) coincide, en tout point y € Y, avec la
longueur £¢(y) (notée aussi £(y) quand il n’y a pas d’ambiguité sur le choix de la métrique
g) du plus petit lacet (non homotope a zéro) de point-base y. Notons que, si I’ désigne le
groupe fondamental de Y, agissant par isométries sur le revétement universel riemannien
(Y, §), on a toujours:
o) = inf . d0¥7)

pour tout antécédent y de y dans Y. Cest pourquoi il est tentant de penser qu’on peut s’af-
franchir de 'hypothése «o < O» a condition de considérer que I'invariant géométrique a mi-
norer n'est pas le supremum en y de inj(y), mais celui de £(y). Ce point de vue a I'avantage
de souligner que le lemme de Margulis est moins une propriété de la géométrie rieman-
nienne des variétés compactes qu'une propriété algébrico-géométrique des sous-groupes
discrets du groupe des isométries d’'une variété simplement connexe, non compacte de
courbure bornée, c’est précisément ce que dit le

0.3. THEOREME (G. A. Margulis, voir par exemple [B-Z], théoreme 37.3.1, p. 281).
Considérons une variété riemannienne connexe (Y', g') compléte, simplement connexe
de dimension n, dont la courbure sectionnelle vérifie |o| < K? et qui ne posséde pas de
lacet géodésique de longueur inférieure a %, ol K est une constante positive arbitraire.
Considérons n’importe quel sous-groupe discret I du groupe des isométries de Y' (munie
de la distance dg associée a la métrique g') et notons I's(y) le sous-groupe engendré par
les éléments y de T ~\ {id} qui vérifient dg: (y,y(y)) < €. Alors, il existe une constante
universelle €(n) > 0 (ne dépendant que de la dimension) telle que, pour tout € vérifiant

&(n)

0<e< Tn, et pour touty € Y, le groupe I'.(y) soit presque nilpotent (i.e. il contient un
sous-groupe nilpotent d’indice fini).

Le théoreme 0.3 a récemment été amélioré par J. Cheeger et T. Colding [C-C 1], qui
établissent le méme résultat pour les groupes fondamentaux de variétés compactes, en
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remplagant I'hypothese «|o| < K? » par I'hypotheése «la courbure de Ricci de (Y, g) est
minorée par —(n—1)K?». Nous n'avons cependant pas su vérifier la preuve de ce dernier
résultat.

Cependant, toujours au vu du contre-exemple ci-dessus (voir aussi [B-Z], Theorem
37.6.4, p. 293), 'hypothese «o < 0» reste nécessaire pour démontrer que le théoréeme 0.3
implique l'existence d'un y € Y tel que £(y) > % (une preuve utilisant 'hypothése
«o < 0» est disponible, par exemple, dans [B-Z], Section 37.3.4, pp. 281-282). 1l est ce-
pendant possible de s’en affranchir en la remplacant par deux hypothéses algébriques que
doit vérifier le groupe fondamental I' de la variété considérée (ces hypotheses sont vérifiées
—entre autres — par tous les groupes fondamentaux des variétés de courbure négative) :

(i) Tout sous-groupe presque abélien de I' est isomorphe a {0} ou Z;

(ii) Larelation de commutation (i.e. y ~ y' si et seulementsiyy’ = y'y) est transitive
sur[ N {e}.
La preuve du fait que ces deux conditions, ajoutées aux hypotheses du théoreme 0.3, suf-
fisent a prouver 'existence d'uny € Y telque £(y) > % s’obtient en adaptant la preuve
de la remarque 2.7 du présent article.

Lhypothese de «courbure bornée» (|(r| <K 2 dans les théorémes 0.1 et 0.3, Ricci >
—(n—l) dans le théoréme 0.2) semble, en revanche, incontournable. La premiére raison
qui la rend indispensable est triviale : I'invariant g — £¢(y) (ou inj,(y)) étant sensible aux
homothéties, il faut fixer I'échelle, ce qui se fait généralement en bornant un autre inva-
riant, d’homogénéité contraire relativement aux homothéties. Cependant, si I'hypothéese
|o| < K? du théoreme 0.3 était destinée a ce seul usage, il serait plus habile de la rempla-
cer par une hypothése beaucoup plus faible qui aurait elle aussi pour effet d’interdire les
homothéties de rapport tendant vers zéro : le choix qui a été fait dans le présent article est
de remplacer la borne de la courbure sectionnelle par une borne supérieure de 'entropie
volumique de la variété. Rappelons que l'entropie d’'un espace métrique mesuré Y, muni
d’une distance d et d'une mesure Y, est définie comme

1
Ent(Y,d) = liminf — L B(y,R)]),
n(Y, d) = liminf - Log(k[B(y, R)])

ol la définition est indépendante du choix de y et de u (lorsque p est une mesure boré-

lienne invariante par un groupe cocompact d’isométries, voir par exemple [Ro]).

Sur une variété riemannienne (Y, g), dont le revétement universel riemannien sera noté
(Y, §), on définit l'entropie volumique Ent,o (Y, g) comme I'entropie de I'espace métrique
mesuré Y, muni de la distance riemannienne dg (associée a la métrique relevée g) et de
la mesure riemannienne dvg. En courbure négative, I'entropie volumique coincide avec
un invariant de la dynamique du flot géodésique : I'entropie topologique Entyy, alors que,
dans le cas général, on a toujours Ent,, > Enty (travaux de Dinaburg et de Manning, voir
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[Ma]). Pour comprendre que I'hypothése «entropie volumique majorée» est beaucoup plus
faible que I'hypothése «courbure bornée », notons que I'entropie topologique est majorée
par la valeur moyenne (sur la variété) de la partie négative de la courbure de Ricci (cf. [Gal
en dimension n, voir aussi [Kn] en dimensions 2 et 3), pour une mesure introduite par
G. Knieper [Kn].

En dehors de cette limitation de I'échelle, nous verrons que I'’hypotheése «la cour-
bure sectionnelle de (X, go) vérifie —K? < o < 0» (faite dans le théoreme 0.1) n'est
nécessaire que pour assurer certaines propriétés algébriques du groupe fondamental (en
particulier le fait que tout sous-groupe dont I’entropie algébrique est inférieure a une cer-
taine constante universelle est isomorphe a {0} ou Z, comme il découle de la proposi-
tion 1.22 du présent article). Un corollaire est que le théoreme de Margulis, puisqu’il est
valable pour la variété (X, g), reste valable pour toute métrique g d’entropie majorée
sur X et pour toute variété riemannienne (Y, g) dont le groupe fondamental est suffi-
samment semblable a celui de X, sans qu'il soit fait aucune hypothese sur la courbure
de g. Un des buts serait de prouver que la conclusion du lemme de Margulis, sous la
forme Entyol (Y, g) sup,cy €g(y) > Co(n), est vraie pour toute variété ¥ homotopique-
ment équivalente a X et pour toute métrique g sur Y (sans aucune hypothese de courbure
sur g). Sous cette forme, le résultat est encore conjectural ; en fait nous I'établissons en
supposant que le groupe fondamental I de Y posséde la propriété (algébrique) de 6-non
abélianité, c'est-a-dire que I' est non abélien et que, pour toute paire {y, y'} d’éléments de
' qui ne commutent pas, il existe une variété X (de courbure o < —1 et de rayon d’injec-
tivité global minoré par 6) telle que le sous-groupe (y; y') engendré par y et y’ admette un
morphisme dans 711 (X) dont 'image n’est isomorphe ni 2 {0}, nia Z; c’estle

0.4. THEOREME (extrait du théoréme 2.1 du présent article). — Choisissons des
constantes positives arbitraires § et H ; sur tout espace métrique mesuré (Y, d, u) dont
I'entropie est majorée par H, considérons n'importe quel sous-groupe I', 6-non abélien,
du groupe des automorphismes isométriques de (Y, d, 1). En tout pointy € Y dont I'or-

bite par T est discréte et dont le stabilisateur dans T est trivial, le sous-groupe T',(y) est
6 Log2
45 H -

abélien pour tout € <

Ce théoréme s’applique en particulier a 'action isométrique du groupe fondamen-
tal sur le revétement universel riemannien (Y, §) d'une variété riemannienne (Y, g) et a,

entre autres conséquences, le

0.5. CoroLLAIRE (Corollaire 3.3 et Remarque 2.7 du présent article). — Choisis-
sons des constantes positives arbitraires 6 et H; considérons n’'importe quelle variété
connexe Y dont le groupe fondamental I' est §-non abélien et est tel que la relation de
commutation soit transitive sur T \ {e} (il suffit, par exemple, pour cela qu'il existe une
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variété compacte de courbure négative Z et un morphisme injectif de 11, (Y) dans 111(Z)).
Alors toute métrique riemannienne compléte g sur Y dont I'entropie volumique est majo-
rée par H vérifie :

6Log2 1
supLg(y) > =7
yey +6 H

Un exemple typique de cas ou le lemme de Margulis classique (Théorémes 0.1
et 0.3) ne s’applique pas est celui d’'une variété riemannienne (Y", g) obtenue comme
somme connexe d'une variété (X", gy) fixée (de rayon d’injectivité supérieur ou égal a
ip, de courbure comprise entre —b? et —a?) avec un nombre fini de variétés simplement
connexes M, ..., My, les recollements se faisant a I'aide de cylindres euclidiens de rayons
égaux a &. En effet la courbure sectionnelle atteint des valeurs arbitrairement proches
de —oo aux points de recollement et (en dimension n > 3), des valeurs arbitrairement
proches de 400 le long du cylindre. Pourtant le groupe fondamental de Y" est 6-non
abélien (avec § = a i) et il existe une application contractante de (Y", g) sur (X", g) qui
induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux, donc

Entyo(Y", g) < Entyoi(X", ) < (n—1)b.

Les résultats 0.4 et 0.5 permettent de conclure que, si on pose gy = J }i%z (n_ll) 5

ona
(i) Tg,(y) estabélien pour tout y;

(i) 11 existe un point y ot £g(y) > & (pour plus de détails sur cet exemple, voir la
remarque 3.5).

Le lemme de Margulis 0.1 montre que toute variété riemannienne (Y, g), dont la

courbure sectionnelle vérifie —K?> < o < 0, se décompose en «partie épaisse » (i.e. I'en-
Ca(n)
2K

le complémentaire). Les résultats de G. A. Margulis et ceux de W. P. Thurston sur les va-

semble — non vide - des points y ou E(y) > &, 0ug = et «partie mince » (i.e.
riétés hyperboliques de dimension 3 ont été a 1'origine de nombreux travaux dont le but
est de décrire la topologie et la géométrie des «parties minces » éventuelles des variétés
de courbure négative bornée (voir, par exemple, [Gr 1], [Th] Chapter 4, [Bu], [B-G-S],...).
Nous retiendrons parmi ces résultats ceux qui sont voisins des préoccupations du présent
article : pour un choix convenable de la constante C,(n) :

- chaque composante connexe YE’;) de la partie mince contient une géodésique pé-
riodique dont la longueur ¢; réalise le minimum sur YS’;) dela fonction y — £(y);

- le voisinage tubulaire de rayon R, = a(n) Log (E—ll) — b(n) de cette géo@ésique
(o1 a(n) et b(n) sont des constantes universelles) est entierement inclus dans Y, et res-
semble 2 un fibré de fibre B*~! au-dessus de S', c’est-a-dire qu’il est le quotient d’'un
ouvert du revétement universel riemannien (17, g) (en 'occurrence : un voisinage tubu-

laire d'une droite-géodésique de Y) par un groupe I’y d’automorphismes isométriques iso-
morphe a Z.



Les mémes résultats restent valables sur n'importe quelle variété Y dont le groupe fon-
damental I" est 6-non abélien et est tel que la relation de commutation soit transitive sur
I ~\ {e} et pour toute métrique riemannienne g sur Y (quelle que soit sa courbure) dont
I'entropie volumique est majorée par une constante arbitraire H, a condition de rempla-
cer & par (4%5 i) (cf. les corollaires 3.4 et 3.8 du présent article) ; la seule modification

réside dans le fait que le voisinage tubulaire de la géodésique périodique minimisante de

, 6 1 1 4+6 &o
R, = — [Log (—) — Log (—H) - —],
" 8+20H & 9 2

peut rencontrer plusieurs composantes connexes de la partie mince, cependant les géodé-

i
YEO, de rayon

siques périodiques de chacune des composantes connexes rencontrées sont toutes (a un
multiple entier pres) homotopes entre elles (voir le corollaire 3.8 et le deuxieme contre-
exemple de 3.5).

Lorsqu’un lacet-géodésique c est petit, toutes les classes de lacets-géodésiques
qui ne commutent pas avec [c] dans (Y, y) correspondent a des lacets trés longs. Ceci
donne le

0.6. CorOLLAIRE (extrait du corollaire 3.9 du présent article, comparer avec [B-K],
Proposition 2.5.3, (iii)). — Choisissons des constantes positives arbitraires 6, H et D;
considérons n’'importe quelle variété connexe compléete Y dont le groupe fondamental
[ est 6-non abélien et de centre nul. Alors toute métrique riemannienne g sur Y dont
I'entropie volumique et le diamétre sont majorés par H et D vérifie, pour touty € Y,

Ly(y) > (L) L2,
446/ H

Ce corollaire fournit un minorant du rayon d’injectivité en tout point de Y, il est
donc naturel d’en déduire des théorémes de compacité sur I'ensemble des métriques d’en-
tropie et de diametre borné. Cette idée est déja classique, sous 'hypothése de courbure
sectionnelle négative bornée, et peut (trés grossierement) se décrire ainsi: en reliant le
lemme de Margulis aux théoremes de finitude de J. Cheeger et de compacité de M. Gromov,
toute variété de courbure négative bornée est obtenue en recollant a une «partie épaisse »
(qui vit dans un compact de 'espace des géométries possibles) des «parties minces» (qui
sont de topologie connue). En particulier, si on borne son diameétre, on obtient un résultat
de compacité pour la variété toute entiere. Un exemple est donné par le

0.7. TuforEME (I. Belegradek, [Bk]). — Soit {(X;, g) }ic; un ensemble de varié-
tés riemanniennes, de méme dimension n > 3, de courbure sectionnelle comprise entre
—b? et —a? (ot1 a et b sont des constantes non nulles arbitraires) et dont les groupes fon-
damentaux sont tous isomorphes, alors il n'y a qu’'un nombre fini de structures différen-
tiables possibles pour ces variétés. De plus, si on munit {(X;, g;)}ic1 de la distance de
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Lipschitz-Gromov, cet ensemble est compactifiable et les métriques-limite sont C'* (pour
tout0 < s<1).

Dans la section 4.b, nous donnerons, en dimension n > 4, une version plus géné-
rale de ce théoreéme et nous le rapprocherons d'un théoréme de M. T. Anderson et J. Chee-
ger qui démontrent le méme type de résultat pour un ensemble de variétés riemanniennes
de courbure de Ricci minorée, de diamétre majoré et de rayon d’injectivité minoré, la com-
pactification se faisant alors dans I'ensemble des métriques C%°. Le point faible du théo-
reme d’Anderson et Cheeger est 'hypothése sur le rayon d’injectivité, dont notre corol-
laire 0.6 permet de s’affranchir ; nous obtenons par exemple les

0.8. PropoSITION (extraits de la proposition 4.9 du présent article). — Soit
{(X;, &) }ier un ensemble quelconque de variétés riemanniennes de dimension majorée,
de courbure de Ricci minorée et de diamétre majoré, de groupe fondamental 5-non abé-
lien et de centre nul (ot1 § est une constante positive arbitraire). Supposons que les rayons
d’injectivité de leurs revétements universels (f(vl, &) soient minorés (ceci est automatique-
ment vérifié, par exemple, si la variété est sans points conjugués). Alors {(X;, &) }ic1 est
d’adhérence compacte dans I'ensemble des variétés riemanniennes dont la métrique est
de classe C%; en particulier, il n'y a qu’'un nombre fini de structures différentiables X;
possibles.

0.9. ProPOSITION (extraits de la proposition 4.12 du présent article). — L'ensemble
des variétés d’Einstein (modulo isométries), dont le groupe fondamental est 6 -non abélien
et de centre nul (ot1 6 est une constante arbitraire), dont la courbure scalaire est minorée
et le diametre majoré, et dont le revétement universel est de rayon d’injectivité minoré, est
compact pour la topologie C k.

Cette derniere proposition implique des résultats de finitude pour I'ensemble des
variétés d’Einstein de courbure sectionnelle strictement négative (Corollaires 4.13, 4.14).
Nous montrons qu’en dimension 4, presque toute variété n'admet aucune métrique d Ein-
stein de courbure négative (Proposition 4.16) et que la courbure scalaire d'une variété
d’Einstein de courbure négative est bornée loin de zéro (Propositions 4.15 et 4.17). On a
par exemple le

0.10. CoroLLAIRE (Proposition 4.18 du présent article). — Fixons une constante
V arbitraire ; il existe une constante ¢ = &(n, V) > 0 telle que toute variété d’Einstein
(Y, g), de courbure négative, de dimension n > 4, qui admet une application de degré
non nul sur une variété hyperbolique (X ) go) de volume inférieur a V, et dont la courbure
scalaire totale S(g) est minorée par S(g) — &, est elle-méme de courbure constante et est
homothétique a (X, g).



Nous avons aussi énoncé, au paragraphe 4.a, un résultat de précompacité «a la Gro-

mov» dont une des versions est la

0.11. ProposiTioN. — Soit {(X;, &) }ic1 un ensemble quelconque de variétés rie-
manniennes dont la dimension, le diamétre, le volume et I'entropie volumique sont ma-
jorés, dont le groupe fondamental est §-non abélien (pour une méme constante arbitraire
6) et de centre nul, et dont le revétement universel ne contient aucun lacet-géodésique de
longueur inférieure a une constante arbitraire L. Alors {(X;, g) }ic1 est précompact pour
la distance de Gromov-Hausdorff et ne contient qu'un nombre fini de types d’homotopie.

Un des avantages de cet énoncé, qui établit le résultat de précompacité sous '’hypo-
thése «entropie minorée » plutét que «courbure bornée », réside dans le fait que 'entropie
passe a la limite, i.e. 'espace-limite d'une suite de variétés de cet ensemble (quand elle
converge au sens de Gromov-Hausdorff) est un espace métrique mesuré, dont I’entropie
est parfaitement définie et est la limite des entropies des variétés de la suite (travaux de G.
Reviron). Ceci suggere que le résultat de précompacité ci-dessus pourrait étre reformulé
comme un résultat de compacité dans I'ensemble des espaces métriques mesurés, mais

cette question reste ouverte.

C’est une des raisons pour laquelle les résultats principaux de cet article (i.e. les
théoremes 0.4 a 0.6) ont été formulés dans le cadre plus général d'un groupe discret agis-
sant par isométries sur un espace métrique mesuré (cf. le chapitre 2 du présent article). Il
ne s’agit pas la d'une généralisation gratuite, car ces résultats s’appliquent évidemment aux
variétés (chapitre 3 du présent article), mais aussi (par exemple) aux espaces métriques qui
sont des limites (au sens de la distance de Gromov-Hausdorff) de variétés riemanniennes
de courbure de Ricci minorée (cf. [C-C 2]), aux groupes agissant sur un graphe ou sur un
polyedre. Ce type d’applications n'a pas été tres développé ici, mais il est sous-jacent a la
proposition 1.22 du présent article, ou 'on donne un minorant universel explicite de I’en-
tropie algébrique de tous les groupes I' qui admettent un morphisme p non trivial (i.e. p(T)
n'est isomorphe ni a {0}, ni a Z) dans le groupe fondamental d’au moins une variété de
courbure négative : en effet ce résultat peut étre obtenu en appliquant le théoreme 0.3 a
I'action du groupe p(I') sur son graphe de Cayley muni de la mesure de comptage et de la
distance algébrique associée a un systéme de générateurs. Pour une présentation de dif-
férentes conjectures concernant I'entropie algébrique de tels groupes, voir le paragraphe
1.d, une application topologique et géométrique de la minoration ci-dessus de l'entropie
algébrique est donnée au corollaire 3.2.

Une liste de conditions suffisantes pour qu'un groupe soit 6-non abélien est don-
née aux chapitres 1.a et 1.b : il était en effet nécessaire de montrer que cette condition n’est
pas aussi restrictive qu’elle le parait a premiere vue. Enfin, le principe fondamental sur le-
quel repose cet article est démontré au chapitre 1.c: on peut trouver un entier N = N(§)
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tel que, pour tout groupe I', §-non abélien, et pour toute paire {y1, y»} d’éléments de ce
groupe qui ne commutent pas, un des deux semi-groupes engendrés par {yV,y)} ou
{yN,y; N} soit libre. Bien que ce résultat ressemble, dans sa formulation, 4 un résultat
de M. Gromov ([Gr 4]), revu et corrigé par T. Delzant ([De]), 'important est qu’ici 'entier N
se calcule indépendamment du groupe I' (puisque N = [%] ).

1. Présence de semi-groupes libres avec petits
générateurs dans un groupe fondamental

1.1. DEFINITIONS. — Soit 6 un nombre réel positif

(i) Ungroupe discretT" sera dit §-épais s’il appartient a I'ensemble des groupes fon-
damentaux des variétés différentiables compactes connexes (de n'importe quelle dimen-
sion) qui admettent une métrique de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1 et de
rayon d’injectivité supérieur ou égal a §.

(i) Un groupe discret I sera dit 6-non abélien s’il est non abélien et si, pour toute
paire d’éléments y et y' de T qui ne commutent pas entre eux, il existe un groupe &-épais
I' et un morphisme p du sous-groupe (y;y') engendré par ces deux éléments vers I tel
que p((y; y')) ne soit isomorphe nia {0} ni aZ.

1.2. REMARQUES.

(1) Tout groupe discret, non isomorphe a {0} ou Z, qui admet une représentation
injective dans un groupe §-épais est 6-non abélien et de centre réduit a zéro.

(2) Un groupe I', qui est isomorphe au groupe fondamental d’au moins une variété
compacte de courbure sectionnelle strictement négative, est §-épais pour une valeur de
& qui ne dépend que de I': prendre pour § le supremum des inj(X, g), ol (X, g) parcourt
I'ensemble (non vide) des variétés riemanniennes qui vérifient 1, (X ) ~Tetog < —1,0u
0¢ est la courbure sectionnelle de g. Le probléme réellement difficile sera de trouver des
hypotheses qui permettent de choisir 6 de maniéere indépendante de I', c’est ce que nous
allons faire dans la section 1.b.

a) Exemples de groupes 6-non abéliens qui ne sont pas des groupes fondamentaux
de variétés de courbure strictement négative.

1.3. — Tout groupe non abélien I', qui admet un morphisme p a valeurs dans un
groupe §-non abélien I, tel que p soit injectif en restriction aux commutateurs, est 5-non
abélien.



Preuve. — Pour toute paire {y;,y»} d’éléments de I' qui ne commutent pas,
on a: [p(y1),p(y2)] = p(y1,y2]) # e .1l existe un morphisme p’ du sous-groupe
{(p(¥1); p(y2)) de I engendré par p(y;) et p(y2) dans un groupe §-épais I’ tel que
p' o p(y1) et p' o p(y2) ne commutent pas. Donc p' o p est un morphisme de {y;; y2)
dans I'' tel que les images de y; et y, ne commutent pas. [ |

1.4. — Le produit d'un groupe §-non abélien par un groupe abélien est un groupe
6-non abélien.

Preuve. — La premiere projection est un morphisme sur un groupe 6-non abé-
lien, qui est injectif en restriction au premier facteur ; or celui-ci contient tous les commu-
tateurs. On conclut en appliquant la propriété 1.3.

1.5. — Le produit I' de deux groupes 6-non abéliens est un groupe §-non abélien.

Preuve. — Les deux projections sont des morphismes sur des groupes 6-non abé-
liens. Si deux éléments de I ne commutent pas, leurs images par (au moins) une des deux
projections ne commutent pas. |

b) Quelques conditions suffisantes pour qu’un groupe soit -épais (pour une va-
leur universelle de 0).

1.6. LEMME. — Considérons n'importe quelle variété compacte, localement symé-
trique de rang 1 et de type non compact (i.e. localement symétrique de courbure stricte-
ment négative) ; son groupe fondamental contient un sous-groupe normal, d’'indice fini,
qui est 6-épais pour 6 = 1.

Preuve. — Notons X la variété considérée, I' son groupe fondamental et normali-
sons la métrique gx de X de sorte que sa courbure sectionnelle soit majorée par —1. No-
tons ¢y, ..., cy les géodésiques périodiques de X qui sont de gx-longueur inférieure a 1 et,
pour chaque i € {1, ..,N } choisissons un élément y; dans la classe de conjugaison I';
correspondant a la classe d’homotopie libre de c;. D’apres le théoréme de Mal'cev, I est ré-
siduellement fini, car inclus dans le quotient d'un groupe de matrices par un sous-groupe
fini; pour tout i € {1,..., N}, il existe donc un morphisme p;(y;) # e, ce qui implique
que Ker(p;) N T; = . Le noyau I du morphisme-produit (a valeurs dans G; X - - - X Gy)
est un sous-groupe distingué d’indice fini qui ne rencontre aucun des I';, les éléments de
I \ {id} correspondent donc a des géodésiques périodiques de longueurs supérieures ou
égales a 1. Le revétement galoisien fini X’ de X de groupe fondamental I, est muni de la
métrique relevée g ; toute géodésique périodique de X' s’envoie sur une géodésique pé-
riodique de X qui correspond & un élément y’ € I, donc de longueur supérieure ou égale
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a 1. Le rayon d’injectivité de (X', gxs) est donc minoré par 1 et [’ est 1-épais en vertu de la
définition 1.1 (i). [ |

1.7. LEMME . — Pour 69 = Argch 2, I'ensemble des groupes 8(-€épais contient
I'ensemble de tous les groupes fondamentaux des surfaces compactes orientables de ca-
ractéristique d’Euler négative.

En effet, sur chaque surface, il existe une métrique hyperbolique obtenue par recol-
lement de pantalons, eux-mémes obtenus en recollant sur 3 de leurs c6tés deux hexagones
hyperboliques réguliers d’angles égaux a 1r/2. Un calcul direct montre que lalongueur de la
plus petite géodésique périodique est supérieure ou égale a la longueur du c6té de '’hexa-
gone.

1.8. LEMME . — Pour tous les D > 0 et tous les K > 1, et pour tout n > 2, il existe
une constante universelle 6’ (n, D, K ) > 0 telle que tout groupe fondamental d’une variété
de dimension n, de diamétre inférieur ou égal a D et de courbure comprise entre —K 2 et
—1, soit §'(n, D, K)-épais.

Preuve. — Le lemme de Margulis classique (voir par exemple [B-Z], p. 277-
294) permet de minorer le rayon d’injectivité en au moins un point par une constante

C’(n)" vol(B" A PR
%, griace au théoreme de

C'(n)/K, ce qui minore le volume par v(n, K)
comparaison de Rauch. Par ailleurs, puisque la variété est toute entiére incluse dans le
D-voisinage tubulaire de sa plus courte géodésique périodique (dont la longueur sera
noté £), le second théoreme de comparaison de Rauch permet de majorer le volume par

n-2
(vol S"~%)e fOD ch(Kt) % dt. Ces deux inégalités permettent de minorer en fout

_ n ~r n

point le rayon d’injectivité par ﬁ, o A(n) = %. [ |
Avant d’aborder le critére suivant, rappelons le

1.9. THEOREME (M. Gromov [Gr 1]). — Pour tout entier n > 4 et tout K > 0, il

existe une constante universelle C = C(n) telle que toute variété compacte riemannienne
(M, g), de dimension n, dont la courbure sectionnelle o vérifie —K* < o < 0, a son

diamétre majoré par :
diam(M, g) < C(n) K" vol(M, g)",
our=1sin>8etr=3si4<n<7.

Un corollaire de ce théoréme est le critére suivant :

1.10. LEMME. — Pour tout entier n > 4, pour tous les réels Vj > 0 et K > 1,

il existe une constante universelle 8" = 6§"(n, Vo, K) telle que I'ensemble des groupes

Z

8" -épais contienne tous les groupes fondamentaux de toutes les variétés compactes de
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dimension n qui admettent une métrique de courbure comprise entre —K? et —1 et de
volume inférieur ou égal a V. De plus, on peut calculer 6" par la formule :

A(n)
K sh[C(n)K™ V]!

8" (n, Vo, K) =

our=1sin>8etr =3si4 < n <7 ouA(n) est donnée au lemme 1.8 et ot C(n) est
la constante définie au théoreme 1.9.

Preuve. — Le théoréme 1.9 donne, comme majorant du diametre, la valeur D =
C(n)K" !V} . 1l suffit donc d’appliquer le critére 1.8 en posant §” = §'(n, D, K). |

Etant donné une variété différentielle Y, nous appellerons Entropie minimale de
Y (notée Min Ent(Y)) linfimum de Enty, (Y, g) vol(Y, g)/" pour toutes les métriques g
sur Y. En fait, deux variétés dont les groupes fondamentaux sont isomorphes ont méme
entropie minimale (voir [Ba]). On a la

1.11. ProposITION. — Soient Y et X deux variétés compactes vérifiant dim(Y) =
dim(X) > 3. Si X est muni d’'une métrique gx de courbure sectionnelle inférieure ou égale
a—1, pour toute application continue f : Y — X de degré non nul, on a:

(Min Ent(Y))" > | deg f|(n—1)" vol(X, gx) .

Si I'égalité est atteinte, et s'il existe une métrique g sur Y qui réalise I'entropie minimale,
alors f est homotope & un revétement riemannien homothétique : (Y, g) — (X, gx)-

La preuve est identique a la preuve du corollaire 1.4 de [B-C-G 2] (pp.156-7) qui
généralise celle de [B-C-G 1].

1.12. COROLLAIRE. — Pour tout H > 0 et tous les K > 1, et pour tout entier n > 4,
il existe une constante universelle 5§ = §(n, K, H) telle que toute variété riemannienne X"
dont la courbure est comprise entre —K? et —1 et telle qu'il existe une variété compacte
Y" d’entropie minimale majorée par H et une application de degré nonnul f : Y" — X"

nr
(i) ait son diamétre majoré par C(n) K" ! (%) ,our = llorsquen > 8,r =3
lorsque4 < n<7;
PPN DTN A(n)
t fond tal 8- ,ou6 =6(nK,H) = ————————.

(i) ait un groupe fondamen épais, oil (n ) K0 ()] -

n
Preuve. — La proposition 1.11 permet de majorer le volume de X par (%) ;

le théoreme 1.9 permet d’en déduire une majoration du diameétre de X par D =

nr
C(n)K"—1 (i) , ce qui prouve (i). Le critere 1.10 permet également d’en déduire

n—1

n
que le groupe fondamental de X est 5" (n, (%) , K ) -épais, ce qui conclut. ]
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1.13. CoroLLAIRE. — Toute variété compacte X" (n > 4) dont le volume sim-
plicial est majoré par V et qui admet une métrique de courbure sectionnelle com-
prise entre —K? et —1 a un groupe fondamental 8y(n, K, V)-épais, oit 5¢(n, K, V) =

A . - . .
W, ot Go(n) = C(n)m"[(n—1)Y]~" et ot1 A(n) et C(n) sont donnés dans le
lemme 1.8 et le théoreme 1.9.

Preuve. — Elle découle de I'inégalité de M. Gromov ([Gr 3], pp. 226 et suivantes)
qui assure, sous ces hypotheses, que Vol(X) < ﬁ [|X]|, ot || X]] est le volume simplicial
de X. On conclut en appliquant le lemme 1.10. [ |

¢) Croissance d’'un sous-groupe dans un groupe fondamental d’une variété com-
pacte de courbure négative.

Dans un groupe I, le semi-groupe engendré par deux éléments y et o est]’ensemble
des éléments qui s’écrivent comme des mots formés a partir des lettres y et o, i.e. comme
des produits de puissances positives de y et o. Un tel semi-groupe sera dit libre si deux
mots distincts correspondent a des éléments différents deT.

1.14. PROPOSITION. — Soit 6 > 0 un nombre réel donné et N un entier quelconque
supérieur ou égal a %. SoitT le groupe fondamental d’une variété compacte quelconque de
courbure inférieure ou égale a —1 et de rayon d’injectivité minoré par 6. Soient y, et y,
deux éléments quelconques deT. Siy; et y, ne commutent pas, alors un des deux semi-

groupes engendrés par {y", yN'} ou par {yY,y, N} estlibre.

Ce résultat n'a d’intérét que si N peut étre calculé a priori, indépendamment de
Y1, de y» et de I'. Une premiere version de ce lemme fut rédigée par M. Gromov ([Gr 4]) ;
la preuve en fut corrigée, complétée et améliorée par Th. Delzant ([De]) ; dans cette pre-
miére version N ne dépend que de la classe d’isomorphisme I' du groupe fondamental de
X (nous n'avons pas réussi a voir sila preuve de Th. Delzant permet de rendre N indépen-
dant de I), cependant la conclusion est plus forte, puisque le sous-groupe engendré par
yY et yY estalors libre. Nous donnerons de la proposition 1.14 une preuve trés simple, qui
permet surtout de rendre N indépendant de I'. Dans le méme temps Ch. Champetier et V.
Guirardel ([C-G]) ont démontré une autre version de ce lemme , valable pour des groupes
6-hyperboliques I" généraux, mais ou N dépend du nombre de générateurs du groupe I' et
de la constante 6 d’hyperbolicité de la distance algébrique associée a ce systéme généra-
teur. Pour prouver ce résultat nous allons utiliser un lemme de Ping-Pong explicite.

Preuve. — Nous supposons que I est le groupe fondamental d'une variété com-
pacte (X, g), de courbure sectionnelle strictement négative. Nous appellerons (X, §) son
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revétement universel riemannien, sur lequel I' agit par transformations isométriques de re-
vétement. Nous noterons ¢; (ou i = 1 ou 2) 'unique géodésique de (f, §) qui est globale-
ment invariante par y;. Pour tout ¢, on a donc ¢;(t + £(y;)) = y; o c;i(t), ou £(y;) estla
longueur de la géodésique périodique de (X, g) librement homotope au lacet représentant
yi (cette géodésique est la projection de c; par I'application p de revétement). On a donc
£(yi) > 26.

1.15. LemME. — Si (X, g) est compacte de courbure négative, les géodésiques c;
et ¢, ne sont asymptotes (quand t tend vers +00 ou —o0) que si elles sont identiques.
Deux éléments y, ety, del \ {id} commutent si et seulement si leurs géodésiques inva-
riantes sont identiques.

Tout sous-groupe commutatif de T est isomorphe {0} ouaZ.

Preuve. — Si ¢ et ¢, sont asymptotes, il existe un reparamétrage « de c; tel que,
pour tout k € N*, dg(pocioa,poc) < dg(croa,c) < % sur un intervalle I; de
longueur infinie. La distance de Hausdorff entre les deux géodésiques périodiques p o c; et
p o ¢; estdonc nulle. Il s’ensuit que p o ¢; o &) =~ po () = po cr(t + ) pour tout
t € I et pour un choix convenable #, de I'origine de ¢;, donc que () ~ ¢ + to + g€ (y1)
o1 g € Z.Les points ¢; (£ + fp + g€(y1)) et c2(t) appartiennent a p~({p o c2(1)}) et leur
distance tend vers zéro ; par compacité ils sont donc égaux et ¢c; = ¢, a une translation de
l'origine des temps pres.

Siy1 ety, commutent,onayoy,(c1) = y2oyi1(c1) = y2(c1), doncya(c;) = ¢) par unicité
de la géodésique y;-invariante, donc ¢; = ¢, par unicité de la géodésique y,-invariante.
Sic; = ¢ alors, y; et y, agissant par translations sur c;, leurs actions sur ¢; commutent ;
puisque yl_l oy, Lo Y1 o y2 admet des points fixes, c'est 'élément neutre et y; et y, com-
mutent.

Tous les éléments d'un sous-groupe commutatif ¥ de I' ont donc la méme géodésique in-
variante, notée c, sur laquelle ils agissent par translations. Cette représentation est un iso-
morphisme de X sur un sous-groupe discret du groupe des translations de ¢, donc est iso-
morphe a {0} oua Z. n

Suite de la preuve de la proposition 1.14. — Nous supposerons désormais que
(X, g) est de courbure sectionnelle majorée par —1 et de rayon d’injectivité minoré par
6. On compactifie X en lui ajoutant le quotient 90X de I'ensemble des géodésiques orien-
tées par la relation «étre asymptotes quand ¢ — 400 ». Le bord 0X s'identifie a la sphere
unitaire de T X par I'application qui, a chaque vecteur unitaire v, associe la classe d’équi-
valence de la géodésique t — exp,(#v). Notons 9;" et 0; les points de dX correspondant
o/~ =

a la géodésique ¢; et a son orientation inverse, ie. lig [ci()] (pour i = 1 ou
t—=T 00

i = 2). Notons x+ et x_ les projections (géodésiques) orthogonales de 9; et 0, sur ¢.
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Quitte a changer y, eny, ! (ce qui change ¢, en son orientation inverse, donc 65 en 0 et
réciproquement), on peut supposer que x+ est celui des deux points qui est le plus proche
de 01+ sur c;. Notons J; la projection orthogonale de x4 sur ¢, et reparamétrons c; et ¢, de
sorte que ¢1(0) = x4 et ;;(0) = yo. Posons R; = $N£(y;) = 3£(yY),onaR; > 4. Notons
Ul-+ /= ensemble des x € X qui vérifient:

d(x, ci(£2R;)) < d(x, ¢;(0)) .

1.16. LEMME. — Soit ABC un triangle-géodésique quelconque de (f, g) tel que
5< A < m, alors d(B, C) > d(A, B) + d(A, C) — 4. De plus, si A > 1/2, alors d(B, C) >
d(A,B) +d(A,C) — 1.

Preuve. — Notons a, b, c leslongueurs des cotés opposés aux sommets A, B, C.
Puisque 0y < —1,onacha > ch bch ¢ — cos Ash bsh c. Pour prouver le lemme, il suffit
donc de prouver que, lorsque b + ¢ > 4, alors

ch(b+c—4) —chbchc+cosAshbshc<0.
11 suffit donc de prouver que le polynome
P(X) = (2¢* — 1 + cos A)X? — 2(1 + cos A)X — (1 — cos A — 2¢™ %)
est négatif pour X = e~ {4+ Tl suffit pour cela de vérifier que P(0) et P(e~*) sont négatifs,
ce qui est le cas dés que cos A<1—2e"% ce qui est vérifié quand A > 11/6.Si A > 1/2,la
preuve est identique, la condition suffisante s’écrivant alors cos A<1—2¢70 [ |

1.17. LeMME. — U™ (resp. U; ) est inclus dans I'image C;" (resp. C; ) par exp,,

du cone de Ty, X de demi-angle au sommet 11/6 et d’axe ¢1 (0) (resp. — ¢1 (0)).

Preuve. — Soit c une géodésique quelconque issue de x, qui fait avec ¢, (0) (resp.
avec — ¢ (0)) un angle supérieur ou égal a 11/6. Puisque R; > 2, le lemme 1.16 donne,
pour tout ¢ € [0, +00],

dg(c(t), c1 (£2Ry)) > dg(x4, c(t)) + dg(x4, c1(£2R1)) — 4 > dg(c(t), ¢1(0)) ;

donc ¢ ne rencontre pas U1+ (resp. U; ). n

1.18. LemME. — Notons «, la géodésique qui joint x4 a c3(t) et &40 celles qui
joignent x4 a 0;'/ ~. Alors Uy (resp. U, ) est inclus dans I'image C, (resp. C, ) par expy,

du cone de T, X de demi-angle au sommet 11/3 et d’axe di.00 (0) (tesp. &—oo (0)).

Preuve. — Langle entre &op, (0) et &1 (0) est inférieur ou égal a 1/6. Sinon,
quand ¢ — +00, on aurait, en remarquant que I'angle en y, est égal a 11/2, et en appliquant
3 fois le lemme 1.16:

f(at) >£(0(0) +t—1, E(ang) >»€(0(()) + 2R,—1, t—2R, >£(O(t) +»€((X2R2)—4,
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ce qui est contradictoire puisque R, > 3/2. Soit ¢ une géodésique quelconque issue de
X4 qui fait avec &+oo (0) un angle supérieur ou égal a 11/3, elle fait avec «zg, un angle
supérieur a 1t/6. En appliquant encore deux fois le lemme 1.16, nous avons :

d(e(1), ¢2(2R0)) > d(e(t), xy) + £(ezm,) — 4
> d(c(t), x+) +€(cxg) + 2R, — 5
> d(c(t), y0) + 2R, — 5> d(c(t), y0)

car R, > 5/2. Donc ¢ ne rencontre pas U2+ . On démontre de maniére identique que, si ¢
. 2 .. 2z P M —
fait un angle supérieur ou égal a 71/3 avec & _ o (0), alors ¢ ne rencontre pas U, . [ |

1L19.LemMe. — U NUF =0, 07 nuy =0, 07 nuy =0, U nU; =0et
uynu, =0.

Preuve. — Les angles entre le vecteur ¢, (0) et les vecteurs &4 o, (0), — ¢, (0) et
o'(_oo (0) étant respectivement égaux a 11/2, a 1t et supérieur ou égal a 17/2, le cone C1+ ne
rencontre aucun des cones C2+ , C; et C, (parl'inégalité triangulaire) ; d’apres les lemmes
1.17 et 1.18, ceci implique que U;" ne rencontre ni U,", ni U; , ni U, . Langle entre les
vecteurs &4 o (0) et — ¢ (0) étant égal 2 17/2, les cones C;” et C; ne se rencontrent pas,
donc U, N U, = 0.
Six € Uy NU, ,ona

d(x, c2(0)) > d(x, c2(—2R,) et d(x,c2(0)) > d(x, 2(2R2)),

ce qui est contradictoire avec la convexité de I'application ¢ + d(x, c2(t)) (la convexité est
stricte car x ne peut appartenir a cy). [ |

1.20. LemME. — Pour tout i, j € {1,2}, yﬁV(U]“L) c U

Preuve. — yY agit sur c; par translation, donc yY [c;(—2R;)] = ¢;(0) et yN[c;(0)] =
ci(2R;). Six € X \ U;, on en déduit que y(x) € U;". Le lemme 1.19 prouvant que

1
U]-+ C X\ U;, ceci conclut. [ |

Fin de la preuve de la proposition 1.14. — Supposons que deux mots formés de
produits de puissances positives ou nulles de 0 = y» et de s = y} donnent le méme
élément y deT, ie. o1 sT - .. gPksde = gf15" ... g%is"i, ol les p;, qi, £;, 1; appartiennent
a N. On simplifie, de part et d’autre, par 0~ inf(€1,1) et ainsi de suite jusqu’a ce qu'on ne
puisse plus simplifier. Dans la relation obtenue apres simplification, il est impossible que le
premier terme soit une puissance du méme élément, la relation s’écrit donc sous la forme
oPrsh ... = shgfi... oules i, qi, 1i, £; appartiennent a N \. {0} si aucun des deux
membres ne se réduit aI’élément neutre. En appliquant les deux membres de cette relation
a un méme élément de Ul+ , nous obtenons dans le membre de gauche un élément de
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0P (Uy) C U; et dans le membre de droite un élément de s (U;") C U, ce qui est
impossible, puisque U;" N U;” = @ par le lemme 1.19, sauf si la relation est triviale ; si un
des deux membres devient égal a e, il suffit de faire agir les deux membres sur U2+ (resp.
sur U1+ ) lorsque I'autre membre commence par o (resp. par s). [ |

d) Minorations universelles de I'entropie algébrique.

1.21. LEMME. — Soit 6 un nombre réel positif donné et N un entier quelconque,
supérieur ou égal a %. Soit I' un groupe finiment engendré. S’il existe un morphisme p
de T dans un groupe §-épais I tel que p(T) ne soit isomorphe ni a {0} ni 4 Z, alors tout
systéme générateur de I' contient deux éléments y, et y, tels qu’au moins un des deux
semi-groupes engendré par {y", yY} ou par {yV, y, N} soitlibre.

Side plusT” est le Tr; d’une surface compacte de genre supérieur ou égal a 2, alors le sous-
groupe engendré par {y1, y2,y; ', v, ' } estlibre.

Preuve. — Pour tout systeme générateur X de I, p(Z) contient au moins deux élé-
ments p(y;) et p(y2) qui ne commutent pas (sinon p(T') serait abélien, donc isomorphe &
{0} ouZ d’apres le lemme 1.15. La proposition 1.14 implique alors que {p(y;)", p(y2) "}
engendrent un semi-groupe libre. Il s’ensuit que le semi-groupe engendré par {y%, yZiN }
est libre.

SiI’ estle 1r; d’une surface, le sous-groupe engendré par {p(y1), p(y2), p(y1) ™, p(y2) "'}

est le 7r; d’'une surface hyperbolique non compacte, donc est libre. [ |

Rappelons que la distance algébrique ds, associée a un systeme fini > de généra-
teurs dans un groupe discret I', est définie par ds(c, ) = la plus petite longueur de tous
les mots qui représentent (o« ~'B) comme produit d’éléments de = U X~ 1. Lentropie algé-
brique de I' associée 4 3 (notée Ents(T)) est 'entropie de I'espace métrique (T, ds), muni
de la mesure u(A) = #(A). Lentropie algébrique de I' (notée Ent,g(I')) est définie par :

Entyg(T) = IIzlf[Entz(r)] .

Lorsque le groupe I est a croissance exponentielle, c’est une question ouverte de savoir
si on a toujours Entalg(l') > 0 (cf. M. Gromov [Gr 2], Remarque 5.12, pour un survey sur
ce probleme voir [Ha]). Cette question a cependant été résolue affirmativement pour les
groupes hyperboliques T' par M. Koubi ([Ko]). Pour les groupes hyperboliques, et, pour
commencer, pour les groupes fondamentaux des variétés de courbure négative, une ver-
sion plus forte de cette conjecture (toujours attribuée a M. Gromov) devient: pour tout
groupe I de ce type, peut-on exhiber un nombre 6y > 0 universel (i.e. indépendant du
groupe I') tel que Entalg(l") > §p? Le survey [Ha] donne un certain nombre d’exemples de
groupes (en particulier des produits amalgamés) pour lesquels le calcul d'un minorant §
de I'entropie algébrique est possible. Nous allons ci-dessous en donner d’autres :
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1.22. PROPOSITION. — S’il existe un morphisme p de I’ dans un groupe I'' qui est
6-€épais (resp. qui est le groupe fondamental d’'une surface compacte de genre g > 2), et si
p(T') n’est isomorphe ni a {0} ni a Z, alors Entgg(I') > 4%5 Log 2 (resp. Entgg(I’) > Log3).

Preuve. — Posons N = [4] + 1 (resp. N = 1). Le lemme 1.21 permet d’extraire,
de tout systeme générateur X de T, une paire {y),y,} telle que {yY, ¥} ou {yV,y; "}
engendre un semi-groupe libre L (resp. un sous-groupe libre L). Le graphe de Cayley de
L étant un arbre régulier, ot chaque branche est de longueur unitaire et se divise en 2
(resp. 3) nouvelles branches, il est classique que I'entropie algébrique de L, relativement
au systeme de générateurs {yV, y£™} est égale a Log(2) (resp. a Log(3)). Si d;, représente
la distance algébrique dans L par rapport a ce systeme générateur, on a (par définition de
la distance algébrique) ds (e, y) < N dr(e, y) pour tout y € L. On en déduit que

1
Ents(T) > N Ent{y{V,ygtN}(L) .

On conclut en passant a 'infimum pour tous les systemes générateurs X . [ |

2. Lien entre algébre du groupe et propriétés
géomeétriques de lI'espace sur lequel il opére ; le cas
des espaces métriques mesurés

Un espace métrique mesuré est un espace Y muni d'une distance d et d'une me-
sure positive y, que nous supposerons telle que u[B(y, r)] > 0 pour tout y et tout r > 0.
Une application bijective y : Y — Y sera dite isométrique si elle préserve la distance et
la mesure. Nous nous intéresserons aux actions isométriques d'un groupe I sur (Y, d, u)
et aux points y € Y tels que l'orbite I'y soit discrete et tels que le stabilisateur de y dans T
soit trivial (i.e. réduit a I'élément neutre). Nous étudions donc ici des représentations dis-
crétes d'un groupe 6-non abélien dans le groupe des isométries de (Y, d, u). Pour I'étude
de représentations éventuellement non discretes dans les groupes d’isométries d’espaces
hyperboliques, voir par exemple [B-C-G 3].

2.0. DEFINITION. — Pourtouty € Y et tout & > 0, nous noterons 3, (y) I'ensemble
desy € T ~ {e} tels que d(y, y(y)) < € et T(y) le sous-groupe de I' engendré par les
éléments de 3, (y).

2.1. THEOREME. — Soient 6 et H deux nombres réels positifs arbitraires ; considé-

rons un espace métrique mesuré quelconque (Y, d, i) dont I'entropie est majorée par H.

SiT et un groupe §-non abélien qui agit par isométries sur (Y, d, ) etsiy € Y estun point

de stabilisateur trivial et dont I'orbite I', est discréte, alors, pour tout & < 4%5 L‘EZ

,ona:
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(0) Ent(Y,d) > 0;
(i) Te(y) est abélien;

(ii) S’il existe un élément o deT \ {id} tel que d(y, o(y)) < &, alors tout élément y
deT qui ne commute pas avec o Vérifie :

a0 > (755) e ((125) 1)

Side plus (Y, d) est un espace de longueur connexe et si le centre deT est nul, alors

(i) infyer giay [d(v, ¥(¥))] > 4_%5%(2(#)% pour tout majorant D de

sup,cy [d(Ty,Tz)].

. 5Log2
(iv) Ent(Y, d)sup,cy d(Ty, z) > o
2.2. PROPOSITION. — Pour tout é > 0, pour tout espace métrique de longueur me-

suré connexe (Y, d, 1), pour tout sous-groupe I du groupe des isométries de (Y, d, u) qui
admet un morphisme p dans un groupe §-épaisI" tel que p(T') ne soit isomorphe ni a {0}
niaZ:

(i) Ent(Y,d)sup,cy [d(Ty,Tz)] > 5825’2“”52, pour tout y € Y dont le stabilisateur

dansT est trivial et dont I'orbite T'y est discreéte.

(ii) Ent(Y, d) diam(Y/T) > Essif)zgf) si toutes les orbites deT sont discretes, et siT agit
sans point fixe, en munissant Y /T de la distance-quotient.

De plus, siT’ est n’importe quel groupe fondamental de surface de genre g > 2, le dernier
membre de ces deux inégalités peut étre remplacé par % Log 3, et devient donc indépen-

dantdeé.

Avant de démontrer le théoreme 2.1 et la proposition 2.2, nous allons établir les
lemmes suivants :

2.3. LEMME. — Pour tout sous-groupe I' du groupe des isométries de (Y, d, 1) et
tout point y € Y dont I'orbite I'y est discréte et dont le stabilisateur dansT est trivial, on a

Ent(Y) > lim inf (% Log [#(Ty N B(y, R))])

—+o0

ou, en d’autres termes I'entropie de Y est minorée par celle de I'y, vu comme espace mé-
trique mesuré, muni de la métrique induite d et de la mesure de comptage.

Preuve. — Par ’hypothese de discrétude, on a:
. x(y
a(y) :== _inf d(y,yy)>0, v(y) :=u [B(y, 2G) ))] >0.
yer~{id} 2
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a(y)

Les boules B(yy, T) étant disjointes et de méme volume, on a, par l'inégalité triangu-

laire :

s (wr+ 22| 2 v w080

2

2
la limite inférieure de part et d’autre de l'inégalité. ]

on acheve la preuve en passant au logarithme, en divisant par (R + M) et en passant a

2.4. LEMME. — Soit L un semi-groupe libre a 2 générateurs y, ety,, muni d’une
distance d invariante par translations a gauche. Pour tous les (£1,£,) tels que £; >
d(e, y1) et€, > d(e, y»), I'entropie de (L, d) (pour la mesure de comptage) vérifie :

> - -
Ent(L,d) > ae]s()l,lfoo[ (fl n Mz) [(1 + a) Log(1 + a) — aLoga]

> 111 L 1+£1 i 1 L 1+£2
- |—1Lo — — Lo =1 .
— 2|4 & £5 £5 g 2

Preuve. — Pour tout R > 0, notons Lg 'ensemble des y € L tels que d(e,y) < R.
Pour tous les (p1, p2) € (N*)2 tels que p1€; + p»€> < R, notons A, ,, I'ensemble des
éléments de L qui sont obtenus en faisant le produit de p; fois y, et de p, fois y, dans
n'importe quel ordre. Puisque L est un semi-groupe libre, on a #(A,, p,) = Ci’;l' o
lité triangulaire et I'invariance de d par translations a gauche impliquent que A, ,, C Lg.

Linéga-

On a donc

1 p1+p2+1/2
#Lr > Cplip, > e~ ) o ++ll)i2) 172’
(p )P *172(pa)P2
(la derniére inégalité découlant du fait que fl.H_l f(x)dx < 1[f(i+1)+ f(i)] lorsque
f(x) = Log (%)). Pour tout a €]0, +00|, posons p; = E (MLMQ) et p» = E(am).
Comme p—R‘ et p—I§ tendent alors respectivement vers m et vers M#h quand R tend
vers 400, nous déduisons de ce qui précede que

1
liminf | — Log(#L > — (1 +a)Log(l + a) —alog(a)| .
| to8(4L)] > o [0+ @) Logl1 + ) — aLog(a)]
Ceci prouve la premiéere inégalité du lemme 2.4, la seconde s’obtient en remplacant a par
£
o |
2.5. LemME. — Soient (Y,d) un espace métrique de longueur connexe, I un

groupe d’isométries de (Y, d) et y un point quelconque de Y. Posons

D =supd(ly,I['z) =supd(ly,z);
zeY zeY
alors, pour tout € > 0, I'ensemble des éléments y € T tels que d(y, y(y)) < 2D + € estun

systeme générateur deT (donc Typie(y) = I).
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Preuve. — Elle suit la preuve de la proposition 3.22 de [Gr 2]. Pour tout y € T, il

existe une suite de points y = xp, x1,...,xy = y(y) de Y tels que d(x;, xi+1) < € et tels
n—1

que Y d(x;, xi+1) < d(y,yy) + € (propriété des espaces de longueur). Par définition de

i=0
D, il existe un élément y; de I tel que d(y;(y), x;) < D (on choisit yo = id et yy = y).

Posons o; = yl-_1 oyi+1,0onay = o0po0;o---0 0, etl'inégalité triangulaire implique
que
d(y,0i(y)) = d(yi(y), yis1(y)) <2D + €. .

Fin de Ia preuve du théoréme 2.1. — Soient y; et y, deux éléments de ' qui ne
commutent pas entre eux. Par hypothese, le sous-groupe {y1; y») engendré admet une re-
présentation p dans le groupe fondamental d’'une variété, de courbure sectionnelle infé-
rieure ou égale 2 —1 et de rayon d’injectivité au moins égal a 6, telle que p(y;) et p(y2)
ne commutent pas (sinon {p(y1); p(y2)) serait isomorphe a {0} ou Z par le lemme 1.15).
Posons N = E (%) + 1;la proposition 1.14 implique que I'un des deux semi-groupes en-
gendrés par p(yY) et p(y:") est libre. Par conséquent, I'un des deux semi-groupes de T
engendrés par yV et y£" est libre ; notons L ce semi-groupe. Posons £; = d(y, y:(y)) et
£, = d(y,y2(y)). La distance d, définie par d,(y,y") = d(y(y),y'(y)) est invariante par
les translations 2 gauche et on a d, (e, y=V) < Nd(y,yi(y)) < (%£2) 2; . En appliquant
les lemmes 2.3 et 2.4 nous obtenons:

Ent(Y) > Ent(L, dy) > L sup (7
4+ 90 4ejotool \E1 T+ alz
> ﬁ [fil Log(l—}—ﬁ—;)—FéLog(l—Fﬁ—j)] . (1)

Ceci prouve la propriété (o) du théoreme 2.1.

145
1)

Ent(Y) par H et en minorant Log(1 + a) par

[(1+ a) Log(1 + a) — alog a])

Si€, < g enfaisant a = ( )H & dans la premiere inégalité de la formule (1), en majorant

_a_

T4g Dous obtenons:

£ 446 446
L4 (%)Hﬂg >1-—Log (%HE) ,
€

ce qui acheve la preuve de la partie (ii) du théoreme 2.1.
Par ailleurs, en remplagant a par 1 dans la premiere inégalité de la formule (1), nous obte-

nons
6Log?2 1

H > Ent(Y) > .
4+5 Max(ﬁl,éz)

Deux éléments y; et y» de I' de longueur inférieure a (4%5 %) commutent donc tou-
6 Log2
46 H

Si le centre de I' est réduit a I'élément neutre, pour tout o € T, il existe un élément y du

jours, donc I'; (y) est abélien des que ¢ < , ce qui prouve (7).

systéme générateur (formé par 'ensemble des g € T tels que d(y, g(y)) < 2D + T, ol
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D = sup,cy d(Ty, z), cf. le lemme 2.5) qui ne commute pas avec o ; la propriété (i) du
théoreme 2.1 implique alors que

1
2D+ 1> d(y,y(y)) 2 ;5 Log (4 +6 Hd(y, U(Y))> ’

ce qui prouve (iii). De méme, il existe un couple d’éléments (de longueurs notées £, et

£5) de ce systeme générateur qui ne commutent pas. L'avant-derniére inégalité donne :

4495
6 Log2

1 1 . .
Ent(Y,d) > Max(@,5) 2 ZDr Ce qui prouve (iv). |

Preuve de la proposition 2.2. — Posons N = [%] + 1 (resp. N = 1) suivant que I’
est 0-épais (resp. est le groupe fondamental d'une surface compacte de genre g > 2).
Le lemme 1.21 permet d’extraire de tout systéme générateur 3 de I une paire {y1,y»}
telle que {y, '} ou {y,y; '} engendre un semi-groupe libre L (resp. un sous-groupe
libre L) ; c’est le cas en particulier si X est le systeme générateur formé des y € T tels que
d(y,y(y)) < 2D + 7 (cf. le lemme 2.5), ot D = sup,cy d(I'y, z). Comme dans la formule
(1), on applique les lemmes 2.3 et 2.4 (en y remplacant a par 1 et £; et £, par le majorant
(2D + T)N des longueurs de yV et y;), ce qui donne:
G

Ent(Y,d) > Ent(L, d,) > ——
nt(Y, d) > Eny( y)_N(2D+T)

’

ou Gy = Log2 (resp. Log 3).
Ceci prouve (i) (resp. la remarque qui termine la proposition 2.2) en faisant tendre T vers
zéro. Les inégalités (ii) découlent de (i) en passant a 'infimum en y. [ |

Plagons-nous maintenant dans le cas ol le sous-groupe d’isométries I' de (Y, d) ad-
met une représentation injective quelconque (notée p) dans le groupe fondamental d'une
variété compacte de courbure strictement négative quelconque (notée X). Rappelons que
tout élément non trivial y de 71;(X) admet un unique axe (i.e. une géodésique ¢ du reve-
tement universel riemannien X de X globalement invariante par y, et sur laquelle y agit

par translation, cf. le lemme 1.15). Supposons de plus que (Y, d, ) vérifie les hypotheses
6Log2

(4to)H"
reme 2.1 (i) que I',,(y) est alors abélien pour tout y, donc p[Is, (y)] ~ {0} ou Z d’apres

du théoréme 2.1 (en tout point y € Y) et posons &g = Nous avons vu au théo-
le lemme 1.15. Posons £(y) = infycr- fiay[d(, yy)] et notons Y, I'ensemble des y € Y
tels que £(y) < &. Pour tout y € Y, le groupe p[I', ()] est isomorphe a Z et tous ses
éléments ont donc le méme axe, gue nous noterons axe(y). Dans ce cas, on a le

2.6. THEOREME. — Pour tous les nombres réels positifs 6 et H, pour tout espace
meétrique mesuré connexe (Y, d, ) dont I'entropie est majorée par H, pour tout sous-
groupe I', 6-non abélien, du groupe des isométries de (Y, d, u), qui agit sans point fixe,
dont toutes les orbites sont discrétes et qui admet une représentation injective dans le
groupe fondamental d’une variété compacte X quelconque de courbure négative,
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(i) Ilexisteuny € Y tel que

6Log2 1
inf [d(y, > -
yegr\l{id}[ ny)] > 115 H

(ii) Le sous-ensemble Yy, desy € Y tels que infycr fiay [d(y, ¥(¥)] < %% est
ouvert et I'application y — axe(y) est définie, équivariante sur Yy, (pour I'action de p(T)

sur les géodésiques de X), et constante sur chaque composante connexe de Yy, .

Preuve. — (Comparer avec la preuve obtenue, dans le cas de courbure négative
minorée, par G. Margulis, cf. [B-Z], pp.281-282) : en vertu du lemme 2.3 et de la borne
sur 'entropie, le nombre d’éléments de (I'y N B(y, R)) est fini pour tout R; on en déduit

que, pour tout y € Y, 'ensemble 5, (y) desy € T ~ {id} tels que d(y, y(¥)) < & (ot
6Log2 1

4+5 H
3¢, (2) contient X, (y) pour tout point z € Y suffisamment voisin de y, donc Y, est ou-

& = ) est fini et non vide (par définition de Y,). Par continuité de la distance,
vert; de plus comme p[[¢,(2)] est abélien (par le théoréme 2.1 (i) et non trivial, tous ses
éléments (dont, en particulier, les éléments de p[I's, ()], qui est inclus dans p[T'¢, (2)]) ont
le méme axe d’apres le lemme 1.15; on a donc axe(z) = axe(y) pour tout z suffisamment
voisin de y. Limage réciproque (par I'application y — axe(y)) d’'une géodésique donnée
est donc ouverte; elle est aussi fermée comme complémentaire de la réunion des images
réciproques de toutes les autres géodésiques. On en déduit que I'application y — axe(y)
est constante sur chaque composante connexe de Y.

Par ailleurs, pour tout g € I, onal,,(g(y)) = gl (y)g™ ' par définition des I,. Laxe c de
y estla géodésique de X invariante par p(I's, ()), par conséquent la géodésique p(g) o c est
invariante par p(g)p(T¢, (¥))p(g~'), donc par p(T,[g(y)]), elle coincide donc avec I'axe
de g(y). On a donc axe[g(y)] = p(g)[axe(y)], d’ou I'équivariance et la preuve de (ii).

S'il n'existe pas de point y tel que £(y) > &, alors Y;, = Y est connexe et I'application
y — axe(y) est constante sur Y entier; en particulier on a, pour tout g € T, axe(y) =
axe[g(y)] = p(g)(axe(y)) . Tous les éléments de p(T') ayant le méme axe invariant, p(T)
serait abélien d’apres le lemme 1.15, donc I le serait aussi, ce qui contredirait '’hypothese.
On en déduit I'existence d'un point y € Y tel que £(y) > &, ce qui prouve (i). [ |

2.7. REMARQUE. — Dans le théoréme 2.6 (i) (et dans les théoremes des chapitres
suivants qui comportent cette hypothése), I'hypothese :

(Hi) T admet une représentation injective p dans le groupe fondamental d’au moins une
variété compacte X de courbure négative

peut étre remplacée par 'hypothése :
(Hz) la relation de commutation «~ » (i.e. y; ~ y» si et seulement si y1y, = y»y1) est

transitive surT* =T ~ {id}.
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qui est plus faible (et surtout plus intrinseque), les autres hypothéses restant inchan-

gées. La conclusion est toujours qu'il existe un y € Y tel que £(y) > &, ou £(y) =

Inf [d(y,y(7))] etoueo = 224

Preuve. — Montrons d’abord que (H; ) implique (H>). En effet, y; ~ y» équivaut
ap(y1) ~ p(y2), qui se traduit (d’apres le lemme 1.15) par I'égalité des géodésiques inva-
riantes par p(y1) et par p(y>). Cette égalité étant transitive, (H; ) implique (H,).

Supposons maintenant qu’on substitue (H,) a (H; ) dans les hypothéses du théoreme 2.6.
Alors ~ est une relation d’équivalence dont chaque classe (quand on lui rajoute I'élément
neutre) est un sous-groupe abélien maximal de I'. Le groupe [, (y) étant abélien (par le
théoreme 2.1 (i), s'il est non trivial, alors I',,(y) \ {e} est entierement inclus dans une
seule classe d’équivalence, que nous noterons C(y). En reprenant les notations et la dé-
marche de la preuve du théoréme 2.6, puisque ', (y) C TI¢,(z) pour tout z voisin de y,
l'application y + C(y) est localement constante, donc constante sur chaque compo-
sante connexe de Yg,. Supposons que £(y) < & pour tout y € Y, alors Y, est égal a
Y, donc connexe, et C(y) U {e} est un groupe abélien constant, que nous noterons I'.
Comme ', (gy) = gl (y)g ', ona C(gy) = gC(y)g ', douly = glog ! et, pour tout
(y,8) € Ty x T, gyg~! commute avec y. Supposons qu'il existe un couple (y, g) € Ty X T
tel que g ne commute pas avec y : comme I est §-non abélien, il existe une variété com-
pacte X de courbure négative et un morphisme p’ du sous-groupe {(g; y) (engendré par
g et y) dans 11 (X) tel que I' = p({g;y)) soit non abélien, ce qui implique que p(g) et
p(y) ne commutent pas. Comme (H;) implique (Hz), la relation de commutation (que
nous noterons encore «~ ») est transitive sur (I'')* ; notons C} la classe d’équivalence de
p(y) et posons Iy = G U {id}. Pour tout y' € C},onay’ ~ p(y), ce qui implique que
p(g)y'p(g) ' ~ p(g)p(y)p(g) ! ~ p(y), les mémes relations restant vérifiées quand on
remplace g par g~ . Lapplication y’ — p(g)y’p(g) ! est donc un automorphisme de '),
qui envoie un générateur T de [ sur T+! (puisque I} ~ Z d’apres le lemme 1.15). On en
déduit que p(g)?Tp(g)* = T, donc que p(y) ~ T ~ p(g)? ~ p(g), car p(g)? # id dans
mm (X). Ceci est en contradiction avec le fait que p(y) et p(g) ne commutent pas. On en
déduit que tous les g € I commutent avec tous les y € Iy, donc que I' = T, ce qui est
contradictoire avec la non abélianité de I'. La seule issue est donc qu’il existeun y € Y tel
que £(y) > &. |

3. Le cas des variétés riemanniennes

Considérons une variété riemannienne connexe (Y, g) et son revétement universel

24



riemannien 17 : (Y, g) — (Y, g). Nous appellerons entropie volumique de (Y, g) I'entro-
pie de I'espace métrique mesuré ¥, muni de la distance dg et de la mesure riemannienne
dvy. Elle sera notée Entyq| (Y, g), ou Enty,(Y) quand il n'y aura pas d’ambiguité. Pour tout
y € Y, nous noterons £(y) la longueur du plus petit lacet (non homotope a zéro) de point-
base y, etinj(y) le rayon d’injectivité de I'application exponentielle centrée en y. On a tou-
jours £(y) > 2inj(y), I'égalité ayant lieu en particulier lorsque la courbure sectionnelle est
négative ou nulle. Nous noterons inj(Y, g) 'infimum de inj(y) quand y parcourt Y.

Le groupe fondamental I de Y est le groupe des isomorphismes du revétement, il
agit donc par isométries sur (Y, §), il est isomorphe au groupe 1, (Y, y) des classes d’ho-
motopie de lacets de point-base y. On a

(3.0) yerhf%d} d(y,y(7)) = £(y) > 2inj(y) > 0.

Les boules géodésiques de (17, g) sont de volume non nul, I agit sans point fixe sur Y et
l'orbite I'j de tout point y € Y est discrete, on peut donc appliquer les résultats de la
section 2 en considérant I' comme un sous-groupe du groupe des isométries de I'espace
métrique mesuré (17, dg, d I}g) ; ceci nous donne les résultats suivants :

3.1. CoroLLAIRE. — Pour tout > 0, pour toute variété connexe Y dont le groupe

fondamental est 5-non abélien, et pour toute métrique riemannienne g surY,ona:
(0) Entyqi(Y,g) >0,

. _ . = 8 Log
(i) T¢(7) est abélien pour touty € Y ettoute < 4Li52 7Entv011(Y,g) ,

La preuve est immédiate, les propriétés (o) et (i) du corollaire 3.1 étant les traduc-
tions (dans le cas des variétés riemanniennes) des propriétés (o) et (i) du théoréme 2.1 (en
y remplacant le majorant H de I'entropie par I'entropie elle-méme).

3.2. CorOLLAIRE. — Pour tout § > 0, pour toute variété connexe Y" dont le groupe
fondamental est finiment engendré , pour toute variété riemannienne compacte (X™, h),

de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1 et de rayon d’injectivité minoré par 6,

(i) Soit toute application continue f de Y" dans X" est homotope a une applica-
tion de la forme f, o fi, ol f est continue de Y" dans S! et ot f> est continue de S! dans
xXm;

6 Log2

(i) Soit I'entropie algébrique du groupe fondamental de Y" est minorée par <35

et toute métrique g sur Y vérifie :

6 Log2
di Y,g) Entyq(Y, g) > .
iam(Y, g) Entyqi(Y, g) > 8+ 26

Remarque.
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(1) Lorsque m = 2 (et n quelconque), 'hypothése inj(X, h) > § n’est plus néces-
6Log2
8+25

saire et le corollaire 3.2 reste valable lorsqu’on y remplace par % Log3.

(2) Une version plus faible du corollaire 3.2 est la suivante : étant donné un groupe
quelconque I, qui est le groupe fondamental d’au moins une variété compacte de cour-
bure sectionnelle strictement négative, il existe une constante d = d(I') (ne dépendant
que de ) telle que, sur toute variété Y telle que 111 (Y) admette un morphisme p non tri-
vial dans I (i.e. I'image de p : m(Y) — T est différente de {0} ou Z), toute métrique g
telle que Ricciy > ——L5 satisfait a 'inégalité : diam(Y, g) > d(T).

En effet, d’apres la remarque 1.2 (2), T est -épais pour une valeur § = §(I') ne dépendant
que de I'. En remarquant que (Y, g) est le quotient de son revétement universel (17, g)
par l'action (discrete, sans points fixes) de 111(Y), la proposition 2.2 (i) démontre que
Entyo (Y, g) diam(Y, g) > d(T), ou d(I) = (Z(i)zlso(gr)z . On conclut en remarquant que le
théoreme de comparaison de R. L. Bishop permet de majorer le volume des boules de

Y,g)en s'appuyant sur I'hypothese Ricci, > ——L-, ce qui donne Entyq (Y, g) < 1.
g y yp 4 n—1 g

(3) Une autre version affaiblie du corollaire 3.2 est la suivante: pour tout & €
2

[0, 25’% [, si une variété Y" admet une métrique g telle que RicCipin diam(g)2 > —
(resp. telle que RicCipn diam( g)2 > —%), ol Riccipin désigne I'infimum des valeurs
propres du tenseur de courbure de Ricci, alors toute application continue f de Y" dans
une variété compacte arbitraire X" de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1 et
de rayon d’injectivité minoré par mgsizi% (resp. dans une surface compacte X2 de
genre supérieur ou égal a 2) est homotope soit a une application constante, soit a une
application a valeurs dans le cercle (plus précisément, a valeurs dans une des géodésiques
périodiques de X™). En particulier, si le premier nombre de Betti de Y est nul, toute
application continue f de Y" dans X™ est homotope a une application constante.

En effet, le théoréme de R.L. Bishop et le raisonnement fait dans la remarque (2) prouvent
que Enty(Y", g) diam(Y", g) est alors majoré par «v/n—1 (resp. par %Log 3), ce qui
prouve que nous ne sommes pas dans le cas (ii) du corollaire 3.2, donc que nous sommes
dans le cas (i), ce qui conclut. Si f est une application a valeurs dans le cercle, celle-ci est
homotope a une application harmonique fj, et dfy fournit une 1-forme harmonique sur
(Y, g) : ce cas n'est donc possible que si le premier nombre de Betti de Y est non nul ou si

df() =0.

(4) Un autre corollaire du corollaire 3.2 est une amélioration du lemme clas-
sique de Margulis sur le volume en courbure négative. Plus précisément, supposons
que (Y", g) est n'importe quelle variété riemannienne de courbure sectionnelle stric-
tement comprise entre —1 et 0, le lemme de Margulis classique implique que, dans ce cas,
Vol(Y", g) > Co(n), ot Cy(n) est une constante universelle strictement positive qui ne
dépend que de la dimension de Y. Si nous supposons de plus I'existence d'une variété
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riemannienne compacte (X, h), de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1 et de
rayon d'injectivité minoré par & (resp. 'existence d’'une surface X2 de genre supérieur ou
égal a 2) et d’'une application f : Y — X™ qui n'est pas homotope a une application
constante ou a valeurs dans un cercle (voir ci-dessus pour plus de détails), alors, si n > 4,

Enty (YY", g) Vol(Y", g)" (our = 1sin > 8etr = 3si4 < n < 7) est minoré par
1 6Log2 1
C(n) 8+26 2C(n)
résultat découle en effet du corollaire 3.2 (qui minore Enty(Y”, g) diam(Y", g)) et du

(resp. par Log3), ou C(n) est la constante définie au théoreme 1.9. Ce
théoreme 1.9 (qui majore diam(Y", g) en fonction du volume).

On notera que, puisque 0 > 0g > —1,0na 0 < Enty(Y", g) < n—1, donc le résultat
ci-dessus fournit bien une minoration universelle du volume. Il montre de plus que, pour

que 'entropie devienne petite, il faut que le volume tende vers I'infini.

Preuve du corollaire 3.2. — Notons I et I les groupes fondamentaux de Y" et X™.
Toute application continue f induit un morphisme fy : I — I’ et un relevé f : Y — X.Si
f«(T) est contenue dans un sous-groupe de I de la forme {T¥/k € Z} et si ¢ est la géodé-
sique du revétement universel (X™, k) de (X", h) qui est invariante par T, la projection or-
thogonale p de X™ sur ¢ commute avec T donc avec f+«(T'). Lapplication po f : Y »¢~R
vérifie donc p o f oy = fu(y) o p o f et passe donc au quotient en une application
fi:Y — R/(Z £(7)). On définit alors f> comme I'application canonique du cercle sur la
géodésique périodique 1 o ¢ = &/T%.
Dans le cas contraire, f, (') n’est isomorphe ni a {0} ni a Z, on peut donc appliquer la pro-
position 1.22, puis la proposition 2.2 (ainsi que la remarque qui la suit) qui prouvent (ii) (et
la remarque qui suit le corollaire 3.2). [ |

3.3. COROLLAIRE. — Pour tout § > 0, pour toute variété connexe Y", dont le
groupe fondamental est 6-non abélien et admet une représentation injective dans le
groupe fondamental d’une variété quelconque X" de courbure négative, on a :

(i) Pour toute métrique riemannienne g sur Y",

(supf (y)> Entyo (Y", g) >

YeEY

6 Log2
4406

’

(i) Pour toute métrique riemannienne g sur Y" dont I'entropie volumique est majo-
rée par H et dont le revétement universel riemannien ne contient aucun lacet-géodésique
de longueur inférieurea L, on a:

§Log2 1\1"
vol(Y", g) > C, [min (L, ﬁﬁ)] ,

si, de plus, la courbure sectionnelle o vérifiec < K2, on a

.. . (m L 6Log2 1
supinj(y) > min { —, =, ————— | .
yey K'2'24+6)H
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(iii) En particulier, pour tout métrique g, de courbure négative ou nulle (ou, plus
généralement, si g est sans points conjugués), on a:

6Log2
supinj(y) Entyq(Y", g) > ——
yeg ](y) VO]( g) - 2(4-‘1—6)

5 Log 2> " Vol(s"1)

446 2nm—1

Entyo (Y", g)" Vol(Y", g) > (

Exemple. — Soit Y une variété compacte qui admet une métrique gy de courbure
strictement négative. Notons Kp le maximum de sa courbure sectionnelle et inj(gp) son
rayon d'injectivité et posons § = inj(gy)+/—Ky. Alors, pour cette valeur de 8, les propriétés
des corollaires 3.1 et 3.2, ainsi que celles décrites dans les corollaires qui suivent, sont vérifiées
pour toute métrique riemannienne g sur Y, méme si celle-ci n’est pas de courbure négative
(en effet, le groupe fondamental de Y est alors 6-épais, cf. la section 1).

Preuve du corollaire 3.3. — Posons gy = % m. Légalité (3.0) et 'inéga-
lité (i) du théoreme 2.6 impliquent I'existence d’'un j € Y tel que £[m(y)] > 2&, ce qui
démontre I'inégalité (i) du corollaire 3.3.

Posons R = Min(%, 50). Le corollaire 2.6 (i) assure I'existence d'un point y € Y tel que
I'application 1 de revétement soit une isométrie de la boule B(7, R) de (Y, §) sur la boule
B(y, R) de (Y, g). Le théoreme principal de [Sa] assure que toute boule de (Y, §), de rayon
R inférieur ou égal a %, a un volume supérieur a C,R". Ceci prouve la premiere inégalité
du corollaire 3.3 (ii) en remarquant que vol(Y, g) > vol B(y, R).

Si la courbure sectionnelle est inférieure 2 K2, en tout point y ol le rayon d’injectivité est
inférieur a ¥, le rayon d’injectivité ne peut étre réalisé par un point conjugué, il est donc
obligatoirement égal a la moitié de la longueur du plus petit lacet-géodésique de point-
base y. Si de plus inj (y) < L/2, ce lacet ne peut étre homotope a zéro, sinon il se reléverait
en un lacet de longueur inférieure a L dans (Y, ), on a donc alors inj(y) = 1€(y) etla
deuxieme inégalité du corollaire 3.3 (ii) découle du fait que sup £(y) > 2¢,, d’apres le co-
rollaire 3.3 (i). ver

Une métrique de courbure sectionnelle négative ou nulle vérifie les hypotheses du corol-
laire 3.3 (ii) pour tout L < 400 et tout K > 0. On obtient les inégalités du corollaire 3.3
(iii) en faisant tendre K vers zéro, L vers l'infini et en posant H = Enty, (Y, g) dans les
inégalités du corollaire 3.3 (ii). Lamélioration de la constante C, vient du théoréme de
comparaison de Rauch qui remplace le recours a [Sa]. [ |

Les corollaires 3.1 et 3.3 suggerent qu'on peut décomposer Y en «parties épaisses»
(les zones ol £(y) est minoré) et «parties minces» (les zones ou1 £(y) est «petit»). Lénoncé
suivant précise cette idée et décrit la géométrie des «parties minces». Rappelons que £(y)
est la longueur du plus petit lacet non homotope a zéro, de point-base y.
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3.4. CoroLLAIRE. — Fixons des nombres réels positifs arbitraires 6 et H et posons
6Log2

(4+8)H "
logiques suivantes : son groupe fondamental I' est §-non abélien et admet une représen-

& = Considérons n’'importe quelle variété connexe Y qui a les propriétés topo-

tation injective (notée p) dans le groupe fondamental d’au moins une variété compacte X
de courbure négative. Considérons sur Y n'importe quelle métrique riemannienne g dont
I'entropie volumique est majorée par H. On appelle «partie mince » de Y (notée Ymince)
I'ensemble desy € Y tels que £(y) < &. Les composantes connexes de Ypince étant no-

tées (Y.

L ince)icl» chacune de ces composantes connexes a les propriétés suivantes :

(i) 1I existe un ouvert 17;0 de Y tel que la restriction 1r; de T a 17;‘0 soit un revéte-

ment de Y!

mince» €L coincide avec le quotient de 17;0 par 'action d’un sous-groupe I'; de T

isomorphe a Z. [Plus précisément, 176’0 est une des composantes connexes de 1750 = { VS

Y| Inf dg(y,yy) < eo} etT; est le sous-groupe de T’ qui laisse Y stable].
yer<{id} 0

I'image de 1, (Y} .., ¥) dansT ~ (Y, y) (par le mor-

m

(ii) Pourtouty € Y.
phisme associé a 'inclusion) coincide avec I';, est isomorphe a Z et contient I's,(Z) pour
toutZ € Y.

ince’

(iii) Lapplication y — axe(J) est constante sur 17;0 et son image est I'unique géodé-

(
)

de Ymince dans I'ensemble des géodésiques périodiques de X, constante sur chaque com-

sique ¢; de X invariante par p(I';). Cette application passe au quotient en une application

posante connexe.

(iv) Si Y est compacte (ou, plus généralement, si liminf[£(y)] > &y quand y tend

vers I'infini), Y! contient au moins une géodésique périodique de (Y, g), non homo-

mince
tope a zéro, dont la longueur réalise le minimum de £(z) quandz € Y., ..

(v) Sile revétement universel (17, §) est de courbure sectionnelle majorée par H?
et ne contient aucun lacet-géodésique de longueur inférieure a 1/H, alors Ymince €st I'en-
semble des points y € Y tels que inj(y) < %0, le volume de chacune des composantes
connexes de Ynince qui contiennent au moins un point y tel que inj (y) < &y/4 (donc au

moins une géodésique périodique de longueur inférieure ou égale a %‘) ) est minoré par

N _ 4, . _ N .

C/H", o1 C = vol(§"~1) 00(/ (sint)"! dt, etott x = 54Li%2, et leur nombre est majoré
par % vol(Y, g) Entyoi (Y, g)™.

3.5. REMARQUES, EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES. — Dans le corollaire 3.4, on

n’'impose pas que la dimension de X soit égale a celle de Y. Les propriétés énoncées dans
le corollaire 3.4 sont bien connues pour les variétés de courbure strictement négative (voir
par exemple [B-G-S]). Nous insistons ici sur le fait qu’elles restent valables pour des mé-
triques dont la courbure est de signe quelconque (pourvu que leur entropie soit bornée) et
qu’elles ne dépendent que des propriétés algébriques «d’hyperbolicité » du groupe fonda-
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mental. Par exemple, dés qu'une variété Y admet une métrique gy de courbure négative,
les propriétés du corollaire 3.4 sont vérifiées pour toute autre métrique g sur Y d’entropie

majorée.

Cependant certaines autres propriétés, valables pour les «parties minces » des va-
riétés de courbure négative (éventuellement minorée), ne peuvent étre attendues ici, sous

les hypothéses du corollaire 3.4. En particulier :

— les composantes connexes Y/

‘mince d€ la partie mince ne sont généralement pas

des cylindres topologiques car 175‘0 n'est généralement pas difféomorphe a R” (voir cepen-
dant les propriétés (i) et (ii) du corollaire 3.4). On peut construire un contre-exemple en
partant d'une surface hyperbolique (=, g) qui posséde une petite géodésique périodique
¢ delongueur £ < 1. Lensemble des points y ot le rayon d'injectivité inj,, (y) estinférieur
2 £9/2 est alors un voisinage tubulaire U de cette géodésique, de rayon L > Log(ep/¢), qui
est difféomorphe a |—L, L[x S'. Notons p(y) = dg,(y, ¢) la distance a la géodésique c et
choisissons des points y1,...,yny € U tels que injg (y;) < eo/4et|p(yi) — p(y;)| > 5¢

N N
pour i # j;posons V = [ B, (yi,€%) et W = ][ By, (y:, 26%). Considérons une fonction
=1 =1

différentiable f : = — [1, +-00[ telle que f = 1/&* sur V et f = 1sur X \. W. La métrique
g = f*g vérifie g > g, on a donc, dans le revétement universel riemannien, Bz (7, R) C

Bg, (7, R), donc Entyoi(g) < Enty(g) = 1. Nous pouvons donc choisir H = 1, ce qui

S
445

yi doit sortir de la boule Bg, (i, %) (puisque € < & < inj & (7)), donc sa longueur (mesu-

donne dans le cas présent : gy = Log 2. Tout lacet non homotope a zéro de point-base

N
rée par la métrique g) est supérieure ou égale a 2. On adonc Y ;,.. = U \ (H Vi), ou
i=1

chaque V; est un voisinage fermé de y; contenu dans Bg, (y;, 2¢2) qui, pour un choix ad hoc
de f, esthoméomorphe a un disque. Il est évident que 17 erﬁnce’ y) n'est pas isomorphe a

Z, mais au groupe libre a (N + 1) générateurs .

— la longueur de chaque composante connexe Y!

N ) .
‘mince d€ la partie mince n’est gé-

néralement pas minorée, méme si 'entropie est majorée (voir cependant a ce sujet le
corollaire 3.8 qui suit). Un contre-exemple peut étre construit en modifiant de nouveau
la métrique de la surface hyperbolique (2,g) de 'exemple qui précede : paramétrons U
en envoyant chaque point y sur le couple (1, ¢(s)) € ]—L, L[xS', ot r = p(y) et ot c(s)
estla projection géodésique orthogonale (associée a la métrique gp) de y sur la géodésique
périodique ¢, paramétrée par [0, 271]. On a alors gy = dr? + % (ch r)?ds* en tout point de
U. Considérons I = Z N [—L, L—1] et une fonction différentiable u : [—L, L] — [1,4+o00[
qui vérifie
u=1  auvoisinagede —Let Letsur [[[k — &, k + €]
kel

u=1/g sur [[[k+ 2 k+1— 26
kel
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et modifions la métrique gy sur U en la transformant en la métrique g, o1 g = dr? +
45—;2 u(r)?(chr)?ds® . Pour tout k € I ettouty € p~'({k + 3}), toutlacet y de point-base
y soit sort de p~([k + 2¢%, k + 1 — 2¢%]), et alors sa longueur est supérieure ou égale a
2(3 — 26%) = 1 — 4¢%, soit reste dans p~'([k + 2¢%, k + 1 — 2¢?]) et alors, s'il nest pas
homotope a zéro, il doit faire le tour complet du cylindre, c’est-a-dire que (en coordon-
nées) y(t) = (r(t),s(t)) ou s varie (au moins) de 0 a 2rr. Comme g(y (1), y (£))/? >
Zu(r(r)) ch(r(t))|s'(t)] > 2|s'()| , on obtient que la g-longueur de y est au moins
égaleal.Onadonc£(y) > 1 —4e” > g pour touty € p~' ({k+ 1}), donc (Ymince N U) a
une composante connexe dans chaque portion Ux = p~'(Jk + 1, k + 2[) du cylindre. De
plus, la longueur de chaque composante connexe ne tend pas vers I'infini quand ¢ — 04,

comme c’est le cas pour une surface de courbure négative minorée.

— il n’y a généralement pas unicité de «la» géodésique périodique dont I'existence
est prouvée (par le corollaire 3.4 (iv)) dans chaque composante connexe de Yiince. Un
contre-exemple est obtenu en reprenant 'exemple qui précede et en posant u = 2 (au

lieu de %) sur k]_II[k + 262,k + 1 — 2¢?]. Sur chaque intervalle ]k + %, k+ %[, on fait alors
€
apparaitre un minimum local de r — u(r) ch(r) (noté ry) etla courbe s — (g, c(s)) est

une géodésique périodique, alors que ermce est un cylindre long.

Le lemme suivant est établi en préliminaire a la preuve du corollaire 3.4.

3.6.LEMME. — Soit V,y un ouvert connexe quelconque d’une variété Y, soit Uy une
composante connexe de T~ (V) dans son revétement universel Y . Alors

(i) La restriction 1ty de 1t a Uy est un revétement de Uy sur Vy ;

(ii) Le sous-groupeTy des éléments y du groupe fondamentalT tels que y(Up) = Uy
est tel que Vo = Uy/Ty, ou I'application de passage au quotient coincide avec 1ty. De plus,

pour tout € Uy, To = {y/y(7) € Up};

(iii) Pour touty € Vjy et toutj € 1'r0_l ({»}), l'isomorphisme @y entreT et t,(Y,y)
(py(y) étant défini comme la classe du lacet Tt o ¢, ol € est une courbe joignant j a y(y))
envoie [y sur i.[1(Vy, y)], ott ix est le morphisme de 111 (Vy, y) dans (Y, y) induit par
Pinjection canonique i : Vo < Y. SiT est abélien, I'identification entre Ty et i, [111( Vo, y)]
ainsi obtenue ne dépend que de y et pas du choixde j € ng (7).

La preuve de ce lemme est relativement classique et laissée au lecteur, qui pourra
noter qu’on a toujours soit y(Up) = Uy, soity(Up) N Uy = B et que, par ailleurs, p,;(y’) =
Py (y~1Y'y).

N Preuve du corollaire 3.4. — Posons gy = &L&g)i]. Légalité (3.0) impliqlle quey €
Y, si, et seulement si, 71(¥) € Ymince- D’0l1 on déduit que ' (Viince) = Ye,. D'apreés
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le corollaire 3.1 (i) et le lemme 1.15, [, () est isomorphe & Z pour tout j € 1750. D’apres
le théoréme 2.6 (ii), 1750 est un ouvert de Y sur lequel I'application qui, a chaque 7 € 1750,
associe son axe (i.e. 'unique géodésique de X invariante par les éléments de p([[s, (7)]) est
définie, équivariante et constante sur chacune des composantes connexes de 1750. Puisque
T est ouverte, 'application § — axe(J) passe au quotient en une application de Yince
dans 'ensemble des géodésiques périodiques de X qui est toujours localement constante,
donc constante sur chaque composante connexe de Ypjnce. Nous décrirons plus précisé-
ment cette application plus loin.

Considérons maintenant I'une quelconque des composantes connexes de Yiince, que nous
noterons Yrilince'

(resp. 720) la composante connexe de fgo (resp. de (Y1, o

. . i
Fixons un point z; € Y ;.

et un point Z; dans m ' ({z;}), et notons 176’0
)) qui contient Z;. Comme
Y, = T ' (Yiince), 0N @ 7;0 C 17;0 Comme Tt( 17;0) est un connexe contenant z; et inclus
dans Yince, il est inclus dans Y., .,
(¥, ice)s done Vi C 720. Comme Y, est une composante connexe de w1 (¥, ),
on peut lui appliquer le lemme 3.6, qui démontre les propriétés (i) et (ii) du corollaire 3.4

donc Y, est un connexe contenant Z; et inclus dans

a condition de prouver que I'; est isomorphe a Z et que I';,(7) C I;. Remarquons que le
lemrrig 3.6 donne également I'; = {y/y(y) € 175’0} pour n'importe lequel des éléments
yevi.

Soit ¥ un point quelconque de 175’0 etsoit o € T tel que dg(7,0(7)) < &. Notons ¢ une
géodésique minimisante qui joint 7 & o(¥). Pour tout point ¢(¢) de cette géodésique, on a:

(3.7) d(&(1), 00 (1)) < d(&(t), 0(y)) + d(a(y), o0 &(1))
= (longueur(¢) — t) + t = d(7,0(y)) < &,

I'égalité étant atteinte si, et seulement si, 7T o ¢ est une géodésique périodique de Y (car
alors o o ¢ prolonge ¢). Donc tout point &(t) de la géodésique appartient a 1750, donc a
la composante connexe f/;’o de 7. On en déduit que o(7) € 175’0, donc que o € T;. Ceci
implique que le groupe I, (7), engendré par les éléments o de ce type, estinclus dans T';.
Par ailleurs, pour tout y € [;, puisque 7 et y(7) appartiennent 2 une méme composante
connexe de Yy, le théoreme 2.6, (ii) implique que : axe(y) = axe[y(7)] = p(y)[axe(7)] ,
donc que p(T;) est un sous-groupe discret du groupe des translations de la géodésique
¢; de X qui est 'axe commun a tous les éléments de 17;’0 Comme ce groupe n'est pas nul
(puisqu’il contient I', ()7), comme nous venons de le démontrer), il est obligatoirement
isomorphe a Z, ce qui acheve de prouver les parties (i) et (ii) du corollaire 3.4. Le groupe I';
est donc de la forme {'r’C /keZ }, ou T estle générateur de I'; (défini au passage a I'inverse
pres). Laction sur ¢; se faisant par translations, on a, pour tout point £ de ¢;,

d(%, p(t5)x) = |k|d(%, p(T)%) = |k| longueur de c;)
ol ¢; est I'image par l'application de revétement 1rx : X = Xdela géodésique mi-

nimisante qui joint £ a p('r)fc' ; cette derniére géodésique coincidant avec ¢;, c; est une
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géodésique périodique qui représente la classe d’homotopie @z(p(T)) € (X, x), out
x = mx(%) = ¢;(0). Remarquons que les géodésiques périodiques @z (p(TF)) associées
aux autres éléments de I'; sont des multiples de c¢; (ce qui n'exclut pas I'existence d’'une
géodésique périodique plus courte, qui serait 'image de ¢; par 1y, et dont c; serait une
itérée). Ceci acheve de prouver la partie (iii) du corollaire 3.4.

De (ii), on déduit 'existence d'un y € I';\{id} etd'unz € 176’0 telsque d(z, y(2)) <
€. Fixons cet élément y € TI; \ {id} et considérons la fonction f, définie sur ff;’o par
fy(7) = d(7,y(7)). Labélianité de I'; implique que f;, est I';-invariante et passe au quo-

tient en une fonction f, qui prend des valeurs inférieures a &y a I'intérieur de Y ; et des

m
valeurs supérieures ou égales a &, sur le bord de son compactifié ; donc f, atteint son
minimum en un point y, € Y. etona f,(y) < &. La formule (3.7) montre que, si
7o € 7; '({30}) etsi ¢ est une géodésique minimisante joignant J a y(J), alors la géodé-
sique 1T o ¢ est entierement incluse dans Yénnce Le fait que yp minimise f, implique que
nous sommes dans le cas d’égalité de la formule (3.7), donc que T o ¢ est une géodésique

périodique (que nous noterons c) entierement incluse dans Y, De plus, par définition

mlnce
de I'isomorphisme @y, de I'sur 111 (Y, yp), on a @y, (y) = [¢], ce qui achéve la preuve de la
partie (iv) du corollaire 3.4.

Si (Y, g) est de courbure sectionnelle inférieure ou égale a H?, et si son revétement univer-
sel ne contient aucun lacet-géodésique de longueur inférieure a 5, en tout point y € Y tel

que inj(y) < 2 < ﬁ, le rayon d’injectivité est égal a la demi- longueur du plus petit lacet

2
(non homotope a zéro) de point-base y, donc a (y )

(la preuve de ce fait est identique a
celle donnée dans la preuve du corollaire 3.3). Donc I'ensemble des y tels que inj(y) < %0
coincide avec Yiince, dont nous noterons Y, ... Yn’imce, ... les composantes connexes
qui contiennent au moins un point y tel que inj (y) < %‘) (donc, d’apreés le (iv), au moins
une géodésique périodique de longueur inférieure a %0 ). Comme le corollaire 3.3 (ii) assure
I'existence d'un point z tel que £ (z) > &, le théoreme des valeurs intermédiaires assure,

dans chacun des Y*

& ncer existence d’un point yi tel que inj(ye) = 1€(y) = £. Pour

tout yi € 1 (yx), notons yy I'élément de T \ {id} tel que d(¥, yx(¥i)) = &

30 ; I'inégalité

triangulaire donne alors, pour tout 7' € Bg (i, ),

d(y, ye(7)) < d(7e yi(ii)) + 2%0 =g.

En projetant par 7, on en déduit que inj[rr(y')] < £, donc que la boule géodésique
Bg e, 4) est incluse dans Ypince donc (par connex1te) dans Y, mmce Par le théoreme de

comparaison de Rauch, puisque o < H? et inj () = 7, on en déduit que

€0/4 1 n—1
vol ( mlnce) >V01 [ (yk: )] > vol §"~ 1/ (E Sin(Ht)) dt
0

vol §n—1 [/t
=— / (sinr)"'dr,
H 0
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6log2
4+5

et ceci prouve la partie (v) du corollaire 3.4 en remplacant H par Enty (Y, g). ]

ol = . Doncle nombre de ces parties minces est majoré par le rapport des volumes

Nous avons remarqué qu’il est impossible, dans le cas général o1 la métrique g n'est
pas supposée de courbure négative ni de courbure sectionnelle minorée, d’obtenir une

minoration de la longueur de chaque composante connexe Y.

mince d€ la partie mince. Il est

cependant possible de prouver que tout petit lacet o admet un grand voisinage tubulaire
qui ressemble a un cylindre (mais, évidemment, ce voisinage tubulaire peut rencontrer le
complémentaire de la «partie mince » de Y) : cette situation est illustrée par les exemples
donnés dans la remarque 3.5 et précisée dans le

3.8. CoroLLAIRE. — Considérons des nombres réels positifs quelconques 6, H, €
tels que ¢ < &, oli gy = (‘Zi%g)?{ et posons R, = Max [%0, ﬁ% Log 4_%5 4= et

Rl =R, — %‘) ; alors, pour toute variété connexe Y dont le groupe fondamental est 5-non
abélien et admet un morphisme injectif (noté p) dans le groupe fondamental d’une variété
de courbure négative, pour toute métrique g sur Y dont I'entropie volumique est majorée
par H, et pour tout lacet o (non homotope a zéro) dont la longueur est inférieur a €, notons
y le point-base de o, Bg, la boule géodésique de rayon R, dans (Y, g), centrée en y, fixons
un point j € = ({y}) etnotons U, = |J  B(y(¥), Re). Alors
Y€Tag, (7)

(i) Up, est la composante connexe de j dans 7w (Bg,) et Br, = Ug,/Tag,(7), ot

l'application de passage au quotient est la restriction de 1t a ﬁRg ;

(ii) Top (¥) estisomorphe A7 ;

(iii) Pour tout z € Bg_, 'image de 111 (Bg,, z) dans 11(Y, z) ~ T (par le morphisme
i induit par I'injection canonique i : B, < Y) estisomorphe aZ et s'identifie aTzg, (7) ;

(iv) Si B, rencontre plusieurs composantes connexes de la partie mince, chacune
contient au moins une géodésique périodique (non homotope a zéro) de longueur infé-
rieure a &, et toutes ces géodésiques sont (a un multiple entier pres) homotopes entre
elles.

(v) Si deux géodésiques périodiques (non homotopes a zéro et de longueurs infé-
. N ), . .o R; . .
rieures a €) n‘admettent pas de multiples qui soient homotopes, leurs - -voisinages tubu-

laires sont disjoints.

Remarque. — Comme Bg, contient le (R — §)-voisinage tubulaire Ty, de 0, ona
également i*[1r;(Tg,, z)] ~ Zpour tout z € Tg,, donc Tg, (et Bg,) ressemble a un cylindre.
Le minorant (RE - %) de la demi-longueur de ce «cylindre » donné ici est optimal (a une
constante universelle pres) : en effet, sur toute surface hyperbolique Z, I'existence d’'une
géodésique périodique de (petite) longueur € implique I'existence d'un voisinage tubulaire
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de cette géodésique, de rayon C Log(%), qui est homéomorphe a S' x R, donc de groupe
fondamental isomorphe a Z, ainsi que I'image de celui-ci dans 1, (X).

Preuve du corollaire 3.8. — Comme dg(x, z) est 'infimum des dg(%, Z) pour tous
les ¥ € m!(x) ettousles Z € mw'(z),onam ! (Bg) = U Bs(y(§), Re), out Bg(Z, R)
yer

désigne la boule géodésique de centre Z et de rayon R dans (17, §). Notons Ug, la com-
posante connexe de y dans 1t~} (Bg,) et Iy le sous-groupe des éléments y de I qui laissent
TUp, (globalement) stable ; d’apres le lemme 3.6, onaTy = {y/y(7) € Ug,}. Pourtout y tel
que d(7, y(7)) < 2R, y(7) est connecté a y dans Bg(7, R:) U Bg(y(7), Re), donc appartient
aUp,, doncy € Iy;ce quiimplique que [ap () C To. Inversement, si y € Ty, il existe une
suite de boules (Bg(yi(7), Re) )o<i<n telles que yo = id et yy = y et que Bg(yi(¥), Re) N
Bz (yi+1(¥), Re) soit non vide. On en déduit que y est le produit des y;l o yi+1 (pour i al-
lant de 0 2 n—1) et que (y; ' o yi+1) € Tap (7) puisque d(y:(¥), yi+1(¥)) < 2Re. Donc
y € Tar(7) et Ty = Tag. (F), ce qui implique que Ur, = Upg,. Le lemme 3.6 acheve la
preuve de la propriété (i) du corollaire 3.8. L'existence d'un lacet o (non homotope a zéro)
de longueur inférieure a £ implique I'existence d'un élément y, € T tel que d(7, yo (7)) < €
(onays = @; '([o])). Le théoreme 2.1, appliqué a 'espace métrique mesuré (Y, dg, dvy),
montre que tout élément y € [z (7) commute avec y, (ceci découle du théoreme 2.1 (i)
lorsque 2R, = &, et du théoreme 2.1 (ii) sinon). Le lemme 1.15 permet d’en déduire que
p(y) ale méme axe-géodésique invariant ¢ que p(ys), donc que p(I2g, (7)) agit par trans-
lations sur ¢. Il s’ensuit que p(T2g. (7)) est abélien non trivial (puisqu’il contient p(ys)),
donc isomorphe a Z. Ceci prouve (ii). Enfin, la propriété (iii) du lemme 3.6 implique que
ix[T11(Br,, 2)] = ®z(To) = @z(T2r (7). Puisque la propriété (ii) du corollaire 3.8 assure
que Iag, () ~ Z, @z ne dépend que de z et pas du choix de Z dans t(z) N Ug,.

Supposons maintenant que Bp rencontre plusieurs composantes connexes

Y-+ YK de la partie mince, en des points xi, ..., X respectivement. Pour tout
i € {1, e, k}, le corollaire 3.4 (iv) prouve 'existence, dans chaque Y., .., d'une géodé-

sique périodique c; de longueur inférieure a &y, dont le point-base sera noté y;. Choisis-
sons des relevés %; des x; dans la composante connexe Ug; de ¥ dans 1T_1(BR§), notons

Y;O la composante connexe de X; dans n’l(Y‘ ) et choisissons un relevé y; de y; dans

mince
17;0 Linégalité triangulaire implique que s, (%;) C T2g. (7) et le corollaire 3.4 (ii) assure
que tous les éléments de I, (§;) commutent avec ceux de I',,(%;). Comme aucun de ces
sous-groupes n'est trivial, la transitivité de la relation de commutation (prouvée dans
la remarque 2.7) montre que tous les I';) (7;) \ {id} sont inclus dans une méme classe
d’équivalence pour cette relation, que nous noterons [y \ {id}. Comme Iy ~ Z, les élé-
ments yi, ..., Y, de I qui correspondent a ¢, .. ., ¢ (i.e. tels que le segment-géodésique
[7:, yi(77:)] soit le relevé de c;) sont tous multiples d’'un méme élément générateur, ce qui

prouve (iv). Soient maintenant o, et o, deux géodésiques périodiques de longueurs in-
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férieures a € et soient y; et y» les points les plus proches sur ces deux géodésiques. Si les

!

R .o .
5= -voisinages tubulaires de o et 0 se rencontrent, la boule B(y», R{) rencontre o et le

point (iv) implique que [0] et [02] sont multiples d’'un méme élément. |
Pour tout y € Y, notons Lfy(Y, g) (resp. 5y(Y, g)) l'infimum des nombres réels R

tels que I'image (par le morphisme i, induit par l'injection canonique i : Bg(y, R) - V)
de 1 (Bg(y, R),y) dans m(Y,y) ne soit isomorphe ni a {0} ni a Z (resp. soit un sous-
groupe non trivial de centre réduit a {0}). Une conséquence du corollaire 3.8 (iii) est que
(sous les mémes hypotheses), tout lacet o de point-base y (non homotope a zéro) vérifie
-2 H)H dy(V,g)

5 1 < s AR

Le(0) > 757 ¥ R
réduit a zéro, alors d,(Y,g) < D,(Y,g) < diam(Y, g). Sous des hypotheses plus faibles

. Remarquons que, si 111 (Y, y) est non trivial et de centre

que celles du corollaire 3.8, on obtient le

3.9. CoroLLAIRE. — Soient § et H deux nombres réels positifs arbitraires ; pour
toute variété Y dont le groupe fondamental est 6-non abélien et de centre réduit a zéro,
pour toute métrique riemannienne g sur Y dont I'entropie volumique est majorée par H,
etentout pointy € Y, la Iongueureg(y) de tout lacet y non homotope a zéro et de point-
base y vérifie:

. s 1 =) pp oy, s
@ Lg(y) > 155 e ° i g)24+—5

Si on note inj (17, g) le rayon d'injectivité global d

2(4+8 .
e~ % H diam(Y,g) ]

|~

revétement universel riemannien de

=

(Y,g), onadeplus:

i) ini(y) > Min (g fre~ TV in(7,g))
. Y UV e 5 ,—(&2)H diam(v,g)
Gii) inj(Y, g) Entyq(Y,g) > Min (inj(Y, &) Entyo (Y, g), 5135€ ' 0
ot inj(Y, g) désigne le rayon d’injectivité global de (Y, g), i.e. l'infimum des inj(y) pour
touslesy € Y.

Remarques.

(1) Le rayon d’injectivité de (Y, §) est toujours plus grand que celui de (Y, g) et est
minoré dans beaucoup de cas; par exemple:

— En courbure négative ou nulle, ou si la variété est sans points conjugués, on a:
inj(Y, §) = +oo.

- Si (Y, g) est de courbure sectionnelle majorée par K2 et si (¥, ) ne contient
aucun lacet-géodésique de longueur inférieure a L, alors inj( Y, g) > Min (%, %) (voir la
preuve du corollaire 3.3 (ii)).

(2) Remplacer diam(Y, g) par 5y(Y, g) dans les estimations permet également de
traiter le cas des variétés non-compactes ayant plusieurs «bouts».
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Preuve du corollaire 3.9. — Notons ¢ la longueur du plus petit lacet o non homo-

tope a zéro de point-base y, et posons R. = 2(4‘16) % Log (4%5 i) Considérons I'action
du groupe fondamental I' de Y sur I'espace métrique mesuré (17, dg, d l}g). Les boules géo-
désiques de (17, g) sont de volume non nul, I agit sans point fixe sur Y, lorbite ['y de tout
point j est discréte (cf. le début de la section 3) et on a: Ent(Y, dz) = Entyoi(Y,g) < H.
Pour tout y € 1 '({y}), I'égalité (3.0) prouve I'existence d’'un élément o’ € T tel que
d(y,0'(7)) < e Le théoreme 2.1 (ii) permet d’en déduire que o' commute avec tous
les éléments de [, (7). Lisomorphisme gy, qui identifie I' avec 1, (Y, y), identifie [2z(¥)
avec i, [111(Bg(y, R), y)] (ol1 i est I'injection canonique Bg(y, R) <+ Y). En effet, tout élé-
ment y' € I tel que d(7,y'(7)) < 2R s’envoie sur un lacet-géodésique de longueur infé-
rieure a 2R, donc inclus dans Bg(y, R). Réciproquement, tout lacet de point-base y dans
Bg(, R) estun produit de lacets de longueur inférieure a 2R (la preuve est identique a celle
du lemme 2.5 ou a celle de [Gr 2], proposition 3.22), chacun de ces lacets se relevant en
un élément y; € T tel que d(7,y;(y)) < 2R. On a donc i, [m(Bg(y, R), y)] ~ T2r(y), ce
sous-groupe étant trivial si R < % et contenant o’ dans son centre lorsque g <R<R.1
s'ensuit que R! est un minorant de 5y(Y, g), ce qui prouve I'inégalité (i) du corollaire 3.9.
Pour tout point y € 17, posons y = 7T(_)7) (ou 1T est le revétement 77 : Y — Y)et
ip = Min (inj(f, g), Lle(86“@)H’5y(y~’?)> .
8+20H

Identifions (T;Y, g;) avec (T, Y, g,) comme espaces euclidiens. Comme 77 est une isomé-
trie locale, ona moexp; = exp,. Or exp; estbijective de la boule euclidienne B(0, ip) surla
boule géodésique Bg (7, ip). Soient y; et 7, deux points de Bg (¥, i) tels que (1) = (%)
et ¢ une géodésique minimisante de y; a j», alors ¢ = 1T o ¢ est un lacet-géodésique de
point-base y; = m(j) et de longueur £¢(c) = £4(¢) < 2iy. Le corollaire 3.9 (i) implique
que c doit étre homotope a zéro, mais alors ¢ se releve en un lacet-géodésique ¢ et on a
71 = .. Donc 1 est injective en restriction a Bg (7, i), ce qui implique que exp,, est in-
jective sur B(0, iy) et démontre (ii). En posant H = Enty,(Y, g), et en remarquant que
diam(Y, g) > D, (Y, g) pour tout y, on en déduit (iii). |

3.10. ExempLES. — Toute surface compacte Y de caractéristique d’Euler négative
et toute métrique g sur Y (sans condition de courbure) vérifient les conclusions des corol-
laires 3.1, 3.3, 3.8 et 3.9, en y remplacant é par Arg ch 2 et H par n'importe quel majorant de
Entyo (Y, g). De plus, si Yince désigne I'ensemble des points y € Y ot il existe au moins un
lacet (non homotope a zéro) de longueur inférieure 3 ABN2Log2 1

4+Argch?2 Enty(Y.g)’

sante connexe de Ynince VErifie les conclusions du corollaire 3.4 et le nombre de ces com-

chaque compo-

posantes connexes est majoré comme indiqué en 3.4 (v). En effet, il découle du lemme 1.7
que le groupe fondamental de Y est §-épais pour 6 = Argch 2, donc §-non abélien. De
plus Y admet une métrique de courbure strictement négative, le morphisme p peut donc
étre choisi égal a I'identité.
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Pour tout K > 1 ettout V > 0, notons R(n, K, V) 'ensemble des variétés com-
pactes connexes de dimension n dont le volume simplicial est majoré par V et qui ad-
mettent une métrique de courbure comprise entre —K? et —1.

3.11. PROPOSITION. — Pour tout V > 0 et tout K > 1, pour tout entier n > 4,
posons
A(n) Log2
A(n) + 4K sh" ' [Gy(n)k V]’

a(n, K, V) =

ot A(n) et Co(n) sont définis aux lemmes 1.8 et 1.13,our =1sin > 8etr =3sin < 7.
Pour toute variété compacte connexe Y, dont le groupe fondamental n’est isomorphe ni a
{0}, ni & Z, et admet un morphisme injectif dans le groupe fondamental d’au moins une
variété X € R(n, K, V), et pour toute métrique riemannienne g sur Y, si on note £4(y) le
minimum des longueurs des lacets non homotopes a zéro de point-basey, on a:

(i) diam(Y, g) Entyoi(Y, g) > 1a(n, K, V).
(ii) llexisteuny € Y telque £g(y)Enty,(Y,g) > &(n, K, V).

(iii) Pourtouty € Y,ona:

a(n, K, V) =212 gy (v¢) diam(Y,g)

eg()’) Enty(Y, g) > Tog2 e a(nKV)

(iv) Si Ymince désigne I'ensemble des points y € Y tels que £,4(y) Entyo(Y, g) <
a(n, K, V), chaque composante connexe de Ynince V€rifie les conclusions du corollaire 3.4,
en particulier le nombre de ces composantes connexes est majoré par le corollaire 3.4 (v).

(v) Entoutpointy tel que£4(y) Enty(Y, g) < € < &(n, K, V), la boule géodésique
de centre y et de rayon

a(n, K, V)
2Log2 Entyo (Y, g)

a(n, K, V) 1))

Max(LogZ,Log( Log 2
0g 3

ressemble homotopiquement a un cylindre, plus précisément elle posséde les propriétés
topologiques et géométriques données par les conclusions du corollaire 3.8.

3.12. REMARQUES.
(a) La dimension de Y peut étre différente de n.
(b) Aucune hypothése de courbure n’est faite sur la métrique g.

() Comme id : m(Y) — m1(Y) est un morphisme injectif, la proposition 3.11
s’applique en particulier a toute variété Y”, de volume simplicial inférieur a V, qui ad-
met une métrique gy de courbure sectionnelle comprise entre —K? et —1, et & toute autre
métrique g sur Y (sans hypothése de courbure sur g).

38



(d) Si on impose de plus a la courbure sectionnelle o, de (Y, g) de vérifier oy <
K'? Ent(Y, g)? et si son revétement universel riemannien (Y, §) ne contient aucun lacet-

géodésique de longueur inférieure a 7 alors, comme nous I'avons vu dans la preuve

_ L
Ent(Y,g
du corollaire 3.3 :

21
2inj,(y) Entyel (Y, g) > Min (F’ L', £(y) Entyi (Y, g))

et la proposition 3.11 reste vraie si on y remplace £¢(y) par 2inj,(y) et o par
Min (i—" L', a(nK, v)).

Preuve de la proposition 3.11. — D’apres le corollaire 1.13, le groupe fondamental
de toute variété X € R(n, K, V) est §p-épais, ol

A(n)

09 = 6p(n, K, V) = .
0= 8o ) K sh™ ' [Co(n)K™ V']

La remarque 1.2 (1) montre que m(Y) est alors 6p-non abélien et de centre nul. Comme
de plus il existe un morphisme injectif de 171 (Y') dans 11 (X) et que Enty, (Y, g) est majoré
parH = Entvol( Y, g) lui-méme, la proposition 3.11 découle des corollaires 3.1, 3.2, 3.3, 3.4,
3.8 et3.9. [ |

En adaptant une définition due a M. Gromov, nous dirons qu'une variété X" est «to-
pologiquement dominée » par une variété Y" (ou, inversement, que Y" domine topologi-
quement X") s'il existe une application continue de degré non nul Y” — X" et un mor-
phisme injectif 7m; (Y") — m (X™).

3.13. REMARQUE. — Pour tout H > 0, tout K > 1 et tout entier n > 4, pour
toute variété compacte connexe Y dontl'entropie minimale est majorée par H (resp. dont
le volume simplicial est majoré par H) et qui domine topologiquement au moins une va-
riété X" de courbure sectionnelle comprise entre —K? et —1, les conclusions de la pro-
position 3.11 restent valables pour toute métrique riemannienne g sur Y, a condition de
remplacer «(n, K, V) par & (n, K, (-25) n) (resp. par «(n, K, H)).

Preuve. — Sif : Y = X estdedegré nonnul, ona:
Volume simplicial de Y > | deg f| (Volume simplicial de X) ,
(Min Ent(Y))"> C}, (Volume simplicial de Y)

(cf. [Gr 3], pp. 216 et 245). L'une ou l'autre des hypothéses de la remarque 3.13 implique
donc que le volume simplicial de X est majoré. La proposition 3.11 implique donc la re-
marque 3.13, a condition de démontrer que 111 (Y) n’est isomorphe ni a {0}, ni a Z. Sup-
posons que 1, (Y) estisomorphe a {0} oua Z,alorsI' = f.[m;(Y)] est un sous-groupe de
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mm(X) isomorphe a {0} ou a Z. La preuve du corollaire 3.2 montre que f est alors homo-
tope a une application de Y sur une des géodésiques périodiques de X, ce qui est contra-
dictoire avec I'hypothése «deg f # 0 », ceci achéve la preuve de la remarque 3.13 avec
une valeur de « un peu moins bonne que celle annoncée lorsque I'entropie minimale de
Y est supposée majorée par H. Pour obtenir la valeur annoncée, on peut faire une autre

preuve directe (et plus simple) : le corollaire 1.12 et la domination de X" par Y assurent
_H_

nfl)n). Comme 7711 (Y) n'est isomorphe ni a

que 111 (X™) est 5-épais, o1 § = 60(n, K, (
{0} ni a Z (voir ci-dessus), on en déduit qu’il est 5-non abélien et de centre nul, et la re-

marque 3.13 découle des corollaires 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.8 et 3.9. [ |

4. Théoremes de précompacité et de compacité
a) Précompacité.

Si A et B sont deux parties d’'un espace métrique Z, nous noterons d4(A, B) la
distance de Hausdorff dans Z entre A et B. Si X et Y sont deux espaces métriques quel-
conques, leur distance de Gromov-Hausdorff (notée dgy (X, Y)) est la borne inférieure des
d%(i(X), j(Y)), pour tous les espaces métriques Z et tous les plongements isométriques i
et j de X et Y dans Z. Plus concrétement, on appelle s -approximation de Hausdorff entre
X et Y toute application ¢ : Y — X (éventuellement non continue) telle que

(i) Pourtoutx € X, dx(x,p(Y)) <€

(ii) Pourtouslesy,y’ € Y, |dx(p(y), (') —dr (3. y')| <¢.
Quitte a changer € en 2¢ ou %, il y a équivalence entre I'existence d'une e-approximation
de Hausdorff et le fait que dgy soit inférieur a . Plus précisément, si dgps (X s Y) < g, alors
il existe une 2¢-approximation de Hausdorff de Y sur X (et de X sur Y) ; réciproquement,
I'existence d’une e-approximation de Hausdorff de Y sur X implique que dgy (X, Y) < 2¢.

Nous appellerons « rayon de contractibilité » du revétement universel, noté
contract(Y, §) le supremum des r € R* tels que toute boule géodésique de (Y, g)
de rayon inférieur ou égal a r soit contractile. Par le théoréme d’'Hadamard-Cartan,
contract(Y, §) = 400 si (Y, g) est de courbure négative ou nulle (ou, plus généralement,
sans points conjugués). Plus généralement contract(Y, g) > inj(Y, §) ; en particulier, si la
courbure est majorée par K et si tout lacet-géodésique de (17, g) est de longueur minorée

par L, on a contract(Y, §) > Min (%, %) .Onaalors la

4.1. PROPOSITION. — Pour tous les nombres réels positifs D, V, H, §, « et pour tout
entier n > 2, considérons I'ensemble des variétés riemanniennes compactes connexes,
de dimension n, dont le diamétre, le volume et I'entropie volumique sont respectivement

40



majorés par D, V et H, dont le revétement universel a un rayon de contractibilité supérieur
ou égal a «, dont le groupe fondamental est 6-non abélien et de centre nul. Cet ensemble

de variétés riemanniennes
(i) est précompact si on le munit de la distance de Gromov-Hausdorff;

(ii) contient un nombre fini de types d’homotopie (et un nombre fini de types topo-
logiques sin # 3);

(iii) contient un nombre fini de structures différentiables si n # 3, 4.

4.2. REMARQUES.

(1) Si les variétés riemanniennes considérées sont supposées de courbure néga-
tive ou nulle (ou, plus généralement, sans points conjugués), '’hypothese sur le rayon de
contractibilité peut étre supprimée dans la proposition 4.1 (puisque ce rayon vaut alors
+00).

(2) Fixons une fois pour toutes une fonction continue p : Rt — RT vérifiant
p(0) = 0etp(r) > r pour tout r. En suivant une démarche initiée par M. Gromov et
développée dans [G-P], on aurait pu modifier la définition du rayon de contractibilité en
le remplacant par le supremum des r € R* tels que toute boule géodésique de (17, g)
de rayon ¢ < r soit contractable a l'intérieur de la boule concentrique de rayon p(t). Si
on note CO/I;E;Ct( 17, g) ce nouvel invariant, la proposition 4.1 reste vraie si on y remplace
contract(Y, §) par contract(Y, §) ; comme contract(Y,g) > contract(Y, g), la nouvelle
hypothese «C(mt( Y, g) > o» donne une version plus forte de la proposition 4.1.

11 serait possible de reformuler la proposition 4.1 en remplacant '’hypothese
« contract(f §) > o» par la double hypothése «courbure sectionnelle majorée par K2
et (17, §) ne contient aucun lacet-géodésique de longueur inférieure a L » (en effet nous
avons vu qu’on a alors contract(f, g) > Min (%, %)) Cependant, un tel énoncé ne serait
satisfaisant que si on pouvait s’affranchir de 'hypothése faite sur la courbure; c’est ce
qu’établit la

4.3. ProPOSITION. — Pour tous les nombres réels positifs D, V, H, 6, L, et pour
tout entier n > 2 considérons I'ensemble des variétés riemanniennes compactes (Y, g)
de dimension n, dont le diameétre, le volume et I'entropie volumique sont respectivement
majorés par D, V et H, dont le groupe fondamental est 6-non abélien et de centre nul et
dont le revétement universel (17, g) ne contient aucun lacet-géodésique de longueur infé-
rieure a L. Cet ensemble de variétés est précompact pour la distance de Gromov-Hausdorff
et contient un nombre fini de types d’homotopie.

Preuve de la proposition 4.1. — Soit (Y, g) une variété riemannienne qui véri-
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fie les hypotheéses de la proposition 4.1, notons (17, g) son revétement universel, I' son
groupe fondamental et 77 le revétement ¥ — Y. D’apreés le théoreéme 2.1 (iii), pour

tout y € Y, la distance entre deux points distincts de 1 1(y) est supérieure ou égale

a nO = %%972(#)HD

trie de la boule géodésique B(7, 20 de (Y, §) sur la boule géodésique B(y, 20 de (Y, g).

. Par conséquent, pour tout § € 1 (y), 1 est une isomé-

Toute boule géodésique de (Y, g) dont le rayon est inférieur & £, = Min ((x, %) est donc
contractile (dans elle-méme). Une généralisation, due a R. Greene et P. etersen, du théo-
reme de M. Berger et C. Croke sur la minoration du volume des boules de rayon inférieur
au rayon d'injectivité, permet d’établir que toute boule géodésique de rayon r < & est de
volume minoré par une fonction universelle positive v,(r) (cf. [G-P], theorem 1).

Notons N(g, Y) le nombre maximal de boules géodésiques disjointes de rayon &€ qu’on
peut faire tenir dans une variété vérifiant les hypothéses du théoréme 4.1. D’aprés ce qui
précede, N(g, Y) est majoré par la fonction universelle T‘fz) D’apres le théoreme de pré-
compacité de M. Gromov (cf. [Gr 2], proposition 5.2), 'ensemble des variétés considérées
est alors précompact.

La contractibilité des boules de (Y, g) de rayon inférieur a &, permet d’appliquer le
théoréme 2 de [G-P], ce qui démontre les résultats de finitude (ii) et (iii) de la proposi-
tion 4.1. [ |

Preuve de la proposition 4.3. — De la méme maniére que dans la preuve pré-
cédente, la boule B(y, ) est isométrique a B(, ), donc elle ne contient aucun lacet-
géodésique de longueur inférieure a L. Tout lacet-géodésique de (Y, g) est donc de lon-
gueur supérieure ou égale a L' = Min(L, ng). D’apres le théoreme A de [Sa], toute boule
de (Y, g), de rayon R < L'/2, a un volume supérieur a v,(R) = C,R". On en déduit,
par le méme raisonnement que dans la preuve précédente, que N(¢, Y) < T‘fz)' ce qui
prouve la précompacité de 'ensemble des variétés riemanniennes considéré. La finitude
homotopique découle du théoreme D de [Sa]. [ |

Preuve de la remarque 4.2 (2). — La preuve de la proposition 4.1 montre que, si
on définit & comme le premier point tel que p(ey) = &, alors toute boule géodésique de
(Y,g), de rayon r < g, est contractable a l'intérieur de la boule concentrique de rayon
p(r) < & = Min(x, 1). Le théoréme 1 de [G-P] prouve alors I'existence d’une fonction
universelle positive vy, () telle que, pour tout (Y, g) appartenant a la classe de variétés
riemanniennes considérée, pour tout y € Y et tout r < &;, le volume de B(y, r) soit mi-
noré par v,,(r). Par conséquent N(g, Y) est majoré par WV(E) et la précompacité de la
classe de variétés considérée s’ensuit, comme précédemment (dans la preuve de la pro-
position 4.1). Cette propriété de précompacité et la contractibilité de toute boule de rayon
r < &y dans la boule concentrique de rayon p(r) implique la finitude topologique et diffé-
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rentiable (d’apres [Fe], theorem 1 et corollary 1.5). [ |

4.4. CorOLLAIRE. — Soient D, H et o des nombres réels positifs arbitraires et X
une variété compacte connexe quelconque qui admet une métrique de courbure stricte-
ment négative. Considérons I'ensemble des variétés différentiables connexes Y, de dimen-
sion n, dont le groupe fondamental n’est isomorphe ni 2 {0} ni a7 et admet une représen-
tation injective dans 111 (X).

(i) Pour tout n # 3,4, parmi toutes ces variétés, il n’en existe qu’'un nombre fini qui
admettent une métrique g compléte vérifiant :

Ent,o(g) Vol(g)" < H, Entyy(g) diam(g) < D et Ent,(Y, g) contract(Y, ) > « .

De plus, sur chacune de ces variétés, 'ensemble des métriques g qui vérifient ces trois in-
égalités est précompact pour la distance de Gromov-Hausdorff (modulo les homothéties).

(i) Pour n = 4 (resp. n = 3), sous les mémes hypothéses, il n'y a qu’'un nombre fini
de types topologiques (resp. de types d’homotopie) possibles (et I'ensemble des métriques
qui vérifient les trois inégalités ci-dessus est précompact pour la distance de Gromov-
Hausdorff).

Remarques. — Ladimension de X n’a aucune importance, en particulier elle peut
étre différente de celle de Y. Sous les hypotheses ci-dessus, les variétés Y considérées sont
automatiquement compactes (cf. la preuve ci-dessous).

Preuve du corollaire 4.4. — Quitte a lui faire subir une homothétie, X peut étre
muni d'une métrique de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1, dont le rayon
d’injectivité sera noté 6. Par construction, le groupe fondamental de X est §-épais et
la remarque 1.2 (1) implique que toute variété Y, qui vérifie les hypotheéses du corol-
laire 4.4, a un groupe fondamental qui est 6-non abélien et de centre réduit a zéro. Le
corollaire 3.1 (o) permet d’en déduire que toute métrique g sur Y est d’entropie non nulle.
Quitte a faire subir une homothétie a la métrique g, nous sommes autorisés a supposer
que Enty(Y,g) = 1 les hypothéses du corollaire 4.4 se traduisent en Vol(g) < H",
diam(g) < D et contract(Y,g) > «. Nous pouvons donc appliquer la proposition 4.1
(dont nous venons de vérifier toutes les hypotheses), ce qui acheve la preuve. [ |

Notons sgl(f, g) la longueur du plus petit lacet-géodésique dans le revétement
universel (Y, g) (sgl(Y,§) = oo en l'absence de lacets géodésiques, comme c’est le
cas en courbure négative par exemple). Le corollaire 4.4 reste valable si on y remplace
contract(Y, §) par sgl(Y, ), mais c’est alors le nombre de types d’homotopie qui est fini.
Dans le corollaire 4.4, 1a variété X était fixée ; on peut cependant la faire varier dans I'en-
semble (infini) des variétés qui admettent au moins une métrique de courbure négative
pincée, comme le prouve le
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4.5. COROLLAIRE. — Pour tous les nombres réels positifs H, L et K et tout entier
n > 4, considérons I'ensemble des variétés riemanniennes (Y", g) qui dominent topolo-
giquement au moins une variété de courbure comprise entre —K? et —1 (voir la définition

de ce terme avant la remarque 3.13) et qui vérifient
Ent,o1(g) Vol(g)™ < H, Entye(g) diam(g) < D, sgl(Y,g) Entyo(Y,g) > L.

Cet ensemble est précompact (modulo homothéties) pour la distance de Gromov-
Hausdorff et contient un nombre fini de types d’homotopie pour Y.

Preuve. — Pour chacune des variétés Y considérées, il existe (par définition) une
variété riemannienne (X", gx), de courbure comprise entre —K? et —1 telle que X" soit
dominée topologiquement par Y". Comme Y” est d’entropie minimale majorée par H,
le corollaire 1.12 (ii) permet d’en déduire que le groupe fondamental de X est §-épais, ol
& = &(n, K, H) est défini au corollaire 1.12. En raisonnant comme dans la preuve de la re-
marque 3.13, on en déduit que le groupe fondamental de Y est §-non abélien et de centre
nul. Le corollaire 3.1 (o) implique que Enty,(g) # 0 et, quitte a lui faire subir une homo-
thétie, on peut supposer que l'entropie volumique de (Y, g) est égale a 1, ce qui donne
vol(Y,g) < H", diam(Y,g) < Detsgl(Y,g) > L. Onachéve la preuve en appliquant la
proposition 4.3. |

b) Compacité.

Dans la suite, pour tous les V' > 0, pour tous les b > a > 0 et tous les entiers
n > 2, nous noterons AV, 4 »,v I'ensemble des variétés différentiables compactes connexes
X, de dimension 7, dont le volume simplicial est majoré par V et qui admettent au moins
une métrique riemannienne de courbure comprise entre —b? et —a?. Sil'on reprend les

- . _ b
notations de la proposition 3.11, on remarquera que N, nabV = R(n, L ) .

4.6. COROLLAIRE. — Pour tous les nombres réels strictement positifs a, b et V, et
pour tout entier n > 4, 'ensemble N,, 4 v est fini.
De plus, pour toute variété compacte X de dimension n > 4, I'ensemble des métriques rie-
manniennes g sur X dont la courbure sectionnelle est comprise entre —b? et —a? est soit
vide, soit compact pour la topologie donnée par la distance de Lipschitz entre métriques
(définie dans [Gr 2]).

Preuve. — Considérons I'ensemble des variétés riemanniennes (X, g) telles que

X € Nyuapv et telles que g soit de courbure sectionnelle comprise entre —b? et —a?. En

appliquant le corollaire 1.13 a la métrique a?g, nous obtenons que le groupe fondamental

de X est §p-épais (ol1 69 = 9y (n, %, V) est défini au corollaire 1.13) et que toutes les varié-
s

tés considérées sont de volume majoré par (eI a_‘; (cf. la preuve du corollaire 1.13), donc
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de diametre majoré par

— nr s r

D=—-cC(n)(=) WV

(d’apres le théoreme 1.9). Comme de plus inj(X,§) = +o0 et Entyg(X,g) < (n—1)b,
le corollaire 3.9 (iii) permet de minorer le rayon d’injectivité de (X, g) par une constante
ip = ip(n,a,b, V) > 0.

Lensemble des variétés riemanniennes que nous considérons coincide donc avec I'en-
semble des variétés riemanniennes dont la courbure sectionnelle est pincée entre —b?
et —a?, dont le diametre est majoré par D, dont le rayon d’injectivité est minoré par iy
et telles que la variété différentiable sous-jacente appartienne a N}, 4 7. Par le théoréme
de finitude de J. Cheeger, cet ensemble ne contient qu'un nombre fini de structures dif-
férentiables. Par le théoréeme de compacité de M. Gromov (cf. [Gr 2], voir aussi [Pe]) cet
ensemble est compact pour la topologie associée a la distance de Lipschitz. On achéve la
preuve en remarquant que chaque variété compacte X" qui admet une métrique de cour-
bure sectionnelle comprise entre —b* et —a® est un élément de Ny, 4,5, , 0l Vx = Volume
simplicial de X. [ |

4.7. REMARQUE. — Soient a et b deux nombres réels strictement positifs quel-
conques et soit Y une variété compacte quelconque de dimension n > 4. Lensemble des
variétés différentiables X, de méme dimension, qui admettent une métrique de courbure
sectionnelle comprise entre —b? et —a?® et telles qu'il existe une application f de degré
non nul de Y sur X, est un ensemble fini. De plus, sur chacune de ces variétés, 'ensemble
des métriques g de courbure sectionnelle comprise entre —a? et —b? est compact pour la
distance de Lipschitz. En effet, on a alors

(Volume simplicial de X) < W (Volume simplicial de Y),

etla remarque 4.7 découle du corollaire 4.6.

La remarque 4.7 donne, en dimension n > 4, une nouvelle preuve du théoréeme
suivant, dG a I. Belegradek :

4.8. TuforEME ([BK]). — Soit (Xp, go) une variété riemannienne compacte de

courbure sectionnelle comprise entre —b® et —a® et de dimension n > 3, alors :

(i) L'ensemble des variétés compactes X dont le groupe fondamental est isomorphe
a celui de X, et qui admettent une métrique de courbure comprise entre —b?* et —a? est
fini;

(ii) Sur chacune de ces variétés, I'ensemble des métriques de courbure comprise
entre —b? et —a? est compact pour la distance de Lipschitz.
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Preuve. — Les espaces X et Xy étant des K(71, 1), 'hypothese 111(X) ~ m(Xp)
implique que X est homotopiquement équivalent a Xj ; il existe donc une application de
degré non nul f : X; — X. On peut donc appliquer la remarque 4.7 (eny remplagant Y
par Xp), ce qui conclut en dimension n > 4. [ |

Sur chacune des variétés homotopiquement équivalentes a Xy, la compacité de
'ensemble des métriques de courbure comprise entre —b? et —a? implique que leur dia-
meétre est uniformément majoré. Un majorant explicite est fourni par le corollaire 1.12:
toute métrique de courbure comprise entre —b®> et —a® est de diamétre majoré par
b”’_lc(n)(g)m vol(Xo, &) En effet, le théoreme de comparaison de Rauch-Bishop
permet de majorer I'entropie volumique de (Xp, ) par (n—1)b, donc I'entropie minimale
de X est majorée par (n—1)bvol(Xy, g&)"”, on conclut en appliquant le corollaire 1.12.

Probleme ouvert: le théoréme de Belegradek (théoréme 4.8) est également valable
en dimension 3. Au contraire, le corollaire 4.6 n’est plus valable en dimension 3. En effet, en
procédant par chirurgie a partir d'une variété tridimensionnelle, non compacte, de volume
V fini, on sait, depuis les travaux de W. P. Thurston ([Th]), construire une suite (Xk) keN
de variétés hyperboliques compactes tridimensionnelles telle que la suite (Vol(Xk))xen
soit strictement croissante et tende vers V. Le théoreme de rigidité de Mostow implique
que ces variétés sont deux a deux non homotopiquement équivalentes, ce qui prouve que
N- 3,1,1,c;v aune infinité d’éléments. Remarquons que M. Gromov (cf. [Gr 1], section 5) prou-
vait déja qu'il existe un V tel que . 3,11V contienne une infinité d’éléments: en effet, il
construit une suite de variétés tridimensionnelles (X;);en, deux a deux non homotopique-
ment équivalentes, de courbure sectionnelle pincée entre —1 et —1 + &; (avec &; — 0
quand i = 400) et dont le volume simplicial est uniformément borné.

La remarque 4.7 reste-t-elle vraie en dimension 3? Existe-t-il une version du corollaire 4.6
qui soit vraie en dimension 3?

A propos de la remarque 4.7, on remarquera que, pour une variété compacte tridimen-
sionnelle Y donnée, il n’existe qu'un nombre fini de variétés hyperboliques tridimension-
nelles X qui admettent une application de degré non nul de Y sur X (ce résultat est dit a
T. Soma [So], on en trouvera une preuve tres simple dans [B-C-G 3]) ; donc, si la conjec-
ture de W. Thurston est vraie (i.e. si toute variété tridimensionnelle compacte de courbure
strictement négative admet une métrique hyperbolique), alors la remarque 4.7 sera véri-
fiée: i.e.il n'existe qu'un nombre fini de variétés X de courbure négative qui admettent une
application de degré non nul de Y sur X.

4.9. PROPOSITION. — Pour toute donnée d’'un nombre réel positif 6 et d’'une entier
n > 2, considérons I'ensemble des variétés différentiables de dimension n, dont le groupe
fondamental est §-non abélien et de centre réduit a zéro.

(i) Parmi ces variétés M, il n’y en a qu’'un nombre fini (a difféomorphismes pres)
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qui admettent au moins une métrique g qui vérifie diam(g) < D, Riccig > —(n—1)K?g
etinj(M,g) > «, o1 (M, §) est le revétement universel riemannien de (M, g) et o1 D, K
et o sont des constantes positives quelconques.

(ii) Sur chacune de ces variétés M, I'ensemble des métriques riemanniennes com-

plétes g de diamétre majoré, de courbure de Ricci minorée et dont le relevé § au revéte-
ment universel a un rayon d’injectivité minoré, admet pour tout s € [0, 1] une compacti-
fication dans I'ensemble des métriques riemanniennes de classe C** sur M : ceci signifie
(et signifiera désormais) que, pour tout s' €]s, 1], et pour toute suite (g;)icn de métriques
appartenant a cet ensemble, il existe une métrique g* de classe > surM , une sous-suite
(g); de la suite initiale et des difféomorphismes @; : M — M tels que la suite de mé-
triques (@7 g;) converge vers g* au sens cos.
De plus g* a sa géométrie bornée par des bornes analogues a celles de la géométrie des
gi : plus précisément, si D, —(n—1)K? et « sont respectivement le majorant (uniforme) du
diameétre des g;, le minorant de leur courbure de Ricci et du rayon d’injectivité du relevé g;
de g;, alors le diamétre et 'entropie de g* sont majorés par D et (n—1)K respectivement et
le rayon d’injectivité de la métrique g* (relevée de g* au revétement universel) est minoré
par § (ce qui signifie ici que la fonction dg- (%, )* est C** sur Ia boule Bg+ (%, §) pour tout
€M)

4.10. COMMENTAIRES ET REMARQUES.

(1) La convergence Ch2 ytilisée ici est la convergence Cllf)’g dans toute carte de I'at-
las complet de M. Elle signifie qu’il existe un sous-atlas tel que, dans chacune des cartes de
ce sous-atlas, la convergence soit C¥* par rapport 2 la norme euclidienne de I'ouvert de

carte.

(2) Une métrique C%° n’'ayant pas de courbure de Ricci, nous avons été contraints
de considérer I'ensemble des métriques de courbure de Ricci minorée comme un sous-
ensemble de I'ensemble des métriques d’entropie majorée, et de compactifier a I'inté-
rieur de ce dernier. Cette compactification est d’autant plus naturelle que I’entropie est
correctement définie pour toute métrique C° et passe a la limite pour la convergence C°
des métriques. Si on ne peut pas définir la courbure de Ricci sur les espaces-limite de la
compactification, il est cependant possible d'y définir une notion de «courbure de Ricci
minorée »: en effet, J. Cheeger et T. Colding montrent que la limite (au sens de la dis-
tance de Gromov-Hausdorff) d'une suite de variétés, de courbure de Ricci minorée par
—(n—1), hérite (apres renormalisation) d’une mesure-limite v, qui vérifie la méme inéga-

lité de Bishop-Gromov que les variétés riemanniennes de courbure de Ricci minorée par

. B(x,r bn(r

dans I'espace hyperbolique réel H" (cf. [C-C 2], theorem 1.10). C’est donc cette inégalité

sir < R, ol by(r) est le volume de la boule de rayon r
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de Bishop-Gromov qui, sur I'espace limite, remplace la propriété de courbure de Ricci mi-

norée.

(3) Pour une métrique C*°, on définit le rayon d’injectivité au point x comme le
supremum des rayons des boules géodésiques vérifiant 'une des deux conditions (équiva-

lentes) suivantes:
* la fonction dg(x, )* estréguliere en restriction a la boule ;
* l'application exponentielle est bijective sur la boule.

Dans le cas d’'une métrique C%¥, nous avons du adopter la premiére de ces deux définitions,
car 'application exponentielle n’est plus correctement définie, puisque deux géodésiques
de méme vitesse initiale peuvent bifurquer (un exemple est donné par la variété rieman-
nienne obtenue en recollant deux exemplaires de R* ~. B? sur leur bord S).

(4) Dans [A-C] (surlequel s’appuie notre preuve) on compactifie I'ensemble des mé-
triques de diamétre majoré, de courbure de Ricci minorée, mais c’est le rayon d’injectivité
de la variété riemannienne compacte elle-méme qui est supposé minoré. Chypothese faite
dans la proposition 4.9 (rayon d’injectivité du revétement universel minoré) est beaucoup
plus faible, puisqu’elle est automatiquement vérifiée pour toute métrique de courbure sec-
tionnelle négative ou nulle et, plus généralement, pour toute métrique g sans points conju-
gués (i.e. telle que I'application exponentielle est un difféomorphisme local), le rayon d’in-
jectivité du revétement universel (1\71 ,§) étant alors infini, tandis que le rayon d’injectivité
de (M, g) peut, en général, étre rendu arbitrairement petit.

4.11. CoROLLAIRE. — Soit X une variété compacte quelconque qui admet une mé-
trique de courbure strictement négative. Pour tous les réels positifs D, K et tout entier
n > 2, 'ensemble des variété riemanniennes (M, g) de dimension n, dont le groupe fon-
damental est non isomorphe a{0} ouZ et admet une représentation injective dans 1(X),
dont la métrique g est sans points conjugués et vérifie diam(M, g) < D et Ricciyr,g) >
—(n—-1)K%g

(i) ne contient qu'un nombre fini de structures différentiables;

(i) admet (pour tout s 6]0, 1[) une compactification (au sens défini dans la propo-
sition 4.9) dans 'ensemble des métriques riemanniennes de classe C** sur ces variétés.

Les conclusions (i) et (ii) valent encore si ’hypotheése «sans points conjugués » est rempla-
cée par I'hypothése (plus faible) : inj(M, §) > o > 0.

Exemples. — Le corollaire 4.11 s’applique aux variétés qui sont homotopique-
ment équivalentes a un des revétements finis de X, mais aussi aux variétés obtenues par
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somme connexe d'un de ces revétements avec n'importe quelle variété compacte simple-

ment connexe.

Preuve de la proposition 4.9. — Soit M une variété de dimension 7, dont le groupe
fondamental est 6-non abélien et de centre réduit a zéro; soit g une métrique rieman-
nienne sur M dont le diameétre est majoré par D et la courbure de Ricci minorée par
—(n—1)K?. Notons (M, §) le revétement universel riemannien de (M, g). Le théoréme de
comparaison de R.L. Bishop donne, pour tout point y € Y ettout R > 0,

vol[By(m(y), B)] < vol[By(, B)] < v(n, K, R),

ol v(n, K, R) est le volume d’une boule de rayon R dans 'espace simplement connexe de
courbure sectionnelle constante égale & —K?. Comme M est inclus dans Bg(m(7), D), on
aVol(M, g) < v(n, K, D). D’autre part, par définition de I'entropie volumique, on a:

. 1 _
Enty, (M, g) < Rll)l}_loo (E Log[v(n, K, R)]) = (n—1)K.

Le corollaire 3.9 (iii) permet d’en déduire que

inj(M, g) > Min [0(, 0 ée—(%”)“—”m] :
8+ 25 (n—1)K

lorsque le rayon d’injectivité du revétement universel (]\71 , §) est supposé minoré par «.
Comme les variétés riemanniennes (M, g) considérées sont toutes de courbure de Ricci
et de rayon d’injectivité minoré et de volume majoré, elles satisfont les hypotheéses du
théoreme de compacité de M.T. Anderson et J. Cheeger ([A-C], theorem 0.2) ; ce théo-
réme prouve qu’il n'y a qu'un nombre fini de types différentiables possibles et que, pour
tout s’ €]0, 1], pour toute suite (M;, g;) de variétés, satisfaisant aux bornes sur le volume,
le rayon d’injectivité et la courbure de Ricci établies ci-dessus, il existe une sous-suite
(M;j, gj), de structure différentiable M fixée, et des difféomorphismes @; : M — M; tels
que la suite des métriques (p}'-‘ gj converge (au sens C%* pour tout s < s') vers une métrique
riemannienne g* de classe cos (la variété M etles difféomorphismes @ ne sont a priori
que c , mais on peut «lisser» les @; o (pj_1 en des difféomorphismes C* qui sont C*-
proches, ce qui définit une structure C* compatible sur M, cf. [A-C]).
La convergence des métriques étant (au moins) C%ona:

(1 — Sj)dg* < dtp}‘gj < (1 +5j)dg* , (1 - Ej)dg~* < d&)‘;gj < (1 +€j)dg~* ,
J

ol (&;) j est une suite tendant vers 04, etolt §* et (p}‘.‘ gj sont les métriques relevées de g* et
(p;f gj au revetement universel M de M. La premiére inégalité implique que les diametres
vérifient:

diam(g*) = lim diam(gjg;) < D;

j—+oo
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la seconde inégalité implique que

Entyo1(M, g*) < Entyol(M, p*gi) <
1+¢ nvol( g)_ nvol( (Pg])_l_sj

Enty, (M, g"),

donc que Entyo (M, g*) < (n—1)K, puisque nous avons prouvé ci-dessus que, pour tout
J,onaEnty (M, @jgj) < (n—1)K.

La seconde inégalité implique également que, si on fixe n'importe quel point £ de M et
si on pose p; = dqf)};gj (%, )2 etp = dg+(%, )% alors p; tend vers p au sens C° sur tout
compact. D’apres [A-C] (theorem 0.1 et commentaires pp. 266-267), il est possible de
choisir les difféomorphismes @;, un systeme de cartes §*-harmoniques {(Upg, He) }ecr
de M (a valeurs dans la boule euclidienne B(r) de rayon r fixé) et un systeme de cartes
gj-harmoniques {(Uj¢; Hje) }ecr de M (a valeurs dans la méme boule) de telle sorte que
les { H, '[B(r/2)] N (Hje o Eﬁj)_l[B(r/Z)]}ge[ forment encore un recouvrement de M et
que Hjg o0 @ jo He_l converge (au sens C!* pour tout s < s') vers I'inclusion canonique de
B(r/2) dans B(r).

En substituant (p}f gj a gj, on peut supposer que @; = idy. En explicitant un raisonne-
ment schématisé dans [A-C], on montre dans un premier temps que p; est de gj-Laplacien
borné sur la g*-boule géodésique By« (%, §) de (M, §*) (ceci découle directement de [A-
Cl, lemma 1.4) ; on en déduit que les pj o H j}l sont de norme H2p bornée (pour tout p) sur
la boule euclidienne de rayon % (cf. [A-C], formule (0.10)), donc convergent (en norme C Ls
sur cette méme boule et quitte a extraire une sous-suite) vers une fonction-limite, notée
fe, qui est de classe C'*. Soit 7 un point quelconque de Bg+ (%, %), choisissons £ de sorte
quey € H, '[B(r/2)] N H;el [B(r/2)],ona:

lo(7) = fe o He(D)| < |p(7) — pj(0)| + |pj o Hi [Hje (7)] = felHe (7)]|
+[fe o (Hje o Hy )[He(y)] = fe[He(9)]] -

Tous les termes du membre de droite tendent vers zéro quand j — 400, en vertu de la
convergence uniforme de p;, de (pj o H]:gl) et de (HM o Hgl), donc p = fy o Hy au
voisinage de tout point de Bg- (£, §), donc p est C'* sur Bg- (£, $). |

Preuve du corollaire 4.11. — Soit (X, gy) une variété riemannienne compacte de
courbure strictement négative, quelconque ; notons § = inj (go)\/m , oll O, est
la courbure sectionnelle de gy. Notons Vp g« (resp. INJD, k) 'ensemble des variétés rieman-
niennes (M, g) dont le groupe fondamental est non isomorphe a {0} ou Z et admet une re-
présentation injective dans le groupe fondamental de X, et qui vérifient diam(M, g) < D,
Ricci(y,g) 2> —(n—1)K?g et inj(M,§) > « (resp.g est sans points conjugués)~. On a
Vp,x C Vp,k,« POUr tout &, puisque, lorsque g est sans points conjugués, alors inj(M, §) =
+00. D’apres la remarque 1.2 (2), 11, (X ) est -épais; ceci et laremarque 1.2 (1) impliquent
que tous les groupes fondamentaux des variétés de Vp x « sont 6-non abéliens et de centre
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réduit a zéro. On peut alors appliquer la proposition 4.9 qui prouve que, pour tous les
D,K,x >0,

- Vp k.« (et par conséquent Vp x) ne contient qu'un nombre fini de structures dif-
férentiables.

- Vpxk,« (et par conséquent Vp x) admet une compactification dans I'ensemble

des métrique riemanniennes de classe C** sur ces variétés. [ |

4.12. PROPOSITION. — Pour toute donnée des nombres réels positifs 6, K, D et «
etd’'un entier n > 2, considérons I'ensemble des variétés différentiables compactes M de
dimension n, dont le groupe fondamental est 6-non abélien et de centre réduit a zéro.

(i) Aucune de ces variétés n'admet de métrique g d’Einstein vérifiant

6Log2\?2
I(g) di 2> —< ) :
scal(g) diam(g)* > 5125

(i) Seul un nombre fini de ces variétés M admettent une métrique g d’Einstein sans
points conjugués vérifiant

diam(M, g) < D et scal(g) > —K?>.

(iii) Sur chacune de ces variétés M, I'ensemble des métriques d’Einstein sans points
conjugués, de diamétre majoré et de courbure scalaire minorée est compact pour la topo-
logie Ck, pour tout k.

Les conclusions (ii) et (iii) valent encore lorsque I'hypothése «g sans points conjugués »
est remplacée par 'hypotheése (plus faible) «le rayon d’injectivité du revétement universel
(M, §) est minoré par o ».

Preuve. — Le rayon d’injectivité de (1\71 ,§) étant infini lorsque g est sans point
conjugué, il suffit de faire la preuve lorsque le rayon d’injectivité de (M, g) est mi-
noré par une constante > 0. La courbure de Ricci est égale a une constante notée
—(n—1)K" sur les vecteurs unitaires. Par I'inégalité de R.L. Bishop (voir la preuve de la
proposition 4.9), on en déduit que Entyo(M,g) < (n—1)Max(0,K")"/? . Par ailleurs,
le theoréme 2.1 (0) et (iv) implique que Enty, (M, g) > 0 (donc que K’ > 0) et que

2
K' diam(M, g)? > (%) , ce qui prouve (i). On déduit de ceci que

K? _ Riccig §Log2\2 1
(s
n— g ~— \8+28/ (n—1)D?

pour toute métrique d’Einstein g vérifiant les hypotheses du (ii).

Par ailleurs, puisque g est d’Einstein, on a D Riccig = 0. La majoration ci-dessus de K ! et

de I'entropie et le corollaire 3.9 (iii) permettent d’en déduire que

Y O NE
—Fe .
8+ 26 v/n—1K
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Par ailleurs, le théoréeme de comparaison de R. L. Bishop (cf. la preuve de la proposition 4.9)
permet de majorer le volume de (M, g) suivant I'inégalité :

D DK

hvK't\n—1 -1 n/2 =

VﬂMQS/(L——) msﬂij—/V(%mm*m
0 Vv K! K" 0

Les hypothéses du «main theorem » de [H-H] sont ainsi satisfaites (voir aussi le théoréeme
15 de [H-H]) : on en déduit que, pour tout k € N, de toute suite de variétés d’Einstein
satisfaisant les hypotheses de la proposition 4.12, on peut extraire une sous-suite (M}, g;)
de structure différentiable M; = M fixée et lui associer une suite de difféomorphismes
@; : M — M; tels que les métriques (pj gj convergent (au sens Ck) vers une métrique
g de classe C*. Comme k peut étre choisi supérieur a 2, on en déduit que g est également

d’Einstein, donc C*° (en effet, Riccig s'écrit en fonction des dérivées premieres et secondes

9 9
0xy’ 0xp

des g(
—KZ.

Montrons maintenant que, pour tout £ € M, inj g(¥) > limsup;_, . inj & (%) . Quitte

)). Par passage a la limite, on obtient également diam(M, g) < Det scalg >

a remplacer g; par qa}‘gj, on supposera désormais que ¢; = id. Soit en effet ¢ une g-
géodésique quelconque issue de %, qui est minimisante jusqu’a un point y et qui cesse de
minimiser apres ce point. Soit ¢; n'importe quelle g;-géodésique minimisante joignant £
a ¥, que I'on prolonge au dela de y, et soit ¢; la valeur du parametre a partir de laquelle
¢; cesse d’étre minimisante. Il nous suffit de prouver que la suite #; tend (dans tous les
cas) vers dg (X, 7). Dans le cas contraire, il existe un € > 0 et une sous-suite () tels que
tx > B + € pour tout k (ol1 on a posé B = dg(%,7)). Posons % = ¢x(B + €), quitte a
prendre encore une sous-suite, la suite £ converge vers un point £’ au sens de la métrique
dg. D’autre part, la C%-convergence de g vers g implique la convergence uniforme sur tout
compact des distances dg, vers dg. Comme ¢, est minimisante sur [0, 8 + €], ona

dg, (%,7) + dg, (7, %) = dg, (%, %) -
En passant a la limite dans cette égalité, on obtient :
dg(%,7) + dg(7, %) = dg(%, %) .
Notons y une g-géodésique minimisante de y a &, I'égalité ci-dessus prouve que y pro-
longe ¢ en une courbe minimisante de £ a £', qui est donc une g-géodésique : ceci contre-
dit 'hypothese. Donc # o dg(%,7) etinjg(X) > limsup;_, injg]_(fc') > «.Onen
déduit que la métrique-limite g satisfait les mémes hypothéses que la suite des métriques
(&) jen, a savoir que g est C*°, d’Einstein, de diametre majoré par D, de courbure sca-

laire minorée par —K?, et que le rayon d’injectivité de son revétement universel (]\71 ,8) est

minoré par «. u

Remarque. — Nous démontrons ci-dessus une semi-continuité de la fonction-
nelle g — inj g(x) pour la topologie CI%C sur les métriques. Cette fonctionnelle n’est pas
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continue : un contre-exemple est donné par une suite de cones bidimensionnels, dont
I'angle au sommet (en développement) est 211 — 4¢; (¢; — 04), que l'on lisse sur un
e?-voisinage du sommet, obtenant ainsi une suite de métriques C*° de rayon d’injectivité

arbitrairement petit qui tend vers la métrique euclidienne, de rayon d’injectivité infini.

Nous appellerons «structure d Einstein» une classe d’équivalence de variétés d Ein-
stein pour la relation d’équivalence: (M, g) ~ (N, h) si et seulement s'il existe une homo-
thétie de (M, g) sur (N, h) (i.e. un difféomorphisme @ : M — N tel que le rapport %
soit constant sur (TM \ {0})?). Sur une variété compacte M" fixée (n > 3), rappelons que
les métriques d’Einstein sont les métriques critiques pour la fonctionnelle

=
— ——————— | scalgdvg.
Vol(M,g)T2 YR

Remarquons que S est insensible aux homothéties. Comme les métriques d’Einstein coin-
cident avec les métriques de courbure sectionnelle constante en dimensions 2 et 3, leur
classification ne revét un intérét propre qu’a partir de la dimension 4 (voir [Be] pour plus
d’informations sur les variétés d’Einstein). Il est naturel de se demander si, sur une variété
donnée, la fonctionnelle S a beaucoup de valeurs critiques ou de points critiques. Il existe
des exemples ou1 'ensemble des valeurs critiques est infini et possede un point d’accumu-
lation en zéro (cf. [Be], pp. 471-472, Add. 3), d’ol les questions ouvertes suivantes posées
par A.L. Besse ([Be], pp. 354-355) :

(1) pour certaines variétés M", est-il possible de déterminer une constante ¢ =
&(M) > 0 telle que S n'ait aucune valeur critique dans l'intervalle | — e(M), e(M)[? ([Bel,
question 12.63) ;

(2) pour certaines variétés, est-il possible de montrer (en courbure négative par
exemple) que 'ensemble des valeurs critiques de S (i.e. 'ensemble des valeurs S(g), pour
toutes les métriques d’Einstein g) est un fermé discret? ([Be], question 12.63) ;

(3) pour quelles variétés cet ensemble est-il fini? ([Be], question 12.62).
Certaines réponses ont déja été données a la question (1); en particulier M. Gromov
([Gr 3]) prouve que, lorsque le volume simplicial de M" est non nul, il existe une constante
C, telle que toute métrique g d’Einstein vérifie :

S(g) < —C, (Volume simplicial de M)*'" .

Nous allons optimiser cette inégalité et 'étendre a des variétés de volume simplicial nul.
Nous répondrons par I'affirmative a la question (2) (en toute dimension et en courbure né-
gative) et a la question (3) (en dimension 4). De plus nous montrerons qu’a chaque valeur
critique de S ne correspondent qu'un nombre fini de points critiques.

4.13. CorROLLAIRE. — Soit M une variété différentiable compacte quelconque de
dimension n > 4, alors :
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(i) Lensemble des valeurs de S(g), quand g parcourt I'ensemble des métriques
d’Einstein de courbure sectionnelle strictement négative, est un fermé discret de R ;

(i) Pourtout K € R, I'ensemble des structures d’Einstein [g] (de courbure section-
nelle négative) sur M, qui vérifient S([g]) > —K?, est un ensemble fini.

Preuve. — Quitte a opérer une homothétie, on peut supposer qu'on s’intéresse a
'ensemble Ex des métriques d’Einstein g sur M qui vérifient vol(g) = 1, scaly > —K? et
04 < 0, 011 04 est la courbure sectionnelle de g. Si Ex # 0, fixons une métrique gy € Ex et
posons § = inj(gg)\/m > 0.

D’apres la remarque 1.2 (2), le groupe fondamental de M est §-épais, donc §-non abélien
et de centre réduit a zéro. Par ailleurs, toute métrique g € Ex vérifie —K 2 < 0g <0,le
théoréme principal de [Gr 1] (réénoncé en section 1.9 du présent article) permet alors de
majorer le diameétre de (M, g) en fonction de Vol(g), donc par une constante C(n)K"" !,
La métrique g étant sans points conjugués, M et g vérifient les hypothéses de la propo-
sition 4.12 ci-dessus et toute suite d’éléments de Ex admet une sous-suite (gj)jen qui
converge (au sens C¥ pour tout k) vers une métrique d’Einstein g* qui vérifie Vol(g*) = 1,
scalgs > —K?, 04+ < 0etdiam(g*) < C(n)K" .

Notons & I'ensemble de toutes les métriques d’'Einstein de volume unitaire sur M ; un théo-
reme de N. Koiso (voir par exemple [Be], p. 351, theorem 12.49) assure l'existence de voisi-
nages U et U’ de g* dans I'espace des métriques riemanniennes, d'une sous-variété ana-
lytique réelle Z de dimension finie du méme espace, tels que tout élément de £ N U’ soit
isométrique a un élément de £ N Z N U, et tels que £ N Z N U soit un sous-ensemble
analytique réel connexe par arcs de Z N U (cf. [Be], p. 352, Corollary 12.52). 1l s’ensuit
qu'il existe une suite de difféomorphismes @; : M — M tels que, pour j suffisamment
grand, @7 g; soit connecté a g* par un chemin de métriques d’Einstein. Comme chacune
des structures d’Einstein qp;f gj estisolée dans Z N £ (d’apres [Be], p. 357, corollary 12.73),
ceci n'est possible que si (p; gj estisométrique a g*. Donc toute suite de structures d’Ein-
stein de courbure sectionnelle strictement négative et de fonctionnelle S( ) minorée ad-
met une sous-suite stationnaire, ce qui implique (ii). Enfin, (i) découle immédiatement
de (ii). |

En dimension 4, la théorie d’Allendcerfer-Chern-Weil (voir par exemple [Be], sec-
tions 6.31 et 6.34, p. 161) donne les formules suivantes pour la caractéristique d’Euler x (M)
et la signature T(M) d’une variété M :

8’ x(M) = / (W12 + (W 117 = [1Z]* + | Ugl|?) dug
M
12t = [ (I = 1w, 1) do
ol Wg‘|r , Wg , Zg et Ug désignent les composantes du tenseur de courbure Ry irréductibles
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sous 'action de SO(4) sur T M. Pour une métrique d’Einstein g, ona Z; = O et ||Ug||* =

2
(chig) , nous en déduisons donc que S(g) > —4v/6m/2x(M) — 3|7(M)| . Comme S(g)

est minoré, on peut appliquer le corollaire 4.13, qui implique le

4.14. CorROLLAIRE. — Soit M une variété différentiable compacte quelconque de
dimension 4. L'ensemble des structures d’Einstein de courbure sectionnelle strictement

négative sur M est un ensemble fini.

En ce qui concerne la question (1) ci-dessus (trouver un voisinage de zéro dans

lequel la fonctionnelle g — S(g) ne peut avoir de valeurs critiques) nous obtenons la

4.15. PROPOSITION. — Soit M une variété compacte quelconque de dimension
n > 3, pour toute métrique d’Einstein g sur M, on a:

(i) S(g) < S(g) < 0si M admet une métrique hyperbolique (notée gy) ou, plus
généralement, si M admet une application de degré non nul sur une variété hyperbolique
réelle (X, g). L'égalité S(g) = S(gy) implique I'existence d’une homothétie de (M, g) sur
(X, &)

(ii) Plus généralement :

S(g) < —n(n—1)| deg f|"| Max(cg,)| vol(go)*/"

si M admet une application f de degré non nul sur une variété qui admet une métrique
(encore notée g;) de courbure sectionnelle strictement négative; I'égalité n’a lieu que
lorsque g et gy sont de courbure constante et lorsque f se déforme en un revétement
riemannien homothétique.

Preuve. — Elle découle de la proposition 1.11, qui démontre :
Entvol (M, 8)" vol(g) > | deg f|(n—1)"| Max og,|"* vol(go) ,

et que I'égalité n’a lieu que lorsque f esthomotope a un revétement riemannien homothé-
tique de (M, g) sur (X, g). On termine en appliquant I'inégalité de R.L. Bishop qui donne :
Ricci n—1
Entyol (M, g)? vol(g)/" < —(n—1) (=% ) vol(g)*" = — (== s(g) .
g n
Enfin I'inégalité (i) dans le cas M = X se prouve en posant f = idy; et en appliquant
I'inégalité (ii) et le cas d’égalité. [ |

4.16. PROPOSITION. — Pour tout K € R*, et en toute dimension n > 4, iln'y a
qu’un nombre fini de variétés de dimension n qui admettent une métrique d’Einstein, de
courbure sectionnelle strictement négative, vérifiant S(g) > —K?.

En dimension 4, sur toutes les variétés qui vérifient x(M) — 3|t(M)| < K saufun nombre
fini, 'ensemble des métriques d’Einstein de courbure sectionnelle négative est vide.
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Preuve. — Soit (M, g) une variété d’Einstein quelconque, de courbure section-
nelle o, < 0 et vérifiant S(g) > —K 2. On peut, quitte 2 opérer une homothétie, supposer
que Vol(g) = 1, ce qui implique que scal(g) > —K?. En procédant comme dans la preuve
du corollaire 4.13, on en déduit que sa courbure sectionnelle vérifie —K? < 0og <0etque
diam(g) est majoré par une constante de la forme C(n)K" 1. Le théoréme de comparai-
son de J. Cheeger ([Ch]) permet d’en déduire que

sh K¢\ "2
) dt

Vol(g) < /0 " o) eh(K1)

pour toute géodésique périodique ¢, donc que

c(n)K™ 1
inj(g) = Inf£(c) > K"~ (/ ch u(sh u)"~? du) .
¢ 0

Lensemble des variétés d’Einstein considérées admet donc des bornes universelles pour
la courbure sectionnelle, le diametre et le rayon d’injectivité. Le théoréme de finitude de
J. Cheeger permet d’en déduire qu’il n'y a qu'un nombre fini de structures différentiables
possibles.

En dimension 4 nous avons vu, dans la preuve du corollaire 4.14, que

8(g) > —4vbmy/2x(M) = 3|t(M)| > —8V3mVK

six(M) — 3|T(M)| < K ; or, d’apres ce qui précéde, 'ensemble des variétés qui admettent

une telle métrique d’Einstein est fini. [ |

4.17. PROPOSITION. — Pour tout 6 > 0, sur toute variété compacte connexe dont
le groupe fondamental est 6-non abélien et admet une représentation injective dans le
groupe fondamental d’une variété de courbure strictement négative, pour toute métrique
d’Einstein g sur M, ona:

N 5Log 2\ 2
S(g) < —C,Zl/"Min[sgl(M,g)2|scalg|,< o8 ) ]

4+6
ol1 C, est la constante du corollaire 3.3 (ii).
En particulier, si g est sans points conjugués, on a:
6 Log2\2
S(g) < —c¥n (—)
A e

Preuve. — Elle découle de la premiere inégalité du corollaire 3.3 (ii) qui donne:
6 Log2
(4 + 6) Entyq(M, g) 1’

Vol(g)"/" > CY"Min [sgl(]\71, g),

et du fait que, par I'inégalité de R.L. Bishop,

Enteoi(M, g)? < —(n—l)(
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Remarquons que, parmi les variétés qui vérifient les hypothéses de la proposi-
tion 4.17, il y a des variétés de volume simplicial nul, comme par exemple les produits
d’une variété simplement connexe avec une variété dont le groupe fondamental est o-

épais et les sommes connexes de ces produits avec une variété simplement connexe.

4.18. PROPOSITION. — Soit V un nombre réel et n > 4 un entier arbiraires. Il existe
e = &(n, V) > 0 tel que toute variété d’Einstein de courbure sectionnelle strictement
négative (M", g) qui admet une application de degré non nul sur une variété hyperbo-
lique arbitraire (X", g), de volume Vol(gy) < V, et dont la courbure scalaire totale vérifie
S(g) > S(g) — & est telle que (M",Ag) est isométrique a (X", g) pour au moins une
valelur de A.

Remarque. — Ce théoréme s’applique en particulier au cas ou M = X et peut étre

vu comme un «gap theoremp».
Preuve. — D’apres la proposition 4.16, il n'y a qu'un nombre fini de variétés (no-
tées M, ..., Mp) telles que I'ensemble
Sy, = {S(g) : g d’Einstein sur M; telle que o, < O et S(g) > —n(n—1)(V¥" + 1)}

soit non vide. Il est évident que les variétés hyperboliques X que nous considérons ici sont

p
des éléments de I'ensemble {M;, ..., M, }. Posons = = |J Xy, ; d’'apres le corollaire 4.13,
i=1
> est un ensemble fini et nous noterons sy, .. ., Sy ses éléments. Posons

Cvin{ i (=g, nren).
£ 1n{1§i#1jy1SN(|sl sjl), n(n—1)

€ ne dépend que de n et de V. Soit (X", g) n'importe quelle variété hyperbolique de vo-
lume inférieur ou égal a V, soit M" n'importe quelle variété qui admet une application
de degré non nul sur X" et soit g n'importe quelle métrique d’Einstein sur M", de cour-
bure sectionnelle négative, vérifiant S(g) > S(gy) — &. La proposition 4.15 (i) implique
que S(g) — ¢ < S(g) < S(g), donc que [S(g) — S(g)| < & De ce qui précede et du
choix de &, on déduit que S(g) et S(g) appartiennent a ¥, et donc que S(g) = S(g). Le
cas d’égalité de la proposition 4.15 (i) permet alors de conclure que (M, g) et (X, g) sont
homothétiques.
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