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Dans le cadre de l'étude de l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel
sur les variétés Cauchy-Riemann (CR), il est particuliérement intéressant
d’obtenir des estimations optimales pour la résolution de 1’équation dpu = f
ainsi que des théorémes de régularité.

Dans cet article nous considérons le cas d’une variété CR générique g-
concave M de codimension réelle k, plongée dans C" et nous construisons
un noyau Rjys sur M, qui posséde des propriétés analogues au noyau de
Bochner-Martinelli dans C”. Le résultat principal est le théoréme suivant :

Théoréme 0.1 Soient M une variété CR générique q-concave, de codimen-
sion réelle k, de classe C3 plongée dans C" et zg un point de M. Il existe un
voisinage Uy, de zy dans M et un noyau Ry tel que si ) est un domaine d
bord C' relativement compact dans M N U,, alors

(i) Si f est une (n,r)-forme de classe C! dans Q, n—k—q+1 <r <n—k,
on a la formule suivante au sens des courants sur M

(—)EDEmEEEE o) 25, [ FO) A Ru(2:.0)
CeN
+ (=DM [ 9F(Q) A Ru(2,0) + (1) / F(C) A Rur(2:0).
cen CeanN

Classification math.: 32F20, 32F10, 32F4.
Mots-clés: variétés CR, équation de Cauchy-Riemann tangentielle, représentation inté-
grale, g-convexité.
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(ii) Si f est une (n,r)-forme de classe C' dans Q, 0 <r <q—1, onala
formule suivante au sens des courants sur M
(=) (kD) (rbm)+ HEER)

10 =7 [ 1A Ru(z0
2€QN
(-1 / L IIE A0 + (1) / F(2) A Rag(2,0).

z€002

(i1i) Les opérateurs intégraux définis par le noyau Ry; sont continus de
— 1+1 .
Ciw(ﬂ) dans C. 2 (Q), si M est de classe C2 etn—k—q+1<r<n—k

n,r—1

ou si M est de classe C'T3 et 1 <r < q— 1.

On en déduit un Lemme de Poincaré pour I'opérateur de Cauchy-Riemann
tangentiel avec régularité clts (cf. Théoréme 5.9).

Le Théoréme 0.1 a déja été annoncé dans [6] mais malheureusement une
erreur s’est glissée dans la construction des noyaux (ils ne possédent pas les
propriétés d’holomorphie exigées). Ici nous utilisons les noyaux introduits
dans [14] pour résoudre I’équation de Cauchy-Riemann dans des domaines a
coins g-convexes de C”. La démonstration reprend de nombreux arguments
de [6]. Le Théoréme 5.9 est prouvé dans [5] en s’appuyant sur les résultats
de [6], nous en redonnons une démonstration utilisant les noyaux construits
ici et dont les grandes lignes suivent celle de [5].

Un corollaire important est un résultat de régularité pour 'opérateur de
Cauchy-Riemann tangentiel dans un cas ol 1’équation de Cauchy-Riemann
tangentielle n’a pas de solution locale .

Corollaire 0.2 Soient M une sous-variété CR générique 1-concave, de clas-
se Cl+3_d ‘une variété analytique complexe et T' une distribution d’ordre | sur
M. Si 0,T est une (0,1)-forme de classe C' sur M alors T est en fait une

. 1
fonction de classe C'T2 sur M.

Le corollaire 0.2 améliore un résultat de [3] (voir également [2], Théoréme 1)
ou 'auteur prouve un théoréme de régularité holderienne d’ordre % —esi M
est de classe C3 et d’ordre 2% —esi M est de classe C2. On ignore actuellement
comment éviter la perte de régularité lorsque M est de classe C?, méme dans
le cas des hypersurfaces. Il est démontré par Fischer [8], lorsque M est une
hypersurface. Nous ne répétons pas ici la démonstration, qui est identique &
celle donnée dans [8] (voir aussi [3]).

Replacons maintenant ces résultats dans leur contexte historique. Les
premiéres solutions fondamentales pour ’opérateur de Cauchy-Riemann tan-
gentiel ont été définies vers 1975, dans le cas ou M est le bord d’un domaine
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strictement strictement pseudoconvexe de C”, dans des travaux de Romanov
[16], Henkin [11] et Skoda [18]. Les noyaux construits indépendamment par
Henkin et Skoda ont été repris par Boggess dans son livre [7], ou il prouve
des estimations C'. Ensuite Harvey et Polking ont considéré dans [10] le cas
des hypersurfaces faiblement pseudoconvexes possédant une fonction support
biréguliére.

Lorsque M est une hypersurface dont la forme de Levi posséde une si-
gnature mixte, la condition naturelle sur M pour obtenir des résultats de
résolubilité locale pour I’équation de Cauchy-Riemann tangentielle est la
condition Y (¢q) de Kohn. En 1992, Fischer et Leiterer [9] ont prouvé une for-
mule de Bochner-Martinelli-Koppelman pour les hypersurfaces de classe C?
dont la forme de Levi posséde ¢ paires de valeurs propres de signes opposés,

ainsi que des estimations uniformes. Dans [4], le premier auteur a amélioré

S 1 .
leurs résultats en prouvant des estimations C27°, ¢ > 0, pour les mémes

noyaux. Finalement Fischer [8] a construit de nouveaux noyaux permettant
d’obtenir les estimations optimales €2 dans ce cadre. Notons également
le travail [17] de Shaw qui étend les résultats de Henkin aux hypersurfaces
satisfaisant la condition Y(q) et construit une solution fondamentale pour
I’opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur M.

L’extension naturelle en codimension supérieure de la condition Y'(q) est
la notion de variété CR g¢-concave. Dans sa thése [3], le premier auteur a
étendu les résultats de son article [4] au cas des variétés CR g¢-concaves,
ol?tenant ainsi des noyaux de type Bochner-Martinelli avec des estimations
C27¢ sur M. Ces noyaux sont construits en itérant la résolution du 9 dans
des domaines & coins g-convexe attachés & la variété M.

L’article est organisé comme suit. Dans la section 1, nous décrivons la
situation géométrique et nous introduisons les principales notations. Dans
la section 2, nous montrons que ’existence d’une famille de noyaux satisfai-
sant une équation aux dérivées partielles adéquate et de bonnes conditions
d’intégrabilité permet de prouver une formule de type Bochner-Martinelli-
Koppelman dans M. La section 3 est consacrée & montrer que les noyaux
introduits dans [14] satisfont les propriétés exigées dans la section 2 et
permettent la construction d’une premiére solution fondamentale Bj; pour
I'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel. Lorsque M est une hypersur-
face, ces noyaux coincident avec les noyaux définis par B. Fischer dans [8] et
satisfont donc des estimations C'*3. En codimension &k > 1, les noyaux uti-
lisés ont une dépendance non linéaire par rapport & un parameétre A\ et nous
sommes amenés a utiliser des résultats prouvés dans [14], rappelés ici en ap-
pendice (section 6), pour montrer les conditions d’intégrabilité demandées.
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Par ailleurs les noyaux B satisfont seulement des estimations C”%*e, e > 0.
Nous utilisons ensuite, dans la section 4, une idée de [6] pour construire de
nouveaux noyaux moins singuliers qui permettront d’obtenir les estimations
optimales. La section 5 est dévolue a 1’étude de la continuité des opérateurs
intégraux associés aux noyaux construits dans la section 4.

Cet article a été écrit pendant le séjour du second auteur & la Chalmers
University a Goéteborg puis & la Humboldt Universitét a Berlin. Il souhaite
remercier ses collegues Bo Berndtsson et Jiirgen Leiterer pour leur accueil
et les excellentes conditions de travail dont il a alors bénéficié.

1 Situation géométrique et notations

Soit M une sous-variété différentiable de classe C2 de C™ de codimension
réelle k, 1 < k < n, définie par

M ={z € wlpi(z) = --- = pr(2) = 0},

oll w est un ouvert de C" et py,...,p, des fonctions de classe C? sur w a
valeurs réelles qui vérifient dp1(z) A -+ A dpk(z) # 0 pour tout z € M.
On note TZ(CM I’espace tangent complexe & M au point z € M. On a

n 8@/
82’]'

(Z)fj = 0,1/ = 1, oo ,k}.

TEM = {€ e C"|
j=1

On suppose que M est Cauchy-Riemann (CR) générique, c’est-a-dire que
dime TSM =n —k
pour tout z € M, ce qui équivaut &
pr(2) A+ NOp(2) # 0

pout tout z € M.

On suppose également que M n’est pas totalement réelle, i.e. k < n,
et que M est g-concave, 1 < q < "T_k, c’est-a-dire que pour 2t9ut z €M
et tout 2 € R\ {0} la forme hermitienne sur TCM, > e a?a—gzz@fafﬁ’ ou
Pr = T1p1 + -+ + xEPr, posséde au moins ¢ valeurs propres strictement
négatives.

Fixons zg € M et U CC w un voisinage de zy dans C". Puisque M est
g-concave, d’aprés le Lemme 3.1.1 de [1], il existe une constante C' > 0 telle
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que, pour j = 1,....k, les fonctions

k
pi=pi+CY by

v=1
k
p—j=-0;i+CY P
v=1

possédent la propriété suivante:

pour tout I € T et tout A € Ay la forme de Levi de la fonction p) =
AiyPiy + 00+ )‘iulpim admet au moins q + k valeurs propres strictement
positives sur U,

ou Z désigne l'ensemble des parties I C {£1,...,+k} telles que || # |j| pour
tous i,j € I tels que i # j, || le nombre d’éléments de I et A; le simplexe
des suites (\;);ecz des nombres réels A\; € [0,1] tels que A\; = 0sij ¢ I et
YA =1
On note Z(I), 1 <[ < k, I’ensemble de tous les I € 7 tels que || = I.
On ordonne I € 7 par le module de ses éléments et on note Z'(1), 1 <1 < k,
Pensemble des multi-indices de longueur [ tels que si I = (i1,...,i;) alors
liy|]=vpourv=1,....[.Sil €Tetve{l,...|I|},onposel(V)=1I\{i,},
ol 7, est le v-iéme élément de I aprés avoir ordonné 1.
Finalement on pose
sgnl =1 si le nombre d’éléments négatifs est pair
sgnl = —1 si le nombre d’éléments négatifs est impair.
Soient I = (iy,...,i;) un multi-indice de Z(1), 1 <[ < k, et D un domaine
relativement compact dans U. On définit

D[:{pi1<0}ﬂ“'ﬂ{pim<0}ﬂD
D?:{pi1>0}ﬂ---ﬂ{pim>0}ﬂD
S]Z{ph:O:---Zpim:O}ﬁD

+ _ L

S{j}—D{j} pour j=41,...,tk

ST =8,y Dy st T€Z and |I]>2

Sr= 8 {pps1 >0y N {p oy >0} si 1<[I|<k-1

Notons que

_ ot + g
S1=57(1141) Y ST~ (1141 Y 5T
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et que Sr=0si |I| = k — 1. Ces variétés sont orientées comme suit: Dy et
D7 comme C" pour tout I € Z, SEFJ.} comme Dy pour j = +1,..., £k, St

comme (95;r pour tout I € Z, S}F comme S, 7)) pour tout I € Zsi|I| >2et

M N D comme Srsil={1,...,k}.

On étend les définitions précédentes au cas ou |I| = 0, c’est-a-dire I = 0),
en posant Sy = D et Sy = Sy N {p1 >0} N {p_1 > 0}.

Si f est une fonction définie sur un ouvert 2 de M, on définit la norme
holderienne d’ordre o, 0 < @ < 1 de f par

(

[ £llo,0 =Su8\f(z)| + sup 1f(z) = FOI
zE

z,(EQ ’Z _C‘a
2#£¢

Si M est de classe C!, on note C!T(Q) I’espace de Fréchet des fonctions de
classe C! sur 2 dont toutes les dérivées tangentielles d’ordre ! sont localement
hoélderienne d’ordre a. Pour tout compact K de €2, le maximum de la borne
supérieure sur K des dérivées tangentielles d’ordre inférieur a [ et de la
norme holderienne d’ordre « des dérivées tangentielles d’ordre [ définit une
semi-norme sur C't%(Q).

Si f est une (n,r)-forme différentielle sur Q@ CC M, elle s’écrit f =
Y ;fidz NdZ; avec dz = dzy A -+ Ndzy, et dZy = dzZ;, N--- NdZj,, car M
est plongée dans C". La norme de f est alors donnée par le maximum des
normes des f;.

2 Formule de Bochner-Martinelli-Koppelman pour
les variétés CR

L’objet de cette section est de montrer qu’une famille de noyaux sa-
tisfaisant une équation aux dérivées partielles adéquate et possédant de
bonnes propriétés d’intégrabilité permet d’obtenir une formule de Bochner-
Martinelli-Koppelman dans les variétés CR de codimension quelconque.

Nous nous plagons dans la situation géométrique de la section 1.

Pour I € 7, 0 désigne le multi-indice (0,i1,...,7|7), ot I = (i1,.. i)
est ordonné en module croissant.

On pose Cy(z,() = B(z,(), on B(z,) désigne le noyau de Bochner-
Martinelli-Koppelman dans C", ce qui correspond & un multi-indice I de
longueur nulle.

On suppose que l'on sait associer a chaque multi-indice ordonné I € Z(1),
1 <1 <k, des formes différentielles Cy;(z,() de degré 2n — |I| —1 et Cr(z,()
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de degré 2n — |I|, de classe C* pour z € Dy et ¢ € Dy tels que z # ¢, qui
vérifient I’équation aux dérivées partielles

0:Cor + 0cCor = Cos(ry — C1, (2.1)

N I
ou 005(1) = Z'Vll(—l)lﬂrlco[(g).
On suppose également que les noyaux C7 satisfont les conditions d’annu-
lation suivantes:

[CI(Z7C)]}),T:0 si 0<p<n et n—-k—qg+1<r<n-—=%k (2.2)
EZ[CI(Z7C)]p7n—k‘—q =0 si 0<p<n,

ou [Cr(2,()]p,r désigne la partie de bidegré (p,r) en z de C7.
Pour alléger les écritures on pose By = Cyy pour tout I € Z(1),1 <1< k.
L’équation 2.1 s’écrit alors

9.Br + ;B = Bs(j) — Cr (2.4)

On suppose finalement que pour tout I € Z(1), 1 <[ < k, les noyaux Bj
vérifient les conditions d’intégrabilité suivantes:
— pour toute forme différentielle f de classe C' sur U & support dans D,
i) ces, | (¢) A Br(z,¢) définit une forme différentielle continue sur D; et
de classe C* sur Dy
— soit j € {£1,...,+k} tel que TU{j} € Z, pour toute forme différentielle
f de classe C! sur U & support dans D, fCESfU{j} f(¢) A By(2,¢) deéfinit

une forme différentielle continue sur Dy et de classe C* sur Dy,

—pour/ =Joul =4§(K)etJ = K(ﬁ(\]) avec K € Z(I+1), fCeg,z fe(OA
Bj(z,{) tend vers 0, quand ¢ tend vers 0, si f. est une forme différen-
tielle de classe C! sur U a support dans DN {|p1| < e}n---N{|px| < e}
telle que [|0f:] = O(L) et Jees, £(O) A Br(2,() = o(e), si de plus
afe =0.

Définition 2.1 On appellera famille de noyaux adaptés a la variété CR
générique, q-concave M de codimension réelle k dans C", toute famille de
noyauz By et Cr, I € Z(1), 1 <1 < k, possédant les propriétés précédentes.

Lemme 2.2 Soit f une (n,r)-forme de classe C* a support compact dans D,
1 <r < n—k. Pour tout multi-indice ordonné I € Z(l), 1 <1 <k, et pour
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toutn—k—qg+1<r<n-—=k, on a au sens des courants sur Dy

G / FOA By (0 + (=D [ BF(C) A By ()
ces;

cest

= (-1)"""(2. F(Q) A Bi(z,€) + (—1)“'“/ Af(C) A Br(2,0))
CEST CEST (2.5)

Démonstration. Chacune des intégrales qui apparaissent dans la formule
2.5 étant continue sur D; et de classe C* sur Dy, il suffit de prouver 2.5
pour z € Dj. On applique la relation 2.4, puis la formule de Stokes, et
on remarque que les termes en C7 disparaissent car seuls interviennent les
parties de bidegré (n,r) en z des différents éléments. O

Rappelons que si |I| = 0, on a posé By = Cy = B, ou B désigne le noyau
de Bochner-Martinelli-Koppelman dans C".

Lemme 2.3 Soit f une (n,r)-forme de classe C* a support compact dans D,
1<r<n-—k. Pourtout0<I<k—1,sir vérifien—k—q+1<r<n-—k,
on a au sens des courants sur M

S@. [ FO A B0 + (—1)H / 37(C) A Br(2,0)

= Jeesr ¢ces;
= (=D Y@, [ F(QOABi(€)
\I|=l+1 CEST
(-1l / B1(O) A Br(2.0)) + () 2).
CeSt
* zZ) = 0 V4 — +1 F) V4
(N()(2) %:jl@ [ O AP0+ (-1 /Ceglaf«)ABI( )

l
HEDD =Dt Y (@, F(C) ABy(20)

v=1 JET'(I+1,) CESy

(e /< DI NBy(20)

l
)T Y (@,

. TN Bs()(2.6)
v=1 JET (141,0) &8 i
(1) oy OF(Q) A By (2:)s
cesttl

J(1)
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Ql+1 - ) TN s . . .
SJ(m) SJ(|I|) NA{pi,, <0} avec J(|I|) = (i1, .- yiv—1,0v11,- .- i1), pour

J=1ID) et I="(i1,...,0041) EL'(I+1), sil>1et

(NG =3: [ FQABEO+ 1 [ 31 A B
CESy CESY
Démonstration. On applique le Lemme 2.2 et la formule de Stokes en
utilisant les propriétés géométriques suivantes:

— Si ’I’:l Ona.S[:S[(l+1)US( (l+1))USI

+ S N

- aSJ(\I\ N {piy, <0} = Slu{u} USiuyUST sl e Z'(l+1,p).
O

Soit f une (n,r)-forme de classe C! & support compact dans D. La formule

de Bochner-Martinelli-Koppelman s’écrit

flz) = (=1)""(0, F(ONB(z,0) - If(Q) A B(2.0)).
¢ep ¢eD

Le second membre de la formule de Bochner-Martinelli-Koppelman corres-
pond au premier membre de la formule démontrée dans le Lemme 2.3 lorsque
1=0.

En posant By = > req ) sgn(l) By, en remarquant que le choix des
orientations identifie M avec sgn(I)S; pour I € Z'(k) et en appliquant & fois
le Lemme 2.3, on obtient la proposition suivante:

Proposition 2.4 Soit f une (n,r)-forme de classe C' & support compact
dans Din—k —q+1 <r <n—k, alors on a la formule suivante au sens
des courants sur M

k(k 1)

£6) = ()G p) n Bu()
eM
_ k—1
HEOM [T A B0 + 3 (0((E)
CeEM 1=0

Théoréme 2.5 Soit f une (n,r)-forme de classe C' & support compact dans
DNnMmn—k—q+1<r<n-—k, alors on a la formule suivante au sens des
courants sur M

k:(k 1)

f(z) = (~)ENEFIETRT G, F(O) A Bar(z,€)
ceM

(1) /< _ B A Bu(=0).



Estimations optimales 10

Démonstration. Soit f une extension de classe C! de f & un voisinage
de M. On considére une fonction y € C®(R) telle que x = 1 sur (—o00,1]
et x = 0 sur [1, + 00). On pose xc(2) = =41, ikx(pjT(z)) pour z € U
et € > 0; il existe alors une constante A > 0 telle que ||dx:(z)| < g pour
z €U et e >0.0n pose fo = xfe. Il résulte alors de la Proposition 2.4 et
des propriétés d’intégrabilité des noyaux Bj que

k(k—1)

lim fo(2) = (=1)*FVEEDHT i (@, F(Q) A Bu(2€)
e—0 e—0 ceM

T (—1)kH /< TR0 A Bu=0))

De plus, par définition de f;, on a, pour tout £ > 0,

f;|M:f’

ce qui termine la démonstration du théoréme. O
Pour obtenir une formule de Bochner-Martinelli-Koppelman dans M,
nous devons préciser quelques propriétés du noyau Bjy.

Lemme 2.6 Le noyau By est une forme différentielle de classe C' sur (M N
U)x (MNU)\{(z¢) e MNU)x (MNU)|z=C_}, de degré 2n — k — 1, tel
qgue pour 0 <p<netn—k—q+1<r<n-—-=k

EC [BM]p,T = _5,2 [BM]p,rfla

ol [Bulp,r désigne la composante de bidegré (p,r) en z de By (on pose
[Bulpn—k =0).

Démonstration. Rappelons que By = ZIEI’(k) sgn(I)B;. La formule 2.4
donne alors immeédiatement

EZBM —|—5<BM = Z sgn(I)Bg(I) — Z sgn(I)CI.
1€T/(k) 1€T (k)

On sait, grace aux propriétés d’annulation des noyaux Cr que [Cr(2,()]p, =0
si0<p<netn—k—q+1<7r<n—k, par conséquent

9:[Bulpr—1+ 0c[Bulpsr = Y sen(I)[Bsp)lp.r-
1T/ (k)

De plus par définition de sgn(f) et 6(1), on a - ;e ) sgn(l)[Bsrlp,r = 0.
En effet pour un multi-indice donné J € Z(k—1), il existe deux multi-indices
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I et I dans Z(k) tels que J = 6(11) = 6(1I2) qui vérifient sgn(/;) = —sgn(l2)
car, d’un point de vue ensembliste, si Iy = J U {v} alors Iy = JU{—v}. O

Théoréme 2.7 Soit Q un domaine & bord C' relativement compact dans
MNU et f une (n,r)-forme de classe C' dans Q, n—k—q+1<r <n-—k,
alors on a la formule suivante au sens des courants sur M

k(k—1) _

() ey 5[ (e A Bu(2:0)
CeN
DM [ BRO A Bu(=0) + (1) / () A Bu(2:0).
CeN ceon

Démonstration. Soit z € Q fixé et y une fonction de classe C? & support
compact dans €2 telle que x = 1 dans un voisinage de z. D’aprés le Lemme
2.6, comme f est de bidegré (n,r) avecn —k—q+1<r<n-—k,ona
dC((l - X(C))f(C) A [BM]n,T(27C)) = 5f(C) A [BM]TL,T(Z7C)

= OX(Q)f(Q) A [Bulnr(2,0) = 0:((1 = x(€)) f () A [Butlnr—1(2.0))

Puisque la fonction x est & support dans 2, donc nulle sur 02, on obtient
par la formule de Stokes

/ F(O) A Batlor (2:0) = / (1= X)) A Batlur (2:0)
Ceon

Ceon

_ /C A0 = XQNFO A Barhr (20)

et par conséquent

/ FO A Brlar(z0) = [ BFC) A Barln(2:0)
¢eon

e

+ (_1)k+1(52 ceo fO)A [BM]n,T—l(ZvC))

- / IO F(Q) A [Barh(2,€)
CeN

+ (DO, [ x(OF(Q) A [Bulnr-1(20))

cen

On applique alors le Théoréme 2.5 & xf et la formule est démontrée. O
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3 Construction de noyaux adaptés & une variété CR

Etant donnée une sous-variété CR générique, g-concave M de classe C3,
de codimension réelle k¥ dans C" et un point zy de M, nous allons construire
une famille de noyaux adaptés & M au sens de la Définition 2.1 au voisinage
de zp.

Nous reprenons les notations de la section 1.

Définition 3.1 Une section de Leray associée & M au voisinage de D est
une application ¥ qui associe & chaque multi-indice I € Z(1), 1 <1 <k, une
application & valeurs dans C"

1/}[(27C7A) - (%(%Q)\)a ce ﬂp?(Z?C?)‘))

définie et de classe C? pour z € Dy, ( € ﬁ; tels que z # C et A € Ay, telle
que
(W1(2,0A),¢ —2) =1,
et
VIlB, Dy o=y xar = YD, <D =yxa, S L C .

On note X une fonction de classe C de [0,1] dans lui-méme qui vérifie
X(A)=0si0<A<1/det X (\)=1si1/2<A<1.

SiIeZ(l),1<I1<k, pour A € Ags tel que A9 # 1, on note ; le point
de Ay défini par

Ai
— (v=1,....D).

iy = 1= X

Soit 1) une section de Leray associée & M au voisinage de D, on pose

o —Z o o
Br(=0A) =X (o)t + (=X Qoir(eC R ()
pourtoutIEI(l),1§l§k,z651,Ceﬁ;telsquez#Cet)\erj.
Notons que ; est aussi de classe C2.
On peut alors définir les noyaux Kos(2,(,\), pour z € Dy, ¢ € ﬁ; tels
que z # ( et A € Agy, par

(_1)n(n—1)/2

KOI(Z,C,A) = W

(Yor,dC) A (D= + dx)tpor,d¢)" "

/\d(Cl —Zﬂ/\---/\d(én —Zn),

(3.2)
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et les noyaux Kj(z,(,\) par

(_1)n(n—1)/2

Ki(2,¢\) = i

<¢I,d<—> A <(52,C + dA)T/)I,dQnil

/\d(Cl —Zl)A---Ad(Cn—Zn).

(3.3)

Les noyaux Ko7 et K sont des formes différentielles de classe C' et de degré
2n—1leton a

(D¢ + d)Kor(2,,A) =0 (3.4)
d’aprés la Proposition 3.9 de [12]_. o
Pour finir on pose, pour z € Dy, € D; tels que z # (,

COI(ZaC) = /)\GA KOI(Z’Cv)‘)

CI(Z’C) = \eA KI(27C7)‘)

Proposition 3.2 Les noyauz Cor(z,() et Cr(z,() sont des formes différen-
tielles respectivement de degré 2n — |I| — 1 et de degré 2n — |I|, de classe C!
pour z € Dy et ¢ € ﬁ; tels que z # C, qui vérifient l’équation auz dérivées
partielles

0.Cor + 9¢Cor = Cos(ry — Cr,

. 1 v
ou 005([) = ZLLl(—l) +1COI(f/\)'
Démonstration. En appliquant la formule de Stokes on a
/ KOI(Z7C3)‘) = / d)\KOI(ZaCa)‘)
AEOAgT AEAQT

1]
v=1

Mais 0Ag; = >
Cor, Cr et Cos(r)

(=1)"Agr) + Ar, on a donc par définition des noyaux

/ Kor(2,6,A) = =Cosry + Cr.
A€0Aor

Comme (0, ¢ + dy)Kor = 0, on obtient

/ dyKor(2,(,A) = —/ 0:,cKor(2,¢\) = —(9.Cor + 0¢:Cor),
A€Aor AEAor

d’ou le résultat. O
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3.1 Conditions d’annulation

Les propriétés d’annulation des noyaux C7 sont liées & des propriétés
d’holomorphie de la section de Leray i associée & M & partir de laquelle ils
sont construits.

Définition 3.3 Une application [ définie sur une variété analytique com-
plexe X a valeurs dans C" est dite m-holomorphe, si pour tout point £ € X,
il existe des coordonnées holomorphes h1, ... h, dans un voisinage de & telles
que f soit holomorphe par rapport a hy,... hn,.

Nous dirons que la section de Leray 1 associée & M est m-holomrphe
par rapport & la variable z, si pour tout I € Z(I), 1 <[ < k, chacune des
applications 17 est m-holomrphe par rapport a la variable z.

On prouve alors facilement le lemme suivant :

Lemme 3.4 On suppose que la section de Leray v associée a M au voisinage
du domaine D est (q + k)-holomorphe par rapport & la variable z. Soit I €
Z(), 1 <1 <k;si[Cr(2,)]p,r désigne la partie de bidegré (p,r) en z de Cy,
alors pour tout ¢ € E; fixé

[01(27C)]p,r:0 si 0<p<n et n—k—q+1<r<n-—=%k
5Z[CI(Zag)]p,n—k—q =0 si 0<p<n,

sur D1\ {¢}

Dans la situation géométrique décrite dans la section 1, on peut choisir
D assez petit pour que, pour tout I € Z(1), 1 <[ < k, les domaines Dj
possédent des propriétés analogues aux domaines étudiés dans [14] et pour
lesquels les auteurs ont construit des sections de Leray possédant de bonnes
propriétés d’holomorphie. Si M est de classe C3, ces sections seront de classe
C?. Rappelons les principales étapes de cette construction.

Pour A € Ay, on note Fy(.,{) le polynéme de Levi de py au point ¢ € U.
Pour ( e U, z € C",

_ BPA ' = 0%py o
(20) = 22 g, (G =) —j%zjl 550 (O = 2) (G — =)

Soit G(n,q + k) la grassmannienne des sous espaces vectoriels de dimen-
sion ¢ + k de C". Pour tout I € Z(k), on considére une application

Tr : A — G(ng+k)
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de classe C™ telle que la forme de Levi au voisinage de D de la fonction py
soit définie positive sur Ty pour tout A € Aj.

On note P* la projection orthogonale de C™ sur T7(\) et on pose Q* =
Icn — P, ot Icw désigne 'application identique de C”. La formule de Taylor
implique que, si le domaine D CC U est assez petit, il existe des constantes
strictement positives « et A telles que

Re F)\(2,0) = pa(¢) — palz) + al¢ — 2> — AIQM¢ —2)*  (3.5)

pour (,z au voisinage de D.
Puisque p est de classe au moins C? dans w, on peut trouver des fonctions
ajk, j,k =1,...,n, de classe C°° sur U telles que pour tout ¢ € U

2
la8() — L2 (o) < 2

9G;0 (3.6)

Alors en posant

Fi(-.0) = 22 50 (€6 =5 = 3 (06~ %)~ 2,

on déduit de 3.5 et 3.6 que
Re FA() 2 pa() = pa(2) + 51C — 2P = 4IQMC - =) (3.7)

pour (,z au voisinage de D.
On note (Q?k);fk:l les coefficients de la matrice Q*, et, pour (z,(,\) €
C™ x U x Ay, on pose

w;i(2,(,\) = 22—? (©) = an(O)(C — 1) + A QN Gk — 21)
J =1

w(z,(,A) = (wi(z,(N), .. wn(2,0,A))
(I)(ZaC7)‘) = <w(Z’C7)‘)7C - Z>'

Comme Q* est une projection orthogonale, on a
(I)(27C7)‘) = f)\(ZaC) + A‘QA(C - Z)’2

et on déduit de 3.7 que

Re ®(2,0,) = pal(€) = pa(2) + 51¢ — 217 (3.8)
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pour (,z au voisinage de D et A € A7.

Remarquons que, pour ¢ fixé dans un voisinage de D et A € Ay, on
peut choisir de nouvelles coordonnées hq,...,h, dépendant linéairement des
coordonnées complexes initiales telles que

{z € CMQN(2) = 0} = {2 € C"hginr1(2) = = hu(2) = O}

L’application z — Q*(¢ — z) est alors indépendante de hq,. .. h 4k, ce qui
implique que w(.,{,\) est une application C-linéaire par rapport a hy, ... gk
et que ®(.,{,\) est un polynéme quadratique complexe en hy, ... ,hgtk.

Par conséquent en posant

w(z,(,A\)
L) = AZ6A) 3.9
BN = &
pour (z,(,\) € Dy x E}K x Ar, I € Z(l), 1 <1 <k, on obtient une section de
Leray v = (¥1)1eu, .., z(1) @ssociée & M au voisinage du domaine D, qui est
(q + k)-holomorphe par rapport & la variable z.

3.2 Conditions d’intégrabilité

Dans un premier temps nous allons prouver que les noyaux By = Cyr, I €
Z(l), 1 <1 < k, construits & 'aide de la section de Leray ¢ = (Y1) reu,.,.,.7(1)
associée & M au voisinage du domaine D, définie dans le paragraphe précé-
dent, vérifient les conditions d’intégrabilité:

— pour toute forme différentielle f de classe C! sur U & support dans D,
i) ces, | (¢) A Br(z,¢) définit une forme différentielle continue sur D; et
de classe C* sur Dy

— soit j € {£1,...,+k} tel que TU{j} € Z, pour toute forme différentielle
f de classe C! sur U a support dans D, f<€s+{ , f(C) A Br(2,¢) définit
- TU{j
une forme différentielle continue sur Dy et de classe C* sur Dy.
Nous devons donc considérer les formes différentielles

F(O) A Bi(=0) = / F(O) A Kor(26.0)
CeST (¢N)eSTxApr (3_10)
/ F(O) A Br(=0) = / F(O) A Kor (2.0,
e (CNEST, 5y % Aor

Remarquons que les formes 17 et (respectivement ;) sont définies pour
pour z € Dy, ( € Dj tels que z # et A € A; (respectivement A € Ag;) et
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de classe C% en ¢ et C* en z sur leur domaine de définition. Par conséquent
les noyaux Bj sont de classe C! en ¢ et C* en z pour (z,{) € Dy x Dj. Les
formes différentielles 3.10 sont donc définies et de classe C*° sur Dj. Nous
allons prouver qu’elles se prolongent en des formes différentielles continues
sur E I

On considére pour I = (iq,...,i;) € Z(I) les sous-variétés I'y = {( €
E;\ pi, = -+ = p; } et on les oriente de telle sorte que I'orientation de OI';
coincide avec celle de Sy.

Si f est une (n,r)-forme différentielle de classe C' sur U & support dans
D, on a alors pour z € Dy

Q) ABi(2.0) = / F(O) A Kor(5¢N)

CEST (¢, A)ESTx Moy

= / gf(C) A KOI('ZvaA)
(¢NelrxAgr
e [ F(0) A B Kor (=)
(CNEerx Aoy
et

| tonBeo-= [ £(O) A Kor(=6.)
ces

+
1013) (GAEST 5y X Bor

af(() A KOI(27C7A)

/(CJ\)GFI N{p1>0}xAor

+ (_1)n+7“ / f(C) A ECKOI('%CvA)'
(G ErN{p1>0}x Aoy

Nous devons maintenant étudier avec plus de précision la singularité des
noyaux Koz et d: Koy en z = (. Introduisons tout d’abord quelques notations.

Définition 3.5 Soit [ € Z(1), 1 <1 < k, et s un entier.

Une forme de type O, (ou de type Os(2,(,\)) sur Dy x Dy x Ag; est,
par définition, une forme différentielle continue f(z,(,\) définie pour tout
(z,0,\) € Dy x D} x Aoy tel que z # ¢ vérifiant les conditions suivantes :

1. Les dérivées d’ordre nul en (, inférieur ou égal a 1 en z et arbitraire en
X des coefficients de f sont continues pour tout (2,(,\) € D XE}K X Aoy
tel que z # (.

2. Soit V%, k = 0,1, un opérateur différentiel a coefficients constants
d’ordre nul en (, inférieur ou égal & 1 en z et arbitraire en . Il existe
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une constante C > 0 telle que ,pour chaque coefficient p(z,(,\) de

f(z.6N),
|VI;QD(Z,C,)\)‘ S C|C - Z|87H
pour tout (z,(,\) € Dy x ﬁ; x Aoy tel que z # (.
3. il existe des voisinages Uy et Uy dans Aoy de Ay et Ay, respectivement,
tels que f(2,(,\) = 0 pour tout (2,(,\) € Dy x Dy x (U UUT).

Les symboles Og et O4(z,(,\) sont utilisés de la maniére suivante :
f = Og signifie: f est une forme de type O;,.
Os A f = O N g+ Oy, signifie : pour toute forme h de type O il existe une
forme u de type Oy et une forme v de type O,, telles que hA f =u A g+ v.
L’équation

BG) = [ Oy(2CN) A F(2.N)
(NS xAor
signifie: il existe une forme E de type Os telle que
B = [ B2 A F(56)
(C )\)GSIXAOI

pour toute f.
Rappelons que

\CC zzP = (=X Qo)r(=6, ) (3.11)

pour tout I € Z(1), 1§l§k,zeﬁl,geﬁﬁ tels que z # C et A € Agy.
On pose

¢OI(27<7)‘) - ( )

W =W (2 A) = (w(z,¢, A)dC)
et _
<C - Evdc>
C— 2

pourzeﬁf,CEﬁ?telsquez;éCet)\EAM\AO, ol

M = M(z,) =

(w(z,C, A Zw] 2.¢, N

et

n

(€ —2d¢) = (C; —%)d¢;.

=1
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Soit f une (n,r)-forme sur D, on pose

FQ) = f(Q)dCy A -+ Adgy.

Par définition (3.2) des noyaux Koy on a

(_ )n (n—1)/2 _
Zﬁf@) (o1,dC)

N ((gz ¢+ dA)woj,don LA dzi N\ - Ndzy,.

f(C) A KOI(Z7C3)‘)

Alors, d’aprés la relation 3.11, on a

(Yor,dC) —X M+ (1— ;%)%
(Oz¢ + da)or.dC) = (% —M)AdX + XM+ (1— )W
+(1- X)g(az,ﬁdn@

Comme on doit intégrer f(¢) A Kor(z,(,A) sur Agy, qui est de dimension
réelle |I], seule la composante de degré || en A du noyau Ky; donnera une
contribution. Mais les formes différentielles (0, ¢ + d))® et (8z ¢+ dyW
sont les images réciproques de formes différentielles sur D; x D ;1 X Ay par

Papplication (z,(,\) — (2,, ), par conséquent, puisque Ay est de dimension
réelle |I| — 1, pour tout s = 1,2,..., on a [((0-,¢ + dx)W)*|gegr=ji = O et
[((8z,¢ + d)\)W)S VAN (az’g + d)\)q)]deg/\:m = 0. On a donc

[(or,dC) A (D¢ + dx)tbor,dC)™ aegr—
= (XM 4+ (1= 05 A (=)o~ M) AdX

(5%( + d)\)W

o — o o W — _
A[(X 0z M+ (1-X) % + (1- X)@(az,g +d2)®)" ] degA=1—1-

En développant ’expression précédente et en remarquant que W AW = 0
et M ANM =0, car W et M sont des 1-formes, on obtient

MAW

AdX

3. W
P

[£(C) A Kor(2.6M]aegrept = af(C)

N d)\W)\I\—17

A (X Ba e M + (1= X) 211 A (1= X)
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ou a désigne une constante.

Par définition des formes différentielles de type O, on a d )O(: Og, Op A
M =0_1, Og A 827CM =0_g et Og A 327CW = Oy, d’ou

O NW
®l|

9

() A Kor (2.6 M) laegr—pn = MO+ )" A (W)

Par ailleurs on a

Oo/\W:ZOo/\apj(C)+01

jel
Og Nd\W = ZOO A 8pj(<) + O
JeI
Oo AW A (V)1 = " Oy Apiy (O A -+ A Dpiy, (C)
0<m<|[]
i10eeim €D

et par conséquent

[f(C)/\KOI(Z7<7)‘)]deg)\:|I| =

O\1j—2n+2(|1|+s—m)+m-+1
Z PUI|+s—m)+m A apil (C) ARRRIVA 3Pim (C)

0<s<n—1—|I|
0<m<|1|

En différentiant Ky; par rapport a ¢, on obtient

[£(¢) A D¢ Kor(2,6,M)]degr—i|

o OMAW  MANIW  MAW

AR+ (1= 5 LM (1 Ry (a1

~ MANW
(=1 Maf() o

° 55 o 9;0.W o 9, W A DD
A (X 0c0. M + (1— X)CT +(1- X)%)

AdX

A XM+ (1 i)az’%w)"*”l A (1= X) (W)=

~ MANW

+ (111 = Daf(Q) g AdX

° = o 52 w o _
A (X M+ (1~ x)%)"—l—“l A (1= )73 dy W A (dy )12,
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ce qui donne

[F(C) ANOcKor (2. Maegrey = A+ B+C+D+E+F+G

avec
O_ O\ p1— _
A= —(I)‘IT AN (072 + Eo)n 1-1] AW A (dAW)m 1
_ 04 Q0 \n—1-1| 1)1
C =92 70y + Ly WA (@) AT
= g N (O—2+ ) (d\W) ¢
_ 04 O0 \n—2-|1] |7]-1
D—m/\(O_g—i-E) AW A (d\W)
_ 0 Oo n—2—|1| |7]—1
0_1 O0p_o_i1 -1 . =
F = MO+ ) AW A (@)1= A oo
O_ o) —
G= <I)—|IT AN (O-2 + ao)nilim AW NOcdy\W A (d)\W)m*?

On en déduit

O I|—2n+2(|I|+s—m)+m
A= Z | ‘q)(|1|+(slflm)+m) A 8Pi1 (C) A A 8pim (C)
0<s<n—1—|I|
0<m<|I]
O I|—2n+2(|I|4+s—m)+m
B= > | ‘q)(|1|+2|—|m)+m) A Opir (Q) A+ A Dpi,, (C)
0<s<n—1—|I|
0<m<|I|—1
o Z: (MF%HWHH&mHmAO-@MM~A6<(Q
B D (I[+1+s—m)+m Pis Pim

0<s<n—1-—|I|
0<m<|I]

O —2n s—m)+m )
5 =2n 2Tt s —m)tm 5 A Dpsy (C) A -+ A dpi.. ()

+ HI|+1+s—m)+m
0<s<n—1—|I|
0<m<|I[+1
O\ 11=2n+2(|T|+s—m)+
b= Z | ‘<I>(7|lll+s|—|m§+:) = A 0pir (C) A+ A Dpi,, (€)
0<s<n—2—|I|
0<m<|I|
Orj-2 +2(|I|+14s—m)+m+1
p= Y HEULen il ) op, () e 706, ()

0<s<n—2—|I|
0<m<|1|
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O\11—2n+2(1|+2+s—m)+m
F= Z S 2remyrm Opir (Q) A=+ A pi, (€)
0<s<n—2—|I|
0<m<|1]

0172112[ 24+s—m)+m =
+ Z ‘ ‘q)(|z+|+g+|;$)+m)+ A 9piy N Opiy(C) A -+ A Dpi,, (C)

0<s<n—2—|I|
0<m<|I|+1

017211 2(|I|4+s—m)+m
G= Y e (O A A0, Q)

0<s<n—1—|I|
0<m<|I|—1

Définition 3.6 Soient m € N, un entier, et I € Z(1), 1 <1 < k, un multi-
indice . Un opérateur de type m est, par définition, une application

E : Co.(D) = CX.(Dy)

telle qu’il existe
- un entier k > 0,
- une forme différentielle E(Z,C,)\) de type O\r|—2nt2r+m sur Dy x ' X
Aoy telle que pour toute forme différentielle f € C,, (D)

Ef(z) = / (o) n B2 N 1O
(C,N)ET xAgy <I>"“+m(z,C, A)

)

o f € Co«(D) est la forme différentielle définie par

F(Q) = f(QdCy A=+ A dGy,

©=1,sim=1,e0=0p;(C)A---Api, (C) ou© = Ipi, Npi, (C) A
- ANOp;, (C), sim > 1, avec iy, ... iy, € 1.

Les calculs précédents montrent alors immédiatement la proposition sui-
vante:

Proposition 3.7 Les opérateurs intégrauz

fe J(Q) A Bi(2,0)

CeSt

fe J(Q) A Bi(2,0)

+
$SSiu

sont des sommes finies d’opérateurs de type m.
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Il résulte alors de I’étude faite dans [14] que pour tout I € Z(1), 1 <1 < k,
tout j € {£1,..., £k} tel que I U{j} € T et toute forme différentielle f
de classe C! sur U a support dans D, les formes différentielles fCG S fQ) A

Br(z,C) et fces* o f(¢) A Br(2,€) sont de classe C/27¢ pour tout £ > 0 et
TU{j

donc continues sur D; et de classe C*° sur Dj.
Soit x une fonction de classe C*>° sur R & valeurs dans [0, 1] telle que
x(z) =1si |z| < 1 et x(z) =0si |z| > 1. On pose x-(2,¢) = x( le= Z')

Lemme 3.8 Pour tout z € Sy et toute forme différentielle f de classe C'
sur U a support dans D, on a

f(Q) A Bi(z,() = lim (1 = xe(2,0))f () A Br(z,C)

¢esr =0 J¢es;

Démonstration. Soit z € Sy, comme 1 — x.(z,{) = 0 au voisinage de z, il
résulte de la formule de Stokes que

/ (1= xe(2O) () A Br(2C)
CeST
/ Bo((1 ~ xel=:0) F(Q) A Ko (6.
((NET T xApr
_qyn / (1= xe (O Q) A BKor (2:0.0)
(&AN)El T xApr
/ 31(0) A Kor(=CA)
((NET T xApr
)n-l—?"/ f(C) A 5CI(OI('%CvA)
(&AN)ET T X Apr
/ B (=0 F(O) A Kor(2)
A)EL T X Ao
T / X2 F() A B Kor(2:¢)
(CAN)ET T X Apr

Mais d’apres P’étude précédente, [ cesy f(C) A Br(2,() est continue sur Sy
et

F(O) A Bi(2:€) = / B F(O) A Kor(2:)

CeST (C,)\)GF[XAOI

W / (O) A BKor(=C.N)
(¢,N)elrxApr
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Nous devons donc prouver que, pour tout z € Sy et toute forme différen-
tielle f de classe C' sur U a support dans D,

lim EC(XE(Z?C)f(C)) A KOI(Z’C7)‘)

=0/ (N erxAg;

I / V(2.0 () ATeKor(2,CN) = 0
(CN) el xApr

Gréace aux estimations des noyaux Ko; et ECKOI, et par définition de ye,
il suffit d’évaluer des intégrales du type suivant :

= O1- n+2K+m ’ 7)\ N O
Are(f) = / Bexe(2:0) £(0)) A izznrman(2.6:4) 1 O(C)
(CAETTx Aoy drtm(z. ¢, \)

A O|[|,2n+zn+m('zv<7/\) A 9(()
St (z,C, )

On déduit des résultats des paragraphes 6 et 7 de [14] et de 'inégalité 3.8
qu’aprés intégration partielle en A, les intégrales précédentes sont controlées
par des sommes finies d’intégrales de la forme:

)

Cre(f) = / (20 (Q)
(C,A)EF] XAor

1 lo Adp;|
Nre=~ 2 2n—|1|-2"
€ JeerinB(ze) (o1l + ¢ = 2[*)|¢ — 2|
o Ndpy
MI,e:/ | 2 i 2n—|I|—1
cerinB(ze) (o1l +1¢ = 2[?)[¢ = 2]
et, pour 1 <s < |I|,

Ny, = }/ lo Adpr N5y dt,|

" e Jeerinsie) (prl+1C— 2Py (ft] + 1€ = 2[?)I¢ — 2P lms=2
M. = / lo Adpr Aj—y dty|

" Jeerinbee) (o1l + 1 = 2Py (Jto] + IC = 2?)IC — z[Prl=et
ol py est la fonction définie par pr(¢) = pi, (¢) = -+ = pi, () pour ( € I'y,

o un mondme en d(y,...,dC,,dCy, ... ,dC,, A, ... Al des points de A; qui
forment un systéme de vecteurs indépendants de Rl t, = Im ®(2,¢,\") et
dt, = dcIm ®(2,(,\).

La fonction p; peut étre utilisée comme coordonnée locale sur I'; ainsi
que les fonctions t,, 1 < v <s, car M est générique, par conséquent

1 dX
N;. < =
Ie - /Xe]RQnI-H Hf:1(’Xi‘ + ‘Xlz)‘XPn—m—sz

X1<0,|X|<e

Se(l+ ]lne])sﬂ
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et
dX
MI, ,S / 2nI|+1
T St I (1G] | X)X 2T
Se(l+ ]lns|)8+1
et donc lim. .o Ny = lim._,o M. = 0. O

Considérons a présent la derniére condition d’intégrabilité:

—pour/ =Joul =4§(K)etJ= K(ﬁ(\]) avec K € Z(I+1), fCeg,z fe(OA
Bj(z,{) tend vers 0, quand ¢ tend vers 0, si f. est une forme différen-
tielle continue sur U a support dans D N {|p1| <e}n---N{|px| < e}
telle que [|0f:] = O(L) et fCES’J fe(Q) A Br(z,¢) = o(e), si de plus
dfe = 0.

On note 'y la partie de I'y, qui vérifie 9T ;N Sy = S;. Par la formule de

Stokes et les résultats de continuité précédents, on obtient pour z € Dj

/ Q) A Bi(2:0) = / £(0) A B Kor(5:¢,0)
CeSy

(CNET x Doy
H [ B A K6
(GAEL X Aoy
Grace aux estimations que nous venons d’effectuer, pour évaluer chaque

terme du second membre de la relation précédente, nous sommes amenés
a étudier des intégrales du type suivant :

Ol11—2n 120 1m(2:CA) A O(C)
AI,J(Pa(Z) :/ _ v:(C) Hz2n 2t °
(CGA)EL g x Aoy Prtm(z,(, \)

)

ou fJﬁ =I'yN {lp1] <e}n---n{|pk| < €} et . désigne soit f;, soit 5}’;.

Les résultats des paragraphes 6 et 7 de [14] nous disent qu’aprés intégra-
tion partielle en A les intégrales Ay jo-(z) sont controlées par des sommes
finies d’intégrales du type suivant :

[[ell(€) lo A dpy|
reete) CeT e (lps| +d+1|¢ = 2]2)|¢ — z|2n—1JI-1

et, pour 1 < s < |J|,

MJ‘PE(Z) -
/ e ll(C) [0 Adpy Aj—y dty|
CefJ,e (

Pl +d+1¢ = 2P (Jto] + d + ¢ = 2[?)|¢ — 22— I/I=s =1
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ol p; est la fonction définie par p;(C) = pj, (¢) = -+ = p;,,(¢) pour ( € I'y,
d la distance de z & Sy, 0 un monéme en d(y,...,dC,,dCy, ... ,dC,,, AL, ... A8
des points de Ay, t, = Im ®(z,(,\”) et dt, = d¢Im (2,(,\).

La fonction p; peut étre utilisée comme coordonnée locale sur I'; et r Je
peut étre paramétré localement par {(X’,p;,X”) € R**FxRxRF V1| | X'| <
C,0<psj<e X" =(YY),Y <|X”|?}. On en déduit en passant en coor-
données cylindriques que

Mype(2) S lpelle®(1 + |inel)
et, pour 1 < s < |J|,
Mjpe(2) S lelle® (1 + |ine])

Ce qui prouve la derniére condition d’intégrabilité.

4 Une deuxiéme solution fondamentale

On considére toujours une sous-variété CR générique, g-concave M de
classe C3, de codimension réelle k dans C™ et un point zy de M. Il résulte
du Théoréme 2.5 que le noyau By = ZIeI/(k) sgn(I)By, obtenu a partir
des noyaux By construits dans la section 3, est une solution fondamentale de
l'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel sur un voisinage U, de zp pour
certains bidegrés, plus précisément c’est une forme différentielle définie sur
Usy X Uy \ A(Uyy), out A(Uz) = {(2,€) € Uy, x Uy, | 2 = ¢} désigne la
diagonale de U,, x U,,, qui vérifie au sens des courants

k(k+1)
2

5z[BM]pyrfl +5€[BM]p,r = (_1)7 [A(UZO)]? (4-1)

ou [Blp,r désigne la composante de bidegré (p,r) en z de By, 0 < p <n et
n—k—q+1<r<n—ket[A(U,,)]le courant d'intégration sur la diagonale
de U,, x U,,. L’objet de cette section est de construire une nouvelle solution
fondamentale de 'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel au voisinage de
zg dont la singularité sur la diagonale est d’ordre inférieur.

Pour tout I € Z'(k), on note I* le multi-indice (i1,...,ik*), ou I =
(i1, - ,ik), et Z'(k,x) ensemble des multi-indices I*, lorsque I décrit Z'(k).
On pose p, = p1+ -+ pr et px = A1p1 + -+ + Agpr + Aeps pour A =
()\1, . ,Ak,)\*) € Ap,.

Soit F, le plus gros sous espace vectoriel de C™ sur lequel la forme de
Levi de p, sur U est définie positive. La ¢-concavité de M et le choix des
fonctions définissantes p1,...,pr impliquent que dimFE, > q + k.
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Comme dans la section 3 on construit des fonctions w* et ®, pour la
fonction p, en posant

a 3 n n
wj(2,0) = 282 (©) = @Ok — 21) + B QG — 2)
= k=1

w*(2,0) = (Wi(2,), - - . wp(2,0))
q)*(Z,C:) = <w*(27C)7< - Z>>

ou la fonction a]k,, 7,k =1,...,n, est de classe C* sur U et vérifie pour tout
CeU

* 82/)* Oé*

L (0) — <
et Q" est la projection orthogonale sur le supplémentaire orthogonal du sous
espace F,.

On pose
ap* - *
Fi(Cr) = 22 (% —z) = > @G — 2) (G — )
/ jk=1

alors

0. (2,0) = Fu(C,2) + B|Q*(¢ — 2)?

et par conséquent

Re ®.(20) 2 pu(C) — pul2) + S1¢ — 2

Si A= (A1, Ak ) € AL, est tel que A\ # 1, on note X' le point de
Ay défini par
s
/ Ty
L= =1,....0).
(2 1 _ )\* (V i b )

On considére une fonction . de classe C*° de [0,1] dans lui-méme, iden-
tiquement nulle au voisinage de 0 et identiquement égale & 1 au voisinage de
1, qui vérifie de plus |x:(t) — t| < € pour tout ¢ € [0,1].

Notons w! et ®; les fonctions construites dans la section 3 pour le multi-
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indice I. On pose alors pour A € Ay,

n

w(20A) = (1 &)(22 PG =)~ Y a3#l€)(G — )G — =)

9 4 k=1
(1 —xe(A))A Z Q71 (Cr — 21)
ap* S
Z —z) = S @G - 2)(G - =)

J,k=1
+xe(M\)B Z Q51 (Cr — 2k)
q)l*('zaCa)\) = <w (Z7C7)\)7C - Z>'

Notons que w!* = w! et &y, = &7, si A\, =0, et w!* = w* et &y, = B, si
A = 1.
La fonction ®j, s’écrit

D1, (2,60 = Fr(C2) + (PMNC—2). - 2)

ou P* est Popérateur défini par (1 — x(A))AQN + x(A\)BQ* et si ¢ est
choisi assez petit, il existe v > 0 tel que

Re ®1.(2,0.) = pal) = pa(2) + 31C — 22 (4.2)

On définit des sections de Leray (1) JET!(k,+) AU voisinage de zp en posant
pour J = Ix

w™ (2,00
‘1)1*( 7C )‘)
Remarquons que v J|UzoxUZO\A(UZO)X A, = Yr. A ces sections de Leray on
associe les noyaux Kor«(z,(,A) et Kr.(z,(,\), pour (2,(,\) € U,y x Uy \
A(Uyy) X Aors, définis par

Yi(z,0A) =

(_1)n(n 1)/2

Kora(2:0) = *— gy WorssdQ) A(Ox¢ + da)or.d)"” ! w3
ANd(C —2z1) A ANd(Co — 2n),
et par
(_1)n(n 1)/2
Kr.(z,(,\) = W(M*,dC) <( 20 T d\)Vra,d0)" m

/\d(Cl —Zﬂ/\---/\d(én —Zn).
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On pose également, pour (2,() € Uy, X Uy, \ A(Uy,),

BI*('ZvC) = COI*(27<) = / KOI*(27<7)‘)

AEAr«

Cr(z0) = A L K6

et comme précédemment on a

627<B1* = B&(I*) — O« (4.5)
Lemme 4.1 Pour (z,() € U,, x Uy, \ A(Uy,), on a la relation

9. Y sen()Br) = (-1)F > sgn(I)B;— Y sgn(I)Cr.. (4.6)

1€T' (k) 1€T (k) 1€/ (k)

Démonstration. Grace a la relation 4.5 on a

k
5Z,CBI* - (_1)kBI - CI* + Z(_l)VJrlBI(i})*

v=1
Comme on 'a déja remarqué dans la démonstration du Lemme 2.6
k
> sen(D)) (1) By =0,
I€1'(k) v=1

ce qui prouve la relation 4.6. O

Théoréme 4.2 Le noyau Ry = Zlez/(k) sgn(I)Cr, est une solution fon-
damentale de 'opérateur de Cauchy-Riemann tangentiel au voisinage de z.
Plus précisément, on a pour 0 <p<nen—-k—q+1<r<n-—=k

A(Uz)], (4.7)

ot [Ralp,, désigne la composante de bidegré (p,r) en z de Ryy.

k(k+3)
2

5Z[R]W]p,rfl +5C[RM]ZM" = (_1)

Démonstration. Puisque By = 317/ sgn(l) By satisfait la relation
4.1, il suffit de prouver que

9. Y sen(I)Br.) = (-1)*By — Ry (4.8)
IeT' (k)

au sens des courants sur U, x U,,.
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Soit x une fonction de classe C*° sur R & valeurs dans [0,1] telle que
x(z) = 1si|z] < 1 et x(z) = 0si|z] > 1. On pose x(2,() = X(@)
Notons pour simplifier les écritures Eny = 3~ 17 s80(1) Bry.

Puisque 1 — x. est identiquement nulle au voisinage de la diagonale de

U, % Uy, il résulte du Lemme 4.1 que

0:c((1 = xe)En) = 0:c(1 = xe) A En + (1 — xe)((—1)*Bar — Rar)

au sens des courants sur U, x U,,.

Le lemme 3.8 nous permet d’affirmer que (1 — x.)Bjs converge vers By
faiblement au sens des courants sur U,, x U, quand ¢ tend vers 0. Il nous
reste & montrer que (1 —x.)Rar, (1—xe)En et 0,.¢((1—x:)En) convergent
respectivement vers Ry, Eps et 527<EM faiblement au sens des courants sur
U., x Uy, quand ¢ tend vers 0 et que 0, (1 — x.) A Ep converge faiblement
vers 0.

Soit f une forme différentielle de classe C* a support compact dans U, .

On a

[, 0= OO A Bu)
= Y s [ (1O A Br(0)

€7/ (k) ceM
B I 1- e\~ N K (2, ,)\
Ie%%k) sl )/(C,A)EMXAOI*( Xe(2,0)) f(€) A Kore(2,C.A)

Par définition des noyaux Ky, des estimations analogues & celles effectuées
dans la section 3 pour le noyau Ky; nous donnent

@ I|—2n+2(|1|+14s—m)+m-+2
[f(C) A KOI*(ZaCa)‘)}deg)\:HH-l = Z 1 q)(\l|ﬂll+sfm)+ﬂ)1
0<s<n—2—|I|

0<m<|1]

A 9piy (C) A -++ A Dpi,, (C).

En bornant m par |I| = k, nous avons tenu compte du fait que si I =
(i1,...ik) € Z'(k) on a 9p;; (C) A -+ A Opi (C) A Op«(¢) = 0 car p, est une
combinaison linéaire de p1,...,pk.

Soient ¢ un monéme en d(y, ... ,dC,,dCq, . ..,d¢,, AL, ... ,\**! des points
de Ay, qui forment un systéme de vecteurs indépendants de RFt1, ¢, =
Im ®(2,(,\) et dt, = d¢ Im ®(z,(,\”). Par définition de @, on a

dt, (2,() = i(Dprv(¢) — Ipar(C)) + On,
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et par conséquent

03 () = 3dpre(Q) + Lt (2.0) + O,

Comme dpyv|pr = 0 pour tout 1 < v < k+1, il existe une constante C' et des

monodmes o7, en d(y,...,dC,,dlq, ... ,d¢,, tels que pour tout ¢y,...,i, € Ix
(@ ADpiy () A+ NOpi adl < C Y low Nier dta] [ — 2™ 1.
|L|<m

Il résulte alors du paragraphe 6 et du Lemme 7.4 de [14] et de I'inégalité 4.2
qu’aprés intégration partielle en \, | f(eM Xe(2,0) f(QO)ANEp(2,€)] est controlé
par une somme finie d’intégrales de la forme:

M —/ |0 AS_y dt|
" JeemnBee ooy (Jtu] + ¢ — 22)[¢ — 2[2n—h=s=2"

oul<s<k.

Il nous reste a prouver que les fonctions de toute famille & k£ éléments
extraite de la famille (¢,)1<,<k+1 peuvent étre utilisée comme coordonnées
locales. Pour tout v, 1 <v < k-+1, on a dpy» = %dt,, + O sur M, il suffit
donc de montrer que dpyv1 A -+ A dpyw # 0, pour tout k-uplet (vyq,...,vk)
extrait de (1,...,k+1).

Puisque p) dépend linéairement de A, 'indépendance linéaire des vecteurs
AL AR implique Dexistence d’une matrice A inversible d’ordre k + 1
telle que Opyre = ADprs, ol Dpye est le vecteur colonne dont les coordonnées
sont les dpyv, v = 1,...,k + 1, et Opr.le vecteur colonne de coordonnées
Opiys - 0pip,0ps, st I = (i1,...,ig).

Si p« = p1 + -+ + pr, on a, par définition des p;, lij| = 7, Opx =
€10pi, +---+¢er0p;,, ol € = ‘z—i‘ On note Ly, la matrice carrée d’ordre k+1
dont les k£ premiéres lignes sont identiquement nulles et la k + 1-iéme ligne
vaut (g1 ...€x —1) et B la matrice rectangulaire k + 1 x k, qui coincide avec
la matrice A + ALy privée de sa (k + 1)-iéme colonne identiquement nulle.
On a dpye = Bdpj. De plus toute matrice carrée By d’ordre k extraite de B
est inversible et donc

Opar N -+ N Opyvi = det(By)0pi, N -+ A\ 9dpj, # 0,

car M est générique.
On peut maintenant intégrer en utilisant les coordonnées ¢, et on obtient

| X=(20) (O N En(2.0)] S (1 + |ine)®.
ceM
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Les mémes estimations, associées au fait que |9, (1 — xc)| < G im-

pliquent que °
| / Borc(1 = xe (2O F(Q) A Enr(2:0)] < e(1+ |ne)®.
CeM

Nous avons donc prouvé que (1 — x.)Ej; converge faiblement vers Ejs
et que 5Z7<(1 — Xe) A Epp converge faiblement vers 0 quand e tend vers 0.
De plus Popérateur 0, ¢ étant faiblement continu, 9, ¢((1—x.)En) converge
faiblement vers gz,(EM-

Etudions maintenant la convergence de (1 — x.)Rjps. Soit f une forme
différentielle de classe C* & support compact dans U,,. On a

/C OO A B (0)
= Y sen) [ (1= %O € ACH()

€T/ (k) ceM
IeIZ’(lc) ' /(C,A)eMxAz* el e

Par définition (4.4) des noyaux Kj,, on a

_1\n(n—=1)/2 _
“(;T)nf(o A (1dC)

A(Ds + d\)Y1dO) P Adzy A Ndzy.

f(C) A KI*(Z7C3)‘) =

Comme on doit intégrer f(() A Kr.(z,(,\) sur Ay, qui est de dimension
réelle |I], seule la composante de degré || en A du noyau K, donnera une
contribution. Par des calculs analogues a ceux de la section 3, on obtient

Og N

[FO A K1 (2.0 ) laear=l1 = — g0 A (dyW)H!
Oirj41-m
= > A A A i, (€).
_Oﬁmﬁ\é\l*

Notons que comme dans le cas précédent m < |I| = k et remarquons que,
puisque la variété M n’est pas totalement réelle, on a n > k. Avec les nota-
tions ci-dessus, aprés intégration partielle en A, | f(eM Xe(2,0) fF(O)ARM(2,0)]
est controlé, grace a 4.2, par une somme finie d’intégrales de la forme:

N —/ |05 AS_y dt|
" JeemnBee) oy (Jtu] + ¢ — 22)[¢ — 2[2r—h=s—1"
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oul<s<k.
En utilisant de nouveau les ¢, comme coordonnées locales, on obtient
donc que
[ X2 OFQ) A Rar0)| S 1+ fine])
CEM
Nous avons donc prouvé que (1 — x.)Rjps converge faiblement vers Ry;. O

Corollaire 4.3 Soit Q un domaine a bord C' relativement compact dans
MNU,,.

Si f est une (n,r)-forme de classe C* dans Q, n—k—q+1<r <n-—F,
alors on a la formule suivante au sens des courants sur M

(—)EDEmEETE ) 2, [ F(O) A Ru(2:.0)
CeN

OB A R+ (1 [ Q) A Rarz0).
CeQ e
Si f est une (n,r)-forme de classe C* dans Q, 0 <r < q—1, alors on a
la formule suivante au sens des courants sur M

E(k+1)

()0 1) B [ ) A Rag(=)
2€QN

- L& A R0 + (<) [ 1A Rulz0).

€oQ

5 Estimations

On désigne toujours par M une sous-variété CR générique, g-concave,
q > 1, de codimension réelle k dans C" et par zy un point de M. Dans la
section 4 nous avons défini une solution fondamentale Rjy; de I'opérateur de
Cauchy-Riemann tangentiel sur M dans un voisinage U, de zp. Soit {2 un
domaine relativement compact dans M N U,,. Pour toute (n,r)-forme f a
coefficients dans L>°(€2), on pose

Ruf(z)= | fOARM(zC() si n—k—g+1<r<n—k (51)
CeN
et
Ruf(Q) = / FEARM(C) si 0<r<q—1  (52)
2€Q

Nous allons étudier les propriétés de régularité de 'opérateur R en fonction
de la régularité de la variété M.
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5.1 Estimations hélderiennes

On note W°(€) Vespace des (n,r)-formes différentielles a coefficients
1

dans L>®(Q) et Cz2 () I'espace des (n,r)-formes différentielles a coefficients
hélderiens d’ordre 3.

Théoréme 5.1 Si M est de classe C? et n—k—q+1 < r < n—k, lopérateur
~ 1
Ry est continu de Woe°(Q) dans C2,_,(Q).

n,r—1

Démonstration. Soient z; et z5 des points de 2. On a

Rarf(z1) — Rasf(22) = o FO A (Rar(21,0) — Rar(22,6))-

et par conséquent

‘f(C) N (RM(ZDC) - RM(ZQ?C))’

cen

/Czl <2|z1—2g|1/2

|Rarf(z1) — Rarf(22)] <
+

[F(O) A (Bar(21,€) — Bar(22,0))]-

e
C—212>2]z1 — 23|

\
| 1/2

L’opérateur R), étant linéaire, on peut supposer sans perte de généralité
que F est de la forme f = fo, oi f est une fonction dans L>®(2) et o un
monodme en d(y,...,d¢,,d¢q,...,d¢,. On obtient alors

’U N (RM(ZhC) - RM('Z%C))‘

1/2

lo A (Rar(21,6) — Rar(22,0))]-

Farf o)~ RSl < e [,

[(—21]<2]21 —22]

1l [

e

|¢—211>2|21 — 29| 1/2
Nous devons donc estimer les intégrales
Jl — / ceo ‘O’/\(RM(ZLC) —RM(Z%C))’
|¢—z11<2|2) —29|1/2
J2 = cen |J A (RM(ZlaC) - RM(Z2’C))|

|¢—211>2]21 — 29| 1/2

Nous supposerons que |z; — 22| < 1. Remarquons que

Ji < cen o A R (21,0)] +/ cen

I¢—211<2]z1 —29|1/2 [¢—22] <3| 21 — 29| 1/2

‘O- A RM(227<)‘
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Nous avons vu dans le paragraphe précédent que

o ARM(z0) = Sgn(l)/ [0 A K1:(2,0A) ldega=1]
IEI/(]C )\EAI* ( )
5.3
DI I -t TP !
IeI’(k O<m<k AEA

La variété M est supposée g-concave avec ¢ > 1 et par conséquent n > k—+ 1.
L’intégration partielle par rapport & A permet de controler [ ceq loA
‘C*Zj‘ﬁcj‘21*22‘1/2

Ry(25,¢)], 7 = 1,2, par une somme finie d’intégrales de la forme:

lo A Opiy () A -+ A Dpi,, (Q)]

ceq k+1 v 2n—3k+m—3"
I¢=zj1<ejlz1 —=2| /2 1@ (2,6 )HC 2]

A(z1,22) =

ott AL,... M*1 sont des points de Ar,, I € Z'(k), qui forment un systéme
de vecteurs indépendants de R**1.

On pose toujours t, = Im ®(2,(,\”) et dt, = dcIm ®(z,(,\"). 11 résulte
de la définition de p, et de 1’étude faite dans la section 4 que pour tout
multi-indice (v1,...,v) extrait de (1,...,k+ 1), on a

o AP () A+ NOpin | S D low Ner dt] ¢ — 2™ 1.
0<|L|<m

ou L = (l1,...,jr) est un multi-indice de longueur [L| < k extrait de

(v1y. ..\ Vk).
Comme |L| < k, il existe vy, € {1,...,k + 1} \ L et d’aprés 4.2

T} | (2, \)|C — 2P 3bHE=5 >
e |®(2,6N)[[@(2,¢ A )¢ — 212,

Le terme de A(z1,22) correspondant & un multi-indice L = () est majoré
par

dX

X’Qn—k—l

Ap(z1,22) S
1/2 ‘

Xer2n—k
[X1<cjlz1 —22]

<l — 22

Si0 < |L| < k, les fonctions t;, ,, . . . i, -ty peuvent étre utilisées comme
coordonnées locales ainsi que nous l'avons remarqué dans la section 4. Les
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termes de A(z1,22) correspondant & un multi-indice L de longueur stricte-
ment inférieure & k sont donc contrélés par:

dX
xewn kTN (1X, |+ [ X2) (X 2k ln-s

\X\Scj-\zl—zg\
S lzr = 22|(1 + [infz1 — 22]|)

Si [L| = k, on a Ier| (¢ A)[[@(2, A7) = TE@(2,¢A)] Au
voisinage de chaque point ¢ de 2, on peut supposer, quitte a renuméro-

Ar(z1,22) S

LI+1

ter les A7, que 0 < [®(z,¢,AD)],...,|®(2,¢, )] < |®(2,¢, )], On a alors
@ (2,6,07)| > Hl]f:l|<1>(z,g,)\”)|1+%. En prenant v; = 1,...,1, = k, on
a L =(1,...,k) et t1,...,t; peuvent étre choisies comme coordonnées lo-

cales. Le terme de A(z1,22) correspondant & L de longueur k est majoré de
la maniére suivante aprés localisation de l'intégration :

dX
n— 1
e Iy (| X[ 4 | X[2) 5 | X 202k

IX|<ejlz1—22]

Ar(z1,22) S

5 |Zl — 22|%.

On en déduit donc que J; < |z — zz|%. Nous allons maintenant étudier
Jo.
Il résulte de la définition de J5 et de 5.3 que

N(z1,¢,A)  N(z2,(,A) A |
Tz () Dz 17PN O ()

J2 :/ (C,AN)EQXAT, ‘
¢—211>2|21 —z9|1/2
ou N(z,(,\) est une fonction de classe C* en z qui est un Oy 1.

On peut écrire
N(zth)‘) N(227C7>‘) _ N(zth)‘) - N<Z27C7>‘)

O (z1,0,A)  P(29,(,A) D7 (21,(,N)

1 1
N A — .
+ (22’C7 )[q)n(Z15C7)\) q)n(z2a<-7)‘)]
Alors par des méthodes analogues a celles utilisées dans 1’étude de Ji, on
peut montrer que

N(ZI’C’)‘) — N(ZQ’C’)‘)

!
2= B T VR

(C,A)EQXAI*
I¢—21 22|21 — 29| 1/2

dX
Sz — 22 /
| | Z Xemih ok IS (1X |+ [X[2) | X|2nhes2

0<s<k " 2|21 -2 |1/2<|X|<C

< o1 — 22| (1 + [In|zy — 22| )P
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car [N (21,(,A) — N(22,CA)| < |21 — 22|Op—n-
La fonction ®(z,(,\) est de classe C* en z et par conséquent

n—1
1 B 1 < Z |21 — 22| .
O (21,0,A)  P(29,(,A\) = PP (21, ,\) PP (29,¢,N)

) 1 - .
En remarquant que si [ — 21| > 2|21 — 22|2, alors £ < |472‘ < 2, apreés

2 I¢—22]
intégration partielle en A nous obtenons

» 1 1
T2 _/ (CNeaxar, N(ZQ’C’A)IQn(zl,C,)\) - ‘I)n(ZQ,C,)\)’
¢—21>2|21 —29|1/2
dX
Slar—zl )

2n—k 1 A
1<s<k 2\z1—fjﬂf/;swx\gc I (1] + [X[2)1 5 [ X [2r—kesmt
dX

xenok (T + IXP) X

2|21 —29|1/2<|x|<C

+ |21 — 22|

<o — 207

et par conséquent Jo < |21 — z2|%.
On en déduit donc qu’il existe une constante C' telle que si 21,29 € 2

|Rar f(21) — Rarf(22)] < C| flloslz1 — 207 (5.4)

O

Remarquons que si on se restreint a une courbe complexe tangente joi-
gnant z; & 29 la différentielle d,® s’annule & l'ordre 1 en z = (. Par des
estimations analogues, on en déduit que Ry f est de classe C'~¢ sur toute
courbe complexe tangente de M.

Dans le cas des petits degrés, les roles de z et ( sont inversés; pour
appliquer les estimations ci-dessus nous avons donc besoin d’un noyau de
classe C! en (. Comme Rj; fait intervenir des dérivées d’ordre 2 en ¢ des
fonctions définissantes de M, nous devons supposer que M est de classe C3.

Théoréme 5.2 Si M est de classe C3 et 0 < r < q — 1, l'opérateur ﬁM est
1
continu de W2°(Q) dans C2_ ().

n,r—1

5.2 Estimations d’ordre supérieur

Nous allons utiliser des idées développées dans [15] et reprises par [8].
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On note ®;(z,() la fonction ®; pour J = (A1,..., g, A) € Z'(kx*) avec
Aj=1
Lemme 5.3 Il existe des champs de vecteurs Yf, .

que pour tout ¢ € U(zp) et 1 <i,j <k
“®;(¢,0) = 8y,

,Y,f tangents a M tels

ot 0;5 désigne le symbole de Kronecker.
Démonstration. Puisque M est générique, dpy A -+ A Opg # 0 sur U(zp)

et par conséquent la matrice

(0p1(€),0p1(¢)) (0pr(C),0p1(C))

A= : :
(0p1(€),00k(C)) - (Opr(C)0pk(C))

ot (9pi(€),0p;(C)) => 04 %(C) ggj (€), est inversible pour tout ¢ € U(z)

et il existe vq,... v € {1,...,n} tels que la matrice
0 e}
(O - Q)
B = : :
2= (0) 7= (C)
o SO

est inversible pour tout ¢ € U(zp).

On pose
YC = 1 Z Oéij(C) Z 85] Zﬁz] f
v=1 v

j=1

ot o] = A7 et [B;;] = B
On montre alors facilement que pour 1 <i,j <k

“Di(CC) =05 et Yip;=0.

Puisque px = p1 + -+ - + pi, on a par définition de Py,

k
Ora(200) = Y (A7 + A)2(2,0) + Oa.
7=1
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Pour A € Ay, on définit le champs de vecteurs Y)\C par

k
A+ A
¢ _ J * ¢
YA_ZZk ()\,_i_)\)zyj’
j=1 Zuj=1\"J *

Le champs de vecteur Yf est tangent & M et vérifie Yf ®7,(¢,¢,A) = 1 pour
¢ e U(Zo) et A € Ap,.

Définition 5.4 Une forme différentielle définie sur U(zy) x U(zg) X A
appartient a la classe E5 si elle peut s’écrire

Fatk—m
ot B7 = Og(¢ — 2)7 et a et B sont des entiers tels que 2n — 1 —23 +a > 0,

On dira qu’un noyau Ls est dans la classe L si

Ly(z0) = A Bl

ou Es appartient a Es.

Le noyau Rjs est une somme finie d’éléments de la classe £y. Remarquons
que si on remplace Rj; par un noyau de la classe L5, 6 > 0, I'inégalité 5.4
reste vraie avec une constante C' qui ne dépends pas de d, car |, + | >
%(Re D, + ‘Im@]*’)

Si X* est un champs de vecteur tangent & M en la variable z, on note
X¢ le champs correspondant en la variable (.

Lemme 5.5 Fizons § > 0, pour tout noyau Es de classe C' appartenant a
Es, il existe £ > 0 tel que pour (z,0) € U(zo) x U(z0) vérifiant |z — (| < € on
a

(XZ 4+ Xy,

NP

X*Es = —X Es + Y Ls + Gs,

ot G est une somme finie de noyauz de classe C'=' appartenant a ;.

Démonstration. On remarque que puisque Yf ®7,(¢,¢,A) = 1 pour ¢ €

U(zp) , il existe € > 0 et une constante C' telle que Y/\Cfbj*(z,g“,/\) > C si
|z — (| < e. Par ailleurs

(X* + XOE) = B
(X* 4+ X, =
YiE = 7L
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Le lemme résulte alors d'un calcul direct. O
On note erf;o(Q) I'espace des (n,r)-formes différentielles de classe C'

. . . I+3
dont les dérivées d’ordre [ des coefficients appartiennent a L>(2) et CnJ,r,? (Q)
I’espace des (n,r)-formes différentielles de classe C' dont les dérivées d’ordre
[ des coefficients sont holderiennes d’ordre %

Théoréme 5.6 Si M est de classe C'12 et n — k: —g+1<r<n-—=%k
opérateur Ry est continu de W52 () dans Cnr 1(2).

Démonstration. Fixons un point z; dans €2 et choisissons une fonction x
a support compact dans € telle que x(¢) = 1, si [¢ — 21| < §, et x(¢) =0,
si | — 21| > §, ot € est donné par le Lemme 5.5. On pose D(z1) = {z €
Q| ]z = 2] < £} On écrit

Rarf(2) = /< XN R0+ /C =X A (),

On note J1(f) la premiére intégrale du second membre et Jo(f) la seconde.
Puisque Rjps(z,() est de classe C*™ en z pour z # (, 'intégrale J(f) est
de classe C*> sur D(z).

Lemme 5.7 Soient § > 0, Ls un noyau de classe C' appartenant a Ls et f
une (n,r)-forme dans W,i?o(Q) Si

Laf(z) = /C XOIO A ()

et si X7,...,X7 sont des champs de vecteurs tangents a M, j < I, alors

~ 1
X{ ... X7Lsf appartient a C3r () et il eziste une constante C; indépendante
de § et de f telle que

I1XF ... X7 Ls 11 piayy < Cill flloo-

Démonstration. Le Lemme 5.5 et une intégration par parties donnent

XLfe) = | RGO A L0 + [ (OF€Q) AP0,
CeN ceN

ot X¢ est un champs de vecteurs tangent & M indépendant de § et Pj

une somme finie de noyaux de classe C'~! appartenant & £s5. En appliquant

successivement les champs de vecteurs X7,... X7, on obtient donc

X XL =Y z / X5, X(OF(0) A Qa(2:0),

v= ije{l
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oll Q5 est une somme finie de noyaux de classe C'~! appartenant 3 £5. On
peut estimer les intégrales du membre de droite comme dans la section 5.1
avec des constantes indépendantes de § ainsi que nous ’avons remarqué apreés
la Définition 5.4. O

Terminons la démonstration du Théoréme 5.6. On note Ls s le noyau
obtenu en remplacant ®;, par ®;, + § dans Rj;. On peut montrer en uti-
lisant les mémes arguments que dans le Lemme 2.11 de [8] que Z(;, mf et
X7. ..X;E(;,Mf converge uniformément vers EMf et X7. ..XfEMf sur €2
lorsque ¢ tend vers 0. Les constantes C; du Lemme 5.7 étant indépendantes
de 4, le théoréme est alors démontré. O

Un travail similaire en inversant les roles de z et ( permet d’obtenir le
théoréme suivant :

Théoréme 5.8 Si M est de classe C'3 et 1 < r < q — 1, Uopérateur Ry
1
est continu de WL (Q) dans cita ().

n,r—1

Nous terminons en prouvant un lemme de Poincaré pour le 0; avec régu-
. 1
laritée C!*3.

Théoréme 5.9 Soient M une variété CR générigue q-concave, de codimen-
sion réelle k, de classe C* plongée dans C" et zg un point de M. Pour tout
voisinage ouvert U de zg dans M, il existe un voisinage ouvert V. C U de
zo et pour tout v tel que 1 <r <g—loun—k—qg+1<r<n-—=k, un
opérateur
T, : Cpp(U) — Cp (V)

possédant les propriétés suivantes :

1. (i) fIV =0T f +Tr10pf, pour 1 <r<q—2etn—k—q+1<r<

n—k,
2. (i) fIV =0yT,f, sir=q—1 et Opf =0,

1
8. (iii) si f € Cl . (U) alors T,.f € CLTTQ(V) si M est de classe C'*3 et

1<r<q—1ousiMestdeclasse C? etn—k—q+1<r<n-—k.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que U est
contenu dans M C U(zp). Soit B une petite boule centrée en z; telle que
Q) = BN M soit un domaine & bord C' relativement compact dans U. Si f
est une (n,r)- forme continue sur U, on définit les opérateurs P, par:

Pof(C) = (—1)(HDram+ HE ) A Ratduoir 1 (20)
ze

si 1<r<qg-—1,



Estimations optimales 42

Pof(z) = (—1) &+ L 1) A Ryl (2.0)

¢ebfd
si n—k—qg+1<r<n-—k.

Il résulte de la définition des noyaux Rj; que les opérateurs P, sont continus
de wa,(U) dans wa,(Q) si M est de classe C"*3 et 1 <r < q—1ousiM est
de classe C"t2 et n—k — g+1 <r <n—k. Soit B’ une autre boule centrée en
2o telle que B'NM ccC . En utilisant le noyau de Henkin associé a la boule
B', on obtient un opérateur linéaire continu L, de C/, .(B’) dans ij,il(B’ )
0 <e <1, tel que

Prf’B’ =0L,_1P.f + L.OP,f.

On pose alors

k(k+1) ~

Tof = (—1)FEEET T Ry £+ (- 1DFL 1 P f.

La formule d’homotopie du (i) résulte alors du Corollaire 4.3 et du fait
que, grace a 4.7, oP. = Pr+15b, si0<s<qg—2etn—k—qg+1<r<n-—=k.
Le point (ii) se déduit aussi du Corollaire 4.3 en remarquant que P, f =
0,si Opf =0 et r =¢q— 1. En appliquant la Proposition 3.2 et le Lemme 4.1
on obtient
D, Ry = (—1)F Z sgn(1)Cf.
1€T/ (k)

Mais, d’aprés le Lemme 3.4, 0,[C/]nn_k—q = 0 et par des arguments ana-
logues & ceux développés dans [13] (Lemme 5.4 et 5.5), pour tout I € Z'(k),
on peut approcher uniformément au voisinage de bQ2 les [Cly, ,,—k—q par des
formes 0.-fermées au voisinage de Q. Alors la formule de Stokes permet de
prouver que qu_lf =0,si 0pf =0.

Finalement (iii) est une conséquence des Théorémes 5.6 et 5.8 et de la
régularité des opérateurs L,. U

6 Appendice

Cet appendice reprend des résultats démontrés dans [14], utilisés pour
estimer 'intégration en \ pour les différents noyaux.

Soient h > 2, un entier et K = (ki,...,ks) € P'(h), on pose d\g =
dAg, N+ - - NdAg, . Soient de plus C,, 0 et € des constantes positives, ¢1, ... ,¢p
des nombres complexes tels que

Re p; >d+¢ (6.1)
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Sii,j € {1,...,h} avec i # j, V} représente la dérivée partielle 8‘9—)\1_
en considérant \; dans le systéme de coordonnées (Aq,... ,Xi, . yAp) sur
Aq,...n) et on note

Vi =iV
pour t > 2, et 1 <iy,,j, < h, avec i, # j, (v =1,...t).
Soient 7 et I' deux fonctions de classe C*° sur Ay 3 telles que

O < 2 (6.2)
Vit < < (6.3)
T < G, (6.4)
Vi-UT(N)| < G (6.5)

pour tout A € A p), 1 <t < h+2,1<4,,j < h,aveci, # j, (v =
1,....t).
Rappelons les estimations prouvées dans le Théoréme 6.1 de [14]:

Théoréme 6.1 Si pour tout p € N, on note C,, = (3p)!127P, alors
1. pour tout p €N, on a

2. pour tout K € P'(h) et tout p > |K|+1

/ L(A)d,...n) - C,C,
A,.h) (Z?ﬂ Ajej + V(A))p " ljex @il (0 + )= 1Kl

.....

On définit maintenant la notion de famille de sommets admissibles cor-
respondant ¥ la Définition 7.3 dans [14]:

Définition 6.2 Soit o la constante donnée par la relation 3.5. Une famille
de sommets admissibles est une famille ordonnée (\',... \!) de points de
Aq,.. Ny telle que:
(i) il existe K = (kq,...,k;) € P'(N+1) tel que NV € Ay, pourj=1,...,l;
(i) Ai,...,\ sont des vecteurs linéairement indépendants dans R!;
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(i) pour tout (C,2,7) € C" x Uy x Ay, 1) la fonction vy définie par

! l
YCam) =Gz Y M) =D ez N)
=1 =1

vérifie les relations suivantes :
Q@
|7(C7za7-)| < §|C - Z|2 (66)

ViriCanl < glo— P (6.7)

Ji---Jit =
pour tout 1 <t <I1+2,1<4,.5, <, avec i, #j, (v=1,....1).

Si (A,...,Al) est une famille de sommets admissibles, alors, on note

l
ANL ) =8> N re A
j=1
On dit alors qu’un simplexe A est admissible s’il existe une famille de som-
mets admissibles, (A!,... \), telle que A = Ayt -
On peut maintenant énoncer le lemme suivant, qui est démontré dans

[14]:
Lemme 6.3 Il existe ¢ > 0 tel que, si K = (ky,...,k) € P (N +1) et
Ao e Ak sont des vecteurs linéairement indépendants avec
N =N <e, (1<iy<I)
alors (A, ...\ \) est une famille de sommets admissibles.

D’aprés le Lemme 6.3, on peut diviser A7 en un nombre fini de simplexes
admissibles.
Si AL, ... A est une famille de sommets admissible fixée, on pose

AL ) = [he Agrlh € AL, ... D).

Les intégrales sur Ag; sont donc des sommes finies d’intégrales associées y
des simplexes admissibles.
Pour majorer I'intégration en A, on remarque alors que

Vi[04 xA; — A
() — (R =D T 9 (1= D) T 9,Y)

est un difféomorphisme et on peut alors utiliser le Théoréme 6.1.
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