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grable, en considérant le cas ot le systeme reste régulier et le cas ou il devient
singulier.
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Introduction

Déformations de systémes complétement intégrables

Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2N et H € C* (M) un hamil-
tonien. En général, la dynamique donnée par le champ de vecteurs Xy associé au
hamiltonien est extrémement compliquée et peut méme avoir des trajectoires denses
dans une couche d’énergie H~' (E). Il est alors tres difficile de prédire quoi que ce soit
sur les trajectoires. Dans certains cas, cependant, il se peut que les trajectoires soit con-
finées a l'intérieur de sous-variétés N' C M, de dimension inférieure 4 2N — 1. Lorsque
ces sous-variétés sont lagrangiennes, cela implique des restrictions tres fortes sur la dy-
namique, notamment, qu’elle est linéaire pour un systeme de coordonnées sur A/ con-
venablement choisi. Un hamiltonien est completement intégrable (CI en abrégé) quand
M est fibré par de telles sous-variétés lagrangiennes invariantes par la dynamique.

En général, 'ajout a H d’une petite perturbation eV détruit ce caractere CI. Beaucoup
de travaux, reliés au fameux théoreme KAM!, sont consacrés cependant a 1’études des
structures du systeme CI qui sont conservées apres 1'ajout de la perturbation ; ce sont
les sous-variétés N sur lesquelles la dynamique de Xy vérifie une certaine condition
diophantienne.

Les hamiltoniens completement intégrables ne sont donc pas “génériques”, mais on
peut se demander quelles sont les perturbations qui laissent le systéme completement
intégrable. C’est en fait une question a deux volets, puisque un systeme CI est soit
régulier, soit singulier. Il est alors naturel, lorsque I’on se donne un systeme CI régulier,
de se poser les deux questions suivantes :

« Quelles sont les perturbations qui laissent le systeme complétement intégrable
régulier ?

- Quelles sont les perturbations qui laissent le systeme complétement intégrable,
mais en le rendant singulier ?

Cette question est en général difficile, mais on s’intéresse dans ce papier a expliciter la
condition formelle “au premier ordre en £”, qui est une condition nécessaire pour le
systeme réel (¢ € R).

Dans une premiere partie (section A), on rappellera les définitions d'un systéme
completement intégrable, et on énoncera certaines constructions et propriétés qui seront
utilisées par la suite. On explicitera notamment la condition de non-dégénérescence
nécessaire pour notre approche, et on donnera en appendice (section C) les relations
d’implication entre notre condition de non-dégénérescence et celles présentes dans la
littérature.

Enfin, dans une seconde partie (section B), on étudiera les déformations de systemes
CI réguliers et on explicitera les conditions sur la perturbation qui laisse le systéme CI,
régulier (théoreme B.5) ou singulier (théoremes B.9 et B.14), au premier ordre en ¢.

I pour Kolmogorov ([6]), Arnol’d ([1]) et Moser ([10]). Voir aussi le livre [8] et ’article [12].
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Notations

Si E est un espace vectoriel et /' C E un sous-espace vectoriel, on note F° C E*
'orthogonal de F' pour la dualité. De méme, si X € E est un vecteur, on note X° C E*
l'espace des vecteurs duaux a € E* vérifiant o (X) = 0,i.e X° = (X @ R)".

Si M est une variété, on note 727 (M) l'espace des tenseurs au point m € M de type
(p, ). On note 774 (M) = |J,, T2? (M) le fibré tensoriel de type (p,q). En particulier,
onaTM =T (M)etT*M = T% (M).

Si F est un fibré, on note I' (F') I’espace des sections de F'. Pour les sections du fibré
tensoriel (i.e I'espace des champs de tenseurs de type (p, ¢)), on simplifiera la notation
en I'?? (M) =T (TP9(M)).

On notera ¥V (M) = T''? (M) 'espace des champs de vecteurs. Enfin, on notera
Q4 (M) C T% (M) I'espace des champs de ¢-formes différentielles antisymétriques.
Dans la suite, on dira simplement “g-forme” au lieu de ”g-forme antisymétrique”.

Lorsque la variété est munie d’une connexion affine, de dérivée covariante V, on
indiquera en indice le signe V pour noter les espaces de tenseurs constants par rapport a
V. Par exemple, on notera Vy (M) C V (M) l'espace des champs de vecteurs constants,
et Oy (M) C O (M) 'espace des 1-formes constantes.

Dans diverses situations, on a besoin de travailler avec une variété M et un ensemble
de parametres P, et de considérer des fonctions f : M x P — R dont la régularité par
rapport a M est uniforme par rapport a P.

Définition. On définit C (M) C C* (M), 'espace des fonctions C* uniformément
par rapport a P, comme étant ’ensemble des fonctions f : P — C* (M) bornées pour
la famille de semi-normes || ||k (x, pour tout compact K C M. Précisément, ce sont les
fonctions f : M x P — R telles que :

. Pour tout p € P alors f, € C*° (M).

. Dans tout systeme de coordonnées locales {z;}, pour tout compact K contenu
dans le domaine de définition des coordonnées locales, pour tout point m € K et
pourtoutp € P,ona|d;,...0; f, (m)| < C (i1, ..., 44, K), ott la constante C (i1, ..., %, K)
est positive et indépendante de p.

De la méme maniere, on parlera de I'espace des champs de vecteurs C*° uniformément
par rapport a P et de 1'espace des difféomorphismes de M dans M uniformes par
rapport a P.

Enfin, on fixe les différentes conventions de signes de la géometrie symplectique de
la maniere suivante. En tout point m € M, la forme symplectique peut étre vue comme
un isomorphisme w : T, M — Tx M défini par w (X) = w (X, .). Pour tout hamiltonien
H € C* (M), on définit son champ de vecteurs hamiltonien par Xy = —w™" (dH). Le
crochet de Poisson de deux fonctions F et G est { F, G} = w (XF, X;), etona Xy = {H, .}.



A Systemes complétement intégrables réguliers non-dégénérés

A.1 Systemes CI réguliers
A.11 Systémes CI réguliers et singuliers

Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 2N et soit {, } le crochet de Poisson
associé.

Définition. Une application moment A = (A;,...,Ay) : M — R d’un hamiltonien
H € C* (M) estla donnée de N fonctions A; € C* (M) vérifiant

. {4, Ax} =0, pour tous j, k : 1...N. On dit que les A; sont en involution.

. {A4,,H} =0, pour tout j : 1...N. On dit que les A; sont des constantes du mouve-
ment.

- Les différentielles dA; sont linéairement indépendantes presque partout.

Pour une application moment donnée A, on définit son lieu singulier S (A) ¢ M
comme l'ensemble des points singuliers, i.e les points m € M ou les différentielles
dA; sont linéairement dépendantes. En tout point m € S (A), on définit corang (m), le
corang de la différentielle en m, dA,, = (dA1, ...,dAy),, : TM — RV

Définition. Un hamiltonien H € C™ (M) est dit completement intégrable (CI) lorsqu’il
admet une application moment.

En général, un hamiltonien CI admet plusieurs applications moments, et un point m
peut étre singulier (corang (m) > 0) pour une application moment et régulier (corang (m) =
0) pour une autre. Les singularités de I'application moment proviennent parfois de la
topologie de M (ou des surfaces de niveau Sg = {m; H (m) = E}) qui impose aux ap-
plications moments d’avoir au moins un certain nombre de points singuliers, mais sans
imposer quels points doivent étre singuliers. Il se peut aussi que la relation de commu-
tation {A;, H} = 0 impose a un point précis d’étre singulier.

Définition. On dira que m € M est un point singulier du hamiltonien s’il est singulier
pour toutes les applications moments. Un hamiltonien H est dit completement inté-
grable régulier (Clreg) s’il ne possede aucun point singulier, autrement dit si pour tout
point m il existe une application moment de H réguliere en m.

Lorsque 1'on a une application moment réguliére et propre, les images réciproques
A~'(a), a € RY, sont compactes, et le théoreme de Mineur-Liouville? ([9],[7]) nous
assure que les fibres A~! (a) sont des tores lagrangiens (dits tores de Liouville) et qu’il
existe localement autour de chacune d’elles un systéme de “coordonnées” dites angles-
actions (z,€) € TV x RY. Dans ce cas, une application moment réguliere définit au

2que l'on appelle aussi parfois “théoréme actions-angles” ou encore “théoreme d’Arnold-Liouville”
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voisinage d’une fibre A~ (a) une fibration localement triviale en tores lagrangiens T .
D’autre part, lorsque le hamiltonien est non-dégénéré, on peut montrer (voir appendice)
que cette fibration est unique (indépendante de 'application moment). On a alors un
objet global : une fibration M % B dont les fibres M, = 7~ (b), b € B, sont des
tores lagrangiens de dimension N. L'espace de base B est 'espace des tores® et une
application moment donne un systeme de coordonnées locales sur B.

A partir de maintenant, on adoptera la définition suivante pour un systéme com-
pletement intégrable régulier, qui est celle de Duistermaat dans [4].

Définition A.1. Un systeme completement intégrable régulier (ClIreg) (H MD B)

est la donnée d’une fibration lagrangienne M - B dont les fibres sont des tores, et
d’un hamiltonien H € C* (M) constant sur les fibres. Un hamiltonien H est dit Clreg
lorsqu’il existe une telle fibration lagrangienne le long des fibres de laquelle H est con-
stant.

L’existence d’une telle fibration lagrangienne en tores implique la présence naturelle
de structures affines plates et sans torsion a la fois sur chacun des tores M, (remarqué
par Weinstein [13], voir aussi [14], p.74) et sur I'espace de base B (remarqué par Duis-
termaat [4]).

A.1.2 Structure de tore affine sur les fibres

Weinstein a montré que lorsque 1'on se donne un feuilletage lagrangien, alors toute
feuille est munie d"une connexion affine V plate et sans torsion. On montre d’autre part
([14], p.83) que lorsque le feuilletage est réductible, cette connexion est sans holonomie.
Si de plus la feuille est complete, alors elle est difféomorphe au cylindre plat T? x RV~?
([5], p-211). Par exemple, si la feuille est compacte, alors c’est un tore plat.

Dans le cas d’une fibration lagrangienne en tores, chaque fibre a donc la struc-
ture d’un tore affine de dimension N. L’absence d’holonomie nous permet de définir,
pour chaque fibre M,, I'espace Vy (M;) C V (M,;) des champs de vecteurs constants,
I'espace Q% (M;) C Q! (M,) des 1-formes constantes, ainsi que 'espace QY (M) C
QY (M) des formes volumes constantes. Un systéme de coordonnés (z1, ..., zy) est dit
plat lorsque les différentielles dz; sont constantes, i.e V (dz;) = 0. Par exemples les coor-
données “angles” d"un systéme de coordonnées “angles-actions” sont plates sur chaque
tore.

Définition A.2. On définit le réseau des périodes A, C Vg (M;) par
Ap = {X € Vg (My) ;6% =1},

ou ¢ est le flot au temps 1 du champ de vecteurs X.

%l peut étre éventuellement compact.



Les fibres étant des tores, les champs de vecteurs entiers 1-périodiques forment ef-
fectivement un réseau de Vy (M,;). De méme, on introduit son réseau dual.

Définition A.3. On définit ensuite le réseau A} C Q% (M,), dual* du précédent, par
Ay ={a ey (My);VX € Ay = a(X) € 21} .

Le théoréeme de Mineur-Liouville permet de montrer que les réseaux A, dépendent
de b de maniere C*°, et forment donc une fibration C* au dessus de B.

Définition A.4. On définit le fibré des périodes

A= UA(, C UVV(Mb)
beB beB
et son dual (contenant le facteur 27)
A=A cop (My).
beB beB

A.1.3 Structure affine et monodromie sur I’espace de base

Pour tout point b € B, la forme symplectique w permet de définir ’application suivante
Ly - TbB — le (Mb)
X = w (X ) ‘Mb ,

ott X € V(M) est un relevé de X € T,B dans le fibré M 5 B, i.e pour tout m € M,

on a , (Xm) = A&,. Cette application ne dépend pas du choix du relevé puisque si

Z et f)E'; sont deux relevés de X, alors Z — z est tangent a M,. La fibre M, étant

= 0. On montre aussi que l'image
My,
u (X)) est bien une forme constante pour la dérivée covariante V. On définit ensuite

'application transposée ¢; : Vy (My) — T B. On vérifie qu’elle est donnée par

lagrangienne, cela implique que w (jc'vl - .3(;)

() TEB = Vo (M)
B = —wt (W*ﬁ)‘Mb )
On montre alors facilement que ces deux applications sont des isomorphismes d’espaces

vectoriels.
On étend ensuite de maniére naturelle ces deux applications en deux applications

L:TB—)UQIV(M())

beB

*Attention a l'introduction du facteur 27 dans la définition méme de I'espace A}.
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et
L U Vy (M) — T*B,
beB
que 1'on montre étre des difféomorphismes d’espaces fibrés au dessus de B.

Définition A.5. On définit E* C T*B le fibré des actions sur B par
E*=.(A).

C’est un sous-fibré C* de T*B, E* = |J,.5 E;, dont la fibre Ey = 1; (A;) est appelée
réseau des 1-formes entieres en b. La différentielle d§; d"une coordonnée action d'un
systeme de coordonnées “angles actions” est une section C'* (donc constante) du fibré
des actions E*.

Définition A.6. On définit E' C T, le fibré 2r-dual du précédent
E=1"1(A).

C’est un sous-fibré C* de TB, E = |J,.; Es, dont la fibre E, = ¢, ' (A}) est appelée
réseau des vecteurs entiers en b.

L’existence de ce fibré en réseaux permet d’identifier les espaces tangents 7,8 pour
des b voisins, cela donne une structure de connexion affine entiére sur B. L’holonomie de
cette connexion est appelée monodromie. C’est une obstruction a I’existence de sections
globales du fibré E et donc a I'existence de variables actions globales ([4]).

A.1.4 Séries de Fourier

Les fibres M, étant compactes, on peut choisir la mesure constante |duy|, duy € QY (M),
définie de maniére unique par [ M, || = 1. Sur chaque tore affine M, on définit
I'espace des fonctions de carré sommable a 1’aide du produit scalaire suivant

(flgy=[ Fgldwm|
My

pour tout couple (f, g) de fonctions de M, a valeurs complexes. On définit alors la
norme L? associée par || f||2, = (f| f) etl’espace L? (M,) par L* (M,) = {f; || f]l» < o<}

Soit un point de référence z, € M, fixé. Pour tout point z € M,, il existe un
champ de vecteurs constant X € Vy (M,;) tel que z = ¢} (z9). On a en fait une classe
d’équivalence, puisque deux vecteurs X,y € Vg (M,) ayant cette propriété vérifient
que X — Y € Ay. Onnotera X = x — z( un représentant de cette classe.

Pour tout k € A}, on définit I’'onde plane e;, € L? (M,) par
ex (.I) — eik(wfwo)

et on définit la série de Fourier f (k), k € A* de la fonction f : M, — C par

Fk) = (sl f) = / HEE0) £ (1) [dpsy

My
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On peut ensuite reconstituer la fonction par la formule inverse

Zf zk:c :co)

keA;

Cette série de Fourier a toutes les propriétés bien connues. Notamment, on voit facile-
ment que pour tout champ de vecteurs constant X € Vy (My) et toute fonction f €

C' (M;),ona

X (f) (k) = ik (X) f ().

Moyennant le choix d"un point origine z, € M, on peut donc définir, pour toute
fonction f, : M, — C, sa série de fourier fb : Aj — C. Naturellement, pour toute
fonction f : M — C, on souhaiterait définir globalement sa série de Fourier f: A* — C,
ou encore f : E — C, en utilisant I'identification ¢ (E) = A*. Pour cela, il faut choisir un
point origine z, (b) pour tout b, i.e une section du fibré M — B. Ainsi définie, la série
de Fourier d'une fonction f € C* (M) aura des coefficients de Fourier dans C'* (B)
si et seulement si la section zy : B — M est C*, ce qui n'est en général possible que
localement.

D’autre part, les sections du fibré E sont, par construction, constantes par rapport a
la connexion sur B, ce qui permet d’identifier localement chaque espace E, C T,B avec
'espace des sections I' (E), que 1’on notera simplement I'. On ne pourra cependant faire
cette identification que localement a cause de la présence de monodromie.

Dans toute la suite, on se restreindra au cas ot B est ”suffisament petit” pour que
d’une part la monodromie soit nulle, et que d’autre part il existe une section globale
o (b). Pour tout k € A}, on notera k € Fj, son image k = 1, * (k), et on utilisera implicite-
ment l'identification entre E, et I'espace I' des sections du fibré E. Dans ce cas, pour
toute fonction f : M — C, on pourra alors définir sa série de Fourier f:BxI=C par

F(b.k) = Fu b,

ouk = (/5) et fb est la série de Fourier de la fonction restreinte a la fibre Mj. Dans la
suite, on utilisera implicitement cette égalité, et on notera simplement la série de Fourier
7 (b, /E) .

Proposition. Une fonction f de M dans C est C* si et seulement si, dans un systeme de
coordonnées locales {&;} sur B, pour tout compact K C B sans monodromie, pour tout multi-
indice o € ZV, pour tout b € K, pour tout kel et pour tout entier a > 0, il existe une
constante C (o, a, K) telle que

o (n.)| < 0O,

ot I'on s’est donné une norme | | sur I



La série de Fourier hérite naturellement des propriétés des séries de Fourier sur
chaque fibre. Par exemple,

Proposition. Soit une fonction f € C* (M). Soit H € C* (M) un hamiltonien de la forme
H=Fomet Xy €V (M) son champ de vecteurs associé. La série de Fourier f : BxI' — C
vérifie alors

X (f) (b, k) — idF (lé)bf(b, k) .
A.2 Systémes non-dégénérés

Considérons un systeme complétement intégrable régulier (H M5 B). Par défini-

tion, le hamiltonien est constant sur les fibres qui sont, par convention, connexes. Il
s'écrit donc H = F ow, avec F' € C™ (B). Pour les résultats de la section suivante,
on a besoin de demander une condition de non-dégénérescence sur la fonction . On
montre en appendice que la condition de non-dégénérescence utilisée est équivalente a
certaines conditions présentes dans la littérature, et qu’elle est plus faible que la condi-
tion dite de Kolmogorov.

Définition A.7. Pour tout X € Vy (B) champ de vecteurs constant, on définit la fonction
Qy € C* (B) par

et la “surface de résonnance” ¥y C B par
Yx ={be B;Qx (b) =0}.

On utilisera le terme surface de résonnance bien qu’il ne soit approprié que lorsque
X estdans leréseau I’ C Vy (B).

Condition A.8. On dit que le hamiltonien H (ou F’) est non-dégénéré si, pour tout
X €Vy (B)ettoutb € Xy, ona

d (), #0.

Cela implique notamment que Xy est une sous-variété de codimension 1 de B.

C’est cette notion de non-dégénérescence, appelée “non-dégénérescence au sens faible”
dans I'appendice, que 1'on va utiliser dans toute la suite (mis a part dans 1'appendice)
sans préciser “au sens faible”.

Si H est un hamiltonien CI non-dégénéré, la proposition C.11 située en appendice
nous apprend que toute fonction C* (M) qui Poisson-commute avec H est constante le
long des fibres, ce qui a pour conséquence que les applications moments ont la forme
spéciale indiquée dans la proposition suivante.

Proposition A.9. Si <H SMD B) est un systeme CI régulier non-dégénéréet A = (A, ..., An)
est une application moment de H, alors les A; ont les propriétés suivantes :
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. Les fonctions A; sont de la forme A; = a; o w, avec a; € C* (B).
. Les différentielles da; sont linéairement indépendantes presque partout sur B.
« Pour tout b € B et toutm € Myona

N
corang (m) = dim ﬂ ker (da;), -

i=1

On peut montrer qu’un hamiltonien non-dégénéré vérifie de plus la propriété que
la différentielle d2 reste non nulle dans un certain voisinage de Xy, et cela de maniere
uniforme par rapport a X' variant dans un espace P précisé ci-dessous.

Proposition A.10. Soit une métrique riemannienne g sur B3, et |.| sa norme associée sur T 1.
Soit l'espace de parametres P = {X € Vg (B) / |X| > 1}, et soit la famille de fonctions Qx €
Cy (B) définies précédement. Si F' est non-dégénérée alors Q) x vérifie la condition suivante : il
existe deux constantes T' > 0 et C' > 0, telles que

VX € P,Ybe B/ Qx (b)] < T = |(dQx),| > C.

Cette propriété satisfaite par les hamiltoniens non-dégénérés nous permet d’énoncer
le lemme technique suivant, dit “lemme de division”.

Lemme A.11. Soit N une variété de dimension n, P un espace de”parametres”, et g une
métrique sur N. Soit Q, (m) € C¥ (N) une famille de fonctions vérifiant I'hypothese suiv-
ante :

. Il existe deux constantes T > 0 et C' > 0, telles que pour tout p € P et pour tout m € N'
tels que |, (m)| < T, on a |(dSY,),.| > C.

Soit G, (m) € C¥ (N), alors I'équation
O, F, =G,
admet des solutions F, (m) € C¥ (N) ssi la fonction G, satisfait a
Vp e P,Ym € N/Q,(m) =0= G, (m) =0.

Dans ce cas, on a de plus les estimations suivantes. Pour tout compact K C N, pour tout
multi-indice o € Z", pour tout p € P et pour tout m € K, on a

02F, (m)] < Ca(K) > |82G, (m)],
B ez

18] < o

ot la constante C,, (K) dépend de 2, mais pas de G.
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Démonstration. Pour résoudre 1'équation 2,F, = G,, il est clairement nécessaire que,
pour tout p, la fonction G, soit nulle 1a ou 2, l'est. Lorsque la fonction 2, est non
dégénérée, cela signifie qu’elle s’annule sur £, “au premier ordre”. On va montrer que
la condition nécessaire pour G, est aussi suffisante. Pour cela on sépare le probleme en
deux parties en considérant successivement ce qui se passe pres puis loin de ¥,. Pour
la démonstration, on munit la variété M d’une métrique g, mais le résultat ne dépend
pas de cette métrique.

- Pour toutp € P, considérons l'ouvert O] = {m € B/ |Q, (m)| < T}, de I'hypothese
de non-dégénéréscence, ainsi que I'ouvert OF = {m € B/ |, (m)| > T }. Dans ce
dernier, la minoration de |2, (m)| > T permet d’effectuer la division F, = g—;’ et

d’obtenir une fonction F, € C¥ ((5; )

. Considérons ensuite la situation a l'intérieur de O). On va montrer qu’il existe
X, eV ((’)Z ) un champ de vecteurs C*, uniformément par rapport au parametre
p, non nul dans OPT , transverse a X, et vérifiant

Vm € O) ,Vp € P = dQ, (X,),, = 1.

En effet, soit V2, le gradient de 2, défini a partir de la métrique g. L'hypothese
de non-dégénérescence de ©, implique que pour tout m € O}, on a [d€,| > C si
bien que le champ de vecteurs X, = % est C* uniformément par rapport au
parametre p et non nul dans O] 1l est aussi orthogonal et donc transverse aux
lignes de niveau de €2, donc en particulier a 3, et vérifie
s, (VQ
<, (Xp) = sz
VS|

= 1

. Soit ¢! le flot de X, au temps ¢. La relation dQ), (X,) = 1 implique que
I P p p \Ap plique q
Qp o ¢y, (m) =t +Q, (m)

et donc que ¢, (m) est bien défini pour tout ¢ € [T — Q, (m) ,+T — , (m)]. On
effectue alors un développement de Taylor au premier ordre avec reste intégral,
pour la fonction G, (m) :

Qp(m)
G, (m) = Gp o ¢ (m) + / 0t X, (Gy) 0 = (m).

Par hypothese, on a G, o ¢, ™ (

de variable ¢ = uf2, (m) donne

m) = 0. De plus, dans l'intégrale, le changement

G m) = 3, m) | LduX, (Gy) o gD (m).
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On résout alors I’équation €2, F, = G, en posant
1
By (m) = [ duX, (Gy) o 6209 (m).
0

. Par construction, le champs X, est C*° uniformément par rapport au parametre p,
ce qui fait que la fonction X, (G) o PV (1) est O (OT x [0,1]), otx [0,1] est
l'intervale de la variable d’intégration u. On a donc F, € C% (OF').

. On peut donc résoudre Q,F, = G, globalement dans N, et la solution F,, = g—i est

dans F, € C (N). Dans tout compact K C M, dans un systeme de coordonnées
locales {z,},

. pour tout multi-indice o € Z", pour tout p € P et pour toutm € K, on a

05 F, (m)| < Ca () ) [90G, (m)],
pez
B8] < |af

ott la constante C,, (K) dépend de 2, mais pas de G,,.

B Déformations de systémes CI réguliers

Dans la suite, on considére un systeme completement intégrable défini par une fibration
lagrangienne M = B et un hamiltonien H, constant sur ses fibres et non-dégénéré au
sens de la condition rA.8, et on s’intéresse aux déformations® H, de ce hamiltonien. On
sait, depuis Poincaré, qu’en général le hamiltonien H, perd son caractere CI dés que
e # 0. Le fait de rester CI impose des conditions trés fortes sur la perturbation. Le fait
d’autoriser I'apparition de singularités, tout en restant CI, permet de relaxer un peu ces
conditions. Dans la suite, on va exhiber les conditions nécessaires et suffisantes sur la
perturbation pour que le systeme reste CI (avec ou sans singularités) au premier ordre en
e. Cela donnera donc des conditions nécessaires pour la déformation a € quelconque.

On considére a partir de maintenant un hamiltonien perturbé de la forme H, =
Hy+¢V,avec V € C*® (M). Le hamiltonien non perturbé étant constant sur les fibres, il
s’écrit Hy = Fy om, avec Fy € C* (B). On notera Xy = Xp, le champ de vecteurs associé
au hamiltonien H,. On utilisera aussi abondament les surfaces de résonnance Xy de la
définition A.7.

°On ne considérera que des déformations C™ par rapport au parametre «.
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Condition B.1. On dit qu'une fonction V' € C* (M) satisfait la condition (x;), avec
be B, si
vk €T\ 0, dF, (/c)b:0:>v (bk) —0,

Condition B.2. On dit qu'une fonction V' € C* (M) satisfait la condition (x) si elle
satisfait la condition (*,) pour tout b € B.

Proposition B.3. Une fonction V-€ C'* (M) satisfait la condition (x) si et seulement si, pour
tout tore périodique My, la moyenne de V' le long de la trajectoire périodique issue de x € M,,

T
V=7 [ Vooy@a

est une fonction constante sur le tore M,

Démonstration. Tout d’abord, la condition (x) pour V est équivalente a
vk EeT\0,¥b €5 = V (b,k) =0.

En utilisant le fait (proposition C.11) que I'ensemble des b périodiques appartenant a
I'hypersurface ¥; est dense dans ;, on en déduit que la condition (*) est satisfaite des
que

Vb périodique, Yk € T'\ 0, dFy (/})b =0=V (b, /5) =0.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que la série de Fourier 1% (b, IE) de la moyenne de V'

est donnée, pour tout k € T, par

= V (b,k) siar (k) =0
v <b, k) — . ,
0'si dFy (k) £0
ce qui fait que la condition (x) revient bien a demander que la fonction moyennée V soit
constante sur le tore M,,. O
Une déformation réguliere d'une hamiltonien CI régulier revient a déformer la fi-
bration, ce qui peut étre exprimé a l'aide d’un symplectomorphisme. On ne pourra
cependant pas, par cette approche, étudier les déformations qui rendent le systeme
singulier. Dans cette optique, on va travailler non pas en terme de déformation de
la fibration, mais en terme de déformation d’application moment, ce qui permettra
I'extension aux déformations singulieres. Ainsi, étant donné un hamiltonien perturbé
H, + €V, on va chercher une application moment A = (44, ..., Ay) et une déformation
A+ eC = (A; +eCy, ..., Ay +eCy) qui soit une “application moment a O (g?) pres”.
Selon le degré de régularité que 1’on souhaite pour 'application moment A, on devra
imposer une condition plus ou moins forte sur la perturbation V.
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Définition. Soient (HO, M5 B) un systéeme Clrég non-dégénéré et V € C* (M) une
perturbation. Une application moment (éventuellement singuliere) A = (A4, ..., Ay) de
H, est dite V-déformable s’il existe des fonctions C; € C* (M) telles que pour tout
1,7 = 1..N on ait

{Aj + 8Cj, Hy + SV} =0 (82)

et

{AZ + 802',14]' + 8Cj} =0 (82) .
Lemme B.4. Soient (HO, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et Ve C* (M) une per-
turbation. Une application moment A = (A, ..., Ay) est V-déformable si et seulement si pour

tout j = 1..N le crochet de Poisson {A;, V' } vérifie la condition (x).

Remarque. Ce lemme va étre ensuite utilisé pour prédire I'existence d’applications mo-
ments déformées A + ¢C, et la condition sur le crochet de Poisson {A;, V'} donnera des
conditions différentes sur la perturbation V' selon si 1'on souhaite que le systeme reste
régulier ou sil’on autorise 'apparition de singularités.

Démonstration. Le hamiltonien étant constant le long des fibres, il s’écrit Hy = Fy o7,
avec Fy € C* (B). On va résoudre d’abord la premiere équation et voir que la seconde
sera automatiquement satisfaite.

1. Le crochet de poisson de la premiere équation s’écrit
{Aj+eCj,Ho+ eV} ={A;, Hi} +c{A;,V}+e{Cj, Fpor} + O (£7).

Le premier terme est nul puisque les fonctions A; commutent avec H,, si bien que
I'on doit simplement résoudre

{AJ"V} = {FOOW’C]'}a

pour tout j € 1..N et tout m € M. On écrit ensuite la série de Fourier de cette
équation qui est, pour tout j € 1..N, tout k € ['et tout b € B :

(4,,V} (b, k) — idF, (k)b s (b, k) . 1)

. Lorsque k = 0, on utilise le fait (proposition C.13) que les A; s’écrivent A; =
aj om, avec a; € C™ (B). Il s’ensuit que la série de Fourier de {A4;,V'} s’écrit

{4;,V} (b, l%) = ida; UC)(; 1% (b, l~€>, et donc que {4;,V} (b,0) = 0. L'équation

(1) est alors satisfaite et on peut choisir C; (b, 0) arbitrairement.

. Lorsque k # 0, on se trouve pour chaque j dans la situation du lemme A.11
de division , avec I'espace de parametres P = I'\ 0. Les hypotheses du lemme
sont satisfaites grace au fait que I’'hamiltonien H est non-dégénéré et possede
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donc la propriété décrite dans la proposition A.10. Le lemme A.11 nous as-

sure alors que l'on peut diviser par dFj (k) si et seulement si le crochet de

Poisson {A;,V'} satisfait a la condition (*). En utilisant ensuite le fait que V'
et A; sont dans C*° (M), le lemme A.11 nous permet de montrer que les solu-

tions C; sont C* (M), puisque leurs séries de Fourier C; (b, /5) sont C* (B) a

décroissance rapide en k.

2. Considérons maintenant la deuxieme équation
{Az + 501': Aj + 8Cj} =0 (82) .

Par hypothese, les fonctions A; sont en involution, ce qui fait que 1'équation est
satisfaite a 'ordre £°. Il faut alors simplement demander que le terme d’ordre ¢!
soit nul, i.e

{4:,C;} +{Ci, A5} = 0.
En Fourier, cela s’écrit pour tous 7, j € 1..N, tout keTettouth e B

da; (/E)béj (b, 12) = da; (%)b@- (b, 12:) . )

Cela est automatiquement satisfait lorsque & = 0, et aussi évidement lorsque i = j.
Pour i # j et k # 0, on prend 'équation (1) satisfaite par C; et on multiplie a droite

et a gauche par da; | k) , ce qui donne
b

da; (/E)bdai (k)b V (b,k) = dR, (lé)bdai (/E-)béj (b%)

En faisant de méme avec C; et da; (l%) , on obtient
b

dF, (/})bda,- (lé)b@ (b.) = dFy (lé)bdai (lé)béj (v%) .

ce qui fait que I'équation (2) est satisfaite pour tout b n’appartenant pas a I’hyper-
surface 7! (3;), ou &; = {b; dFy (l;:) = O}. Enfin, cette hyper-surface étant de
b

codimension 1, on montre par continuité que 1’équation (2) est satisfaite pour tout
bebB.

[l

B.1 Déformations régulieres

On peut maintenant déduire du lemme précédent les conditions nécessaires et suff-
isantes a imposer sur la perturbation V' pour que le systeme reste CI régulier.
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Théoreme B.5. Soit (Ho, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit Ve C* (M) une
perturbation. Pour tout point m € M, il existe une application moment V-déformable réguliére
autour de m si et seulement si la perturbation V satisfait la condition (x).

Démonstration. Pour tout point m € M, il existe une application moment A = (44, ..., An)
réguliere en m, puisque par définition le hamiltonien est régulier. En utilisant A; = a;om,
avec a; € C™ (B), cela signifie qu’il existe un voisinage O du point b = 7 (m) dans lequel
les différentielles da; sont linéairement indépendantes. D’autre part, d’apres le lemme
B.4, A est V-déformable si et seulement si le crochet de Poisson {4;, V'} satisfait la con-
dition (%) pour tout j = 1..N, ce qui s’écrit

VE € D\ 0,Vb € O, dF, (k)b =0 = da; (/E)b? (v.) =0.

L'indépendance linéaire des différentielles da; implique qu’il existe au moins un indice
Jj tel que da; (l%) # 0, et donc que 1% (b, I;) = 0. On a donc

VE e T\ 0,Vb € O,dF, (/})b:o:HN/(b,/}) — 0,

ce qui signifie que V satisfait a la condition (x;) pour tout b € O. En faisant ce raison-
nement pour tous les points m € M, on en déduit que V' doit vérifier la condition (x).
O

Exemple. Considérons M = T*T¥ le cotangent du tore muni des coordonnées canon-
iques (z;,&;) : TV x R¥ — R. La fibration lagrangienne est la fibration “horizontale”.

Toute fonction Hy (€), indépendante des z; et dont la hessienne vérifie det ( 6‘;’%) #0

est un hamiltonien CI non-dégénéré.

. Pour toute fonction V' (¢) indépendante des z;, le hamiltonien H, (§) = H, (§) +
eV (&) est évidement encore CI, et la perturbation V' vérifie bien la condition (x)

puisque sa série de Fourier 1% (5 , l%) par rapport a la variable z est nulle dés que
k#o0.

. Considérons maintenant I’hamiltonien “énergie cinétique” Hy = 3 (&;)°et une
perturbation de la forme H, (§) = Hy (§) + €V (z), ot V (z) est un "potentiel” in-

OHg
9§;0¢;

dépendant des ;. H, est bien non-dégénéré puisque det ( ) = 1. La condition

(%) pour V s’écrit
Vi e ZN\0,VEtq Y &k = 0= T (k) —0.
J

La condition } _; ¢;k; = 0 définit un hyperplan dans l’espace des &, ce qui implique

que pour tout k£ # 0, on a % (/5) = 0, ce qui signifie que V (z) est une fonction
constante.
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B.2 Déformations singulieres

On a vu dans le théoreme B.5 que la condition (x) sur la perturbation V' est nécessaire
et suffisante pour déformer de maniere réguliere un hamiltonien CIreg. On peut se de-
mander si en imposant une condition moins forte sur V, on peut rester completement
intégrable, mais avec singularité. Pour cela, il faut autoriser les dA; a étre linéairement
dépendants, puisque si les dA; sont linéairement indépendantes alors pour ¢ petit, les
différentielles des fonctions perturbées dA; + edC; seront aussi linéairement indépen-
dantes. On va donc étre amener a considérer des applications moments singulieres A
de I'hamiltonien régulier H, et on va chercher celles ayant un lieu singulier et un corang
les plus petits possible.

Lemme B.6. S’il existe un tore My, pour lequel la condition (x,) n’est pas satisfaite, alors il
existe ky € T'\ 0 et O C B un voisinage de by tels que pour tout b € O N ¥, la condition (xy)
n'est pas satisfaite non plus.
De plus, s'il existe une application moment V-déformable A, alors son lieu singulier S (A)
vérifie
1 (ON%;,) CS(A)

et en tout point b € O N Y, ona

N
121 € ﬂ ker (daj)b ,

7j=1
oit les fonctions a; € C'*° (B) sont définies par A; = a; o .

Démonstration. D’apres le lemme B.4, A est une application moment V-déformable si
et seulement si le crochet de Poisson {4;, V'} vérifie la condition (x) pour tout j = 1..N.
En Fourier, cela s’écrit

Vj=1.N,Vk € T,k # 0,¥b € 5; = da; (/E)b?(b,/é) — 0, 3)

ot Aj = a; 0, avec a; € C* (B), et Ty = {b;dH (%)b =0}.
D’autre part, s’il existe un tore M, pour lequel la perturbation V ne vérifie pas la
condition (x,), cela signifie qu’il existe &, # 0 tel que dFy (l::) =0etV (bo, 12:1> # 0. La

bo

fonction V étant C*, sa série de Fourier V (b, l~c) reste non nulle pour les points b voisins

de by, notamment pour ceux appartenant a I’hypersurface ¥; = {b; dFy (/;)b = O}, ce

qui implique que la condition (x;) n’est pas satisfaite non plus pour ces tores.
Pour satisfaire I'équation (3) pour tout j = 1..N, il faut alors imposer

Vbe ONY; = da (%l)b =0,
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pour tout j = 1..N. Cela veut dire que les da; sont linéairement dépendantes en tout
point de O N X et donc que les dA; sont linéairement dépendantes en tout point de
m ! (0 ap> 1~€1) . O

Lorsque l'ensemble de tels ki se réduit a une droite, on dit que 'on a une seule
résonnance. On va montrer dans ce cas que 'on reste CI mais avec singularité, et on
va construire une application moment V-déformable optimale dans le sens ot son lieu
singulier est minimal (c’est a dire celui donné par le lemme B.6) et ol le corang des
points singuliers est égal a 1.

Dans le cas ot ’ensemble de tels k; se réduit a un ensemble de droites, on va aussi
construire une application moment V-déformable. La construction proposée présente
cependant un haut degré de singularité (grand corang) et on ne sait pas si le corang de
cette construction est optimale.

B.2.1 Déformations singuliéres avec 1 résonnance

Condition B.7. On dit qu'une fonction V' € C* (M) satisfait la condition <*, INcl> sil
(%

existe un élément k; € T' primitif tel que pour tout b € B\ ¥, la condition (*,) est
satisfaite.

Proposition B.8. La condition <*, 151) est équivalente a la condition suivante.
vk ¢ {Zkl} Vb tg dFy (k)b 0=V (b, k) — 0.

Le théoréme suivant montre que la condition (*, 151) est suffisante pour que le sys-

téme déformé reste completement intégrable (mais singulier) & O (g2).

Théoréeme B.9. Soit (HO, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit Ve C™ (M) une

perturbation vérifiant la condition (*, 121) pour un certain ky € T. Alors, pour tout point

b € X, il existe un voisinage O du tore My et une application moment V-déformable A dans
O vérifiant :

- S(A)NO=7"1(5;,)N0O, 01 S(A) est le lieu singulier de A.
. Pour tout m € S (A) N O, on a corang (m) = 1.

Démonstration. D’apres le lemme B.4, A est une application moment V-déformable si
et seulement si le crochet de Poisson {A;, V'} vérifie la condition (*) pour tout j : 1..N,
ce qui s’écrit

Vi e,k #0,Vb € B, dF, (/E)b:0=>daj (/E)bff(b,/}) — 0,
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ot A; = aj o, avec a; € C* (B). D’autre part, soit k, € I tel que V vérifie la condition
(*, l-cl>. Soit alors (5, ..., Bn) des éléments de I' (E*) formant une base de (l::l) , i.e

linéairement indépendantes et satisfaisant j3; (/;1> = 0. Pour tout point by € ¥ , on

peut trouver un voisinage O C B de by assez petit, et des fonctions a; € C* (B), pour
j = 2..N, telles que da; = B; dans O, puisque appartenant a I' (E*), les 1-formes $3; sont
constantes et donc fermées. On définit ensuite simplement a; = Fy et A; = a; o7, pour
j = 2..N. Cette construction permet effectivement de satisfaire la condition () pour
{A;,V}, puisque:

. Pour tout k € {chl} non nul, en tout point b € O tel que dFj (l%) .= 0, on a d'une

part da, (l})b =dFy (%)b = (0 etdonc
day (/E)bf/ (b, k) —0.

D’autre part, pour tout j = 2..N, en tout point b € O on a da; (l::) = 0 et donc
b

da; (k)b v (b, k) =0.

. Pour tout k ¢ {Zl::l} non nul, en tout point b € O tel que dFj (k)b =0,ona
1% (b, l::) = 0 etdonc pour tout j =1..Nona

da; (k)b v (b, k) = 0.
Considérons maintenant l'indépendance linéaire des différentielles da, ..., day. Sup-

posons qu’en un point b € O il existe X € T,B tel que

N
X e ﬂ ker (da;) .

j=1
Comme par construction

N ~
[ker (8) =R® ki,
j=2

alors X est colinéaire a k;. D’autre part X' € ker (dFp), ce qui implique que dF, (lfcl) =0
b

et donc que b € X . En définissant O = 7" (@), cela prouve donc quel'ona S (A) N
O = 7' (Z;,) N O et que les singularités sont de corang 1. O
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Exemple B.10. Considérons sur M = T*TV le hamiltonien “énergie cinétique” H, =
3 (€))%t le hamiltonien perturbé de la forme H, (&) = Hy(§) + €V (z1), avec V €

C> (S'). On vérifie facilement que la série de Fourier V (l%) est nulle pour tout k ¢

{(k,0,...,0); k € Z} et non nulle pour k € {(k,0,...,0);k € Z}, cela indépendament de
€. Cela implique que V ne satisfait pas la condition (x;) en tout point de la surface

> =H{(0,&,....&n) ; & € R}, mais satisfait la condition (*, /}1), ott ky = (1,0, ...,0).

B.2.2 Déformations singuliéres avec n» résonnances

Dans le cas ot il y a plusieurs surfaces X sur lesquelles la condition (x,) n’est pas sat-
isfaite, mais lorsqu'une condition plus faible est satisfaite par V, on peut quand méme
construire une application moment V-déformable. La construction proposée présente
cependant un haut degré de singularité (grand corang) et on ne sait pas si le corang de
cette construction est optimale.

Condition B.11. On dit qu'une fonction V' € C'* (M) satisfait la condition (*, ki, ..., l~cn>
s’il existe n éléments k; € I vérifiant les conditions suivantes

. Les k; € T sont primitifs et linéairement indépendants.

. En tout point de ), %;, la hessienne VV I’ restreinte a 1'espace P, RE; est non
dégénérée.

- Pour tout b € B\ |J; &, la condition (x,) est satisfaite.

Proposition B.12. La condition (*, ki, ...y /;n) implique que
vk ¢ |J {Zl%,-} Vb tq dF, (ic)b 0=V (b, 1%) = 0.

On donne maintenant I'équivalent du lemme B.6 pour le cas ott 'on a plusieurs
surfaces 3 sur lesquelles la condition (x;) n’est pas satisfaite.

Lemme B.13. Supposons qu'il existe un tore My,, un voisinage O C Bde by et n éléments
k; € T tels que pour tout point b € O N U, Xy, la condition (xy) n'est pas satisfaite. Alors, s'il
existe une application moment V-déformable A, son lieu singulier S (A) vérifie

! (@QUE@-) CS(A

et en tout point b € ((7) aln? E,;i>, ona

Vect(kl,..., ) ﬂker da;),
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o Vect (151, e l}n) est le sous-espace vectoriel de Vy (B) engendré par les vecteurs k;.

Démonstration. Application directe du lemme B.6. O
Le théoreme suivant montre que la condition (*, ki, ..., Ian> est suffisante pour que le

systéme déformé reste completement intégrable (mais singulier) & O (£2), mais avec un
corang égal a n sur I'union des surfaces | J; ¥z, alors que le lemme B.13 impose seulement
que le corang soit égal a n sur 'intersection (), Z; .

Théoreme B.14. Soit (Ho, M5 B) un systeme CIrég non-dégénéré et soit V.e C* (M)

une perturbation vérifiant la condition (*, ki, ..., /;n> pour certains k; € T. Alors, pour tout

point b € (); Xy, il existe un voisinage O du tore My, et une application moment V-déformable
A dans O vérifiant :

. sing(A)NO =7""(U;5;,) N O
. Pour tout m € sing (A) N O, on a corang (m) = n.

Démonstration. D’apres le lemme B.4, A est une application moment V'-déformable si
et seulement si le crochet de Poisson {A;, V'} vérifie la condition (*) pour tout j = 1..N,
ce qui s’écrit

VE € I, % # 0,Vb € B, dF, (/Tc)b=0=>daj (/E)bf/(b,/%) =0,

oit A; = a; om, avec a; € C® (B). D’autre part, soit des k; € T tel que V vérifie la

condition (*, ki, ..., kn) Soit alors (By_n+1,---, Bn) des éléments de I' (E*) formant une

base de (/}1 D..® l%n) O, i.e linéairement indépendantes et satisfaisant 3; (/}J = 0 pour
touti = l.netj = N —n + 1..N. Pour tout point by € [, X}, on peut trouver un
voisinage O C B assez petit de by, et N — n fonctions 4; = a; o, telles que da; = f;
dans O, puisque appartenant a I' (E*), les 1-formes /3; sont constantes et donc fermées.

On définit ensuite
a; = QfQin,

ou l'on a noté ; = (2 pour simplifier les notations. Cette construction permet effec-
tivement de satisfaire la condition (*) pour {A;, V'} puisque :

. D’apres la proposition B.12, la condition (*, ki, ..., l;:n) implique que pour tout k ¢
U, {ZIEZ} et tout b € X;, on a 1% (b, l~c> = 0. Il en résulte alors que pour tout

j=1.N,ona
da (ié)b v (bk) =0,
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. Pour tout i : 1..n, la différentielle de da; possede au moins Q23...Q2 en facteur, qui
est nul en tout point de |J; {Z;. }, ce qui fait que pour tout kel {ZINcZ-}et pour

tout b € O tel que dFy (l%)b =0,onada; =0, etdonc

day (/})bf/ (b, k) — 0.
D’autre part, pour tout j : N — n + 1..N, pour tout k € U, { } et en tout point
be (’)onadaj( ) —ﬁ]( ) = 0 et donc

da (k)b v (bk) =0.

Considérons maintenant 1'indépendance linéaire des différentielles day, ..., day en de-
hors du lieu |J; X, Tout d’abord, les 3;, pour j = N — n + 1 sont linéairement in-
dépendants par defmltlons On va montrer ensuite que les da;, pour j = 1..n, sont
linéairement indépendants entre eux, et qu’ils sont linéairement indépendant des 3; en
dehors de J, .- Pour alléger les notations, on va noter 2 = €2;...Q2,,. Les fonctions a;
s’écrivent a; = Q2Q;, et on a donc da; = 2QQ,;dQ + Q?dQ;.

. Les différentielles da;, pour j = 1..n, sont linéairement indépendantes dans O. En
effet, on a

day Ao Ada, = Y (Q%dQ) A A (2 1) A (290;dQ) A (Q%dQy41) A (22d9,)
j=1

+ (Q%d) A oA (Q2d,)

puisque le terme df) peut apparaitre au plus une fois dans le produit extérieur.
D’autre part, on a

n
dQ =) Q1 Q1 Q1 d,
k=1
et par antisymétrie du produit extérieur

AU AL ANAQADQj 11 ALy, = A AL A A (12521241 QA )AL 11 A,

ce qui fait que dans la double somme sur j et k, seuls les termes pour lesquels
j = k sont non nuls. Cela donne alors

day A Adan = 2 (Q%d) A A (A1) A (Q2dQ) A (2dQ4) A (27D,
j=1
+ (2%d) A A (Q2dS,)
= (2n+1)Q*d A ... AdQ,,

22



ce qui est effectivement non-nul en dehors de |J,¥; puisque que les &; étant
linéairement indépendants, le lemme C.8 de I appendlce nous assure que les dif-
férentielles df); le sont aussi dans tout un voisinage de [, Xz .

. Les da;, pour j : 1..n, sont linéairement indépendants des 3;. Pour montrer cela,
on va montrer que (da; A ... A day,) (lfcl A A l::n) est non nul en dehors de J; %;. .
En effet, on a

(day A ... A day,) (121 A A fcn) = (day A ... Aday,) (1}1, " l}n)
= 20+ 1) (A A A d) (B oo )
= En+ 1) 3 (<) A% () i (B )

mTEperm

_ (2n+1)92n Z (- ) (Vk (1)V H) (V,}W(n)van)a

TEperm

ott 'on a noté (—1)" le signe de la permutation 7. Si on note H;; = Vi, Vi, H la

matrice de la hessienne de V'V restreinte a 'espace @), Rk;, on a simplement
(day A ... A day,) (12:1 A A l?:n> = (2n+1)Q* det (Hy;) .

Par hypothese, le déterminant de H;; est non nul en tout point de (), 3; et donc
dans tout un voisinage que I’on suppose contenir O (sinon, on restreint (9 aun ou-
vert plus petit). Cela assure qu’en dehors de | J; 3; R (day A ... A day,) (k1 A A kn>
est non nul.

O

Exemple B.15. Considérons sur M = T*T" le hamiltonien “énergie cinétique” H, =
3 (&;) et le hamiltonien perturbé de la forme H, (£) = Hy (€) + &f (z1) + &g (z2), avec
f,g € C=(Sh). On vérifie facilement que la série du potentiel V = f (z1) + g (z2) est

V (k) =Ff(m)+3n) pour k = (m,n,0,...,0),avec m,n € Z

VIk)=0 pour k # (m,n,0,...,0),

cela indépendament de £. Cela implique que V ne satisfait pas la condition (%;) en tout

point de l"'union des deux surfaces ¥y = {(0, &, ...,¢én) ;& € Ry et X = {(&1,0,83,.-,¢n) ;&5 € R},

mais satisfait la condition (*, ki, /22), ott ky = (1,0, ...,0) et k; = (0,1,0, ..., 0).
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C Appendices: conditions de non-dégénérescence

Les conditions de non-dégénérescence pour un hamiltonien complétement intégrable
H = Form,avec F' € C* (B), sont des conditions locales, en un point b € B, qui font inter-
venir F}' = (VVF),, le tenseur de type (2, 0) appelé hessienne de F, qui est représenté
2
3?;’ 551@
fait que V est sans torsion. Il peut étre vu comme une application linéaire de 738 dans
Ty B. On notera K = | J, K la distribution d’hyperplans K, C 1,8 tangents aux surfaces
F =cst, ie.

en coordonnées plates® {¢;} par la matrice < ) . Ce tenseur est symétrique, grace au

Ky = ker dF|,.

On utilisera aussi la fonction Qx = dF (X)) et le sous-ensemble Xy = {b € B; Qx (b) =0}
précédemment définis. Dans la suite, on utilisera la notation X ~ Y pour dire que les
vecteurs X et ) sont colinéaires.

C.1 Différentes conditions possibles

Voici une liste non exhaustive de conditions possibles, qui apparaissent dans la littéra-
ture, dont on donne une formulation géométrique tensorielle ainsi que la formulation
équivalente dans un systeme de coordonnées {¢;} plates.

Condition de Kolmogorov : il s’agit simplement de demander qu’en tout point b, la
hessienne F)' : T,8 — T, B, vue comme application linéaire de T, dans 7,83, soit in-
versible.

X e BtqVyxVF =0= X =0,

ot la 1-forme VxVF est la contraction de la hessienne VV F par le champ de vecteurs
X. En coordonnées plates, cette condition s’écrit :

0%F
det (ﬁ) #0

Cela signifie aussi que "application “fréquence”

RY — RN
’ &y,

est un difféomorphisme local.

Condition iso-énergétique : on demande qu’en tout point b, la hessienne F"|, : Ky —
IC;, restreinte a Ky, (pour les deux entrées), soit inversible, i.e

X eKyetVyVF ~dF — X =0.

®Par exemple, les coordonnées actions d’un systeme de coordonnées angles-actions.
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En coordonnées plates, cela s’écrit :

J’F @
det 237437 9€; # 0.
OF

Condition de Bruno : On demande qu’en tout point b, 'ensemble des vecteurs X € T,B
vérifiant V¥V F ~ dF soit de dimension 1:

X, Y eTyBtqVyVF ~dF etVyVF ~dF = X ~ ).
Cela est équivalent a demander que I'application U, définie par

U:T,B6R — TB
(X,a) — VxVF+aVF,

soit de rang N (ait un noyau de dimension 1). En coordonnées plates, cela s’écrit :

9%F or —
rang 9¢; 08 9%; =

Condition de Nico : on demande qu’en tout point b, la hessienne F"|, : KyB — T;'B,
restreinte a K, (pour la premiere entrée), soit injective :

X ey, VyxVF=0= X =0.
Cela est équivalent a demander que I'application V, définie par

V:T,8 —» T;B&R
X — (ViVF VyF),

soit de rang N (ait un noyau de dimension 0). En coordonnées plates, cela s’écrit :

P’F
rang 9619 =n.

[ % ]
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Condition de fréquences tournantes : On définit I'application

v:B — T;B=Qy (B)
b — de
et on note 7 : Oy, (B) — P (Qy (B)) la projection dans le projectif P (24 (8)). On de-

mande alors que 'application 7 o ¢ : B — P (Q% (B)) soit une submersion. Dans un
systeme de coordonnées plates {{;}, cela revient a demander que 1’application

Top:RY — P(RY)

¢ [%F <§>}

soit une submersion.

Condition de fréquences tournantes iso-energétique : On considere I'application ¢ :
B — Qy (B) de la définition précédente. On demande que 'application ¢ restreinte a
toute couche d’énergie S = {b; F' (b) = E'} soit un difféomorphisme local de Sg dans
P (g (B)).

Condition d’hypersurface réguliére : on demande que pour tout champ de vecteurs
constant non nul X € Vy (B) et tout point b € Xy, on ait

d (), #0.

Cela implique notamment que le sous-ensemble ¥y est une sous-variété de codimen-
sion 1.

Condition de Riissmann : On demande que pour tout champ de vecteurs constant non
nul X € Vy (B), le sous-ensemble > ,. soit d’intérieur nul. En coordonnées plates, on
considére 'application ¢ définie dans la condition “fréquence tournante”. On demande
que pour tout point &, 'image de ¢ ne soit pas inclue dans un hyper plan passant par

¢ (&)-

C.2 Conditions plus fortes et plus faibles...

On va démontrer d’abord que 1'on a les équivalence suivantes.
Bruno <= Fréquences tournantes <= Nico <= Hypersurface réguliere

Définition. En conséquence, on regroupera les quatres conditions équivalentes “Bruno”,
“Fréquences tournantes”, "Nico” et “Hypersurface réguliére”, sous le nom de condition
de non-dégénérescence au sens faible.
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On va montrer ensuite que I'on a le diagrame suivant, pour les implications entre les
différentes conditions de non-dégénérescence.

Kolmogorov = ND faible <= Iso-E <= Fréq. T.iso-E

4

Riissmann

Lemme C.1. La condition "Bruno” est équivalente a la condition "Nico”.

Démonstration. Soient les applications U : hLB® R — TyBetV : T,B - Ty B& R
définies dans les conditions “Bruno” et “Nico”. Soit le tenseur T;; = V;V,F (on utilise
la notation en “indices abstraits” de Penrose [11]). On va montrer que U’ = V. En effet,
la transposée U’ : T,B — T; B @ R vérifie, pour tout X € T,B et tout (¥, o) € T,B8DR:

U'(X)(V,0) = U, a)(X)
= XIY'T; +aX'V,;F
VIX'T,; + aX’V,F,

o1 I’on a utilisé la propriété de symétrie de la hessienne. On a alors

U (X)(V,0) = (X'T;, XV,F) (Y, )
= V(X)) a).

Cela implique que rang (V) = rang (U*) = rang (U), et donc que les deux conditions
“Nico” et "Bruno” sont équivalentes. g

Lemme C.2. La condition "Bruno” est équivalente a la condition "Fréquences tournantes”.

Démonstration. Notons dFyY = ¢ (b). Par définition, c’est une forme constante qui
coincide avec dF' au point b. La condition FT (”fréquence tournante”) signifie que la
dérivée (m o ¢), de 'application m o ¢ : B — P (3 (B)) est surjective. Etant donné
que B est de dimension N et P (Qy (B)) de dimension N — 1, la condition signifie que
(m o), a un noyau de dimension 1. Or le noyau de (7 o ¢), est 'espace des vecteurs
X tels que ¢, (X) soit dans le noyau de 7, c’est a dire tangent aux fibres 7=*. En util-
isant implicitement 1'isomorphisme naturel entre I’espace vectoriel Qg (B) et son tan-
gent T (Qy (B)), on voit que le noyau de (7 o ), est I'espace X tels que pour tout point
b, on ait ¢, X, ~ ¢ (b). La condition FT est donc équivalente a demander que si &} et )
sont deux vecteurs tels que @, X, ~ ¢ (b) et p. Yy ~ ¢ (b), alors & ~ V.

D’autre part, on va montrer que ¢, X, = Vi, VF. Soit une géodésique ¢t — b(t),
passant par b a I'instant ¢ = 0, et de vecteur tangent &} en b. Dans un voisinage de b,
on peut étendre A, de maniére unique en un champ de vecteurs constant X, et on a
notamment ¢’ (b) = b(t). Il nous faut calculer ¢, X, = 4 (¢ (b(t))),_,. Par définition,
pour tout ¢, ¢ (b(t)) est une 1-forme constante, coincidant en b (t) avec dHy . Elle est
invariante par le flot de tout champ de vecteur constant, notamment par celui de X, i.e
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(e (b)), = ((¢%)" dH) ,- En utilisant la définition de la dérivée de Lie, on voit que I'on
a X, = (Lx (dH)),. En utilisant la formule de Cartan, on obtient ¢, X, = d (dH (X)),.
En utilisant enfin le fait que & est constant, on trouve finalement ¢, X, = (VxVH),.
En reprennant le résultat du paragraphe précédeny, on a donc prouvé que si &, et ),
sont deux vecteurs tels que (Vx,VH), ~ dH, et (Vy,VH), ~ dH, alors ils doivent étre
colinéaire, ce qui est la condition de non-dégénérescence de Bruno. O

Lemme C.3. La condition "Nico” est équivalente a la condition ”Hypersurface réguliere”.

Démonstration. En effet, pour tout champ X € Vg (B), on a Qx = VxF et donc
d(Qx) = VVxF = VxVF. La condition "hypersurface réguliere” se réécrit donc

VX € Vy (B) ,Vb/.)( €Ky = (V,’\gVF)b # 0,

ce qui est équivalent a
Vb,VX € Ky = (Vi VF), #0,

ce qui est justement la condition “Nico”. O
Lemme C.4. La condition "Iso-énergétique” implique la condition “"Nico”.

Démonstration. La condition “iso-énergétique” signifie que pour tout X € K, la 1-
forme VxVF|;, estnonnulle. Cette propriété reste vraie lorsque 1’on retire la restriction
a ’Cb , ie

X eKy= VxVF #0.

Lemme C.5. La condition ”Kolmogorov” implique la condition “Nico”.

Démonstration. La condition “Kolmogorov” signifie que pour tout X € T,B, on a
VxVF # 0. Par restriction, cela est aussi vrai pour tout X € K, ce qui est la condi-
tion “Nico”. O

Lemme C.6. La condition "Iso-énergétique” est équivalente a la condition "Fréquences tour-
nantes iso-énergétique”.

Démonstration. La condition “Fréquence tournante iso-énergétique” revient a deman-
der qu’en tout point b, 'application (7 o ¢), restreinte a une surface d’énergie Sy, soit bi-
jective de TS dans Tr(,p) P (% (B)), i.e que le noyau de (o ¢), soit transverse a Sg.
D’apres ce qu'on a vu dans la démonstration du lemme C.2, cela revient a demander
que si &} est tel que (V, VH), ~ dH,, alors &}, doit étre transverse a Sg, i.e dH (&) # 0,
ce qui est la condition iso-énergétique. O

Lemme C.7. La condition "Faible” implique la condition ”Riissmann”.

4

Démonstration. En effet, la formulation “hypersurface réguliere” de la condition “faible
implique que pour tout champ de vecteurs constant non nul X € Vy (B), le sous-
ensemble Yy est une sous-variété de codimension 1, ce qui est bien d’intérieur nul.
g
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C.3 Propriétés des hamiltoniens non-dégénérés

Lemme C.8. Soit F' € C'* (B) un hamiltonien non-dégénéré au sens faible. Si X, ..., X, €
Vy (B) sont des champs de vecteurs constants linéairement indépendants, alors dans un voisi-
nage de (; Xy, les différentielles dQQx, sont linéairement indépendantes. Cela implique notam-
ment que les sous-variétés ¥, sont transverses.

Démonstration. Tout d’abord, la formulation "hypersurface réguliére” de la condi-
tion de non-dégénérescence faible implique que les sous-ensembles ¥ ., définis par
Yx, = {b € B; Qx, (b) = 0}, sont des sous-variétés de codimension 1. D’autre part,
pour tout point b € (1), %; et pour tout j = 1..n, on a dF (&), = 0. Pour tous n-

uplet o € R?, on a donc dF (Z y anj) = 0 et la formulation “Nico” de la condition de
b
non-dégénérescence implique que

(V,0nVF), # 0

> (ayVy,VF), # 0.

i=1

En utilisant la propriété de symétrie de la hessienne VVF et le fait que les &; sont
constants, on a donc en tout point b € (), ;. :

n

Z(ajVVXjF)b 7 0

j=1
Zaﬂ' (dQXj)b 7 0,
j=1

ce qui implique que les différentielles des fonctions {2y, sont indépendantes en tout
point b € (); ¥, et donc que les surfaces Y x, sont transverses. De plus, I'indépendance
linéaire de df2x, étant une condition ouverte, cela reste vrai dans tout un voisinage de

Lemme C.9. Si F' € C™ (B) est non-dégénéré au sens de Riissmann, alors l'ensemble des tores,
sur lesquels la dynamique est ergodique, est dense dans B.

Démonstration. Si b est un tore ergodique, cela signifie que dF} n’a aucune relation de
resonance, i.e b n’appartient a aucun des sous-ensembles ¥ = {b; dF; (k) = 0}, et donc
que b appartient a B\ U5 Xx- On va montrer que B \ .. Xr est dense dans B, en
montrant que J,.; Xr est un ensemble d’intérieur vide. En effet, lorsque la fonction
F € C* (B) est non-dégénérée au sens de Riissmann, pour tout k£ # 0, le sous-ensemble
Y est d'intérieur nul. C’est de plus un ensemble fermé puisque que c’est I'image ré-
ciproque de 0 € R par l'application continue dF (k) : B — R. On peut donc appliquer le
théoréme de Baire (voir par exemple [3]) qui nous assure que | J,., ¥k est un ensemble
d’intérieur vide. O
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Lemme C.10. Si F' € C* (B) est non-dégénéré au sens faible, alors :
1. L’ensemble des tores, sur lesquels la dynamique est périodique, est dense dans B.

2. Pour tout k € E, I'ensemble des tores appartenant a Xy, et sur lesquels la dynamique est
périodique, est dense dans X,

Démonstration.

1. Utilisons la formulation “fréquences tournantes” de la condition de non-dégénérescence
faible. Si on définit I’application

p:B — TyB=Qy (B)
b — de

et si 'on note 7 : Qg (B) — P (9% (B)) la projection dans le projectif P (Q4, (B)),
alors la condition de “fréquence tournante” signifie que l'application mo ¢ : B —
P (9% (B)) est une submersion. Une submersion étant toujours une application
ouverte, 'image de B par 7 o ¢ est un ouvert de P (Qg (B)). Notons O = 7o
¢ (B) cet ouvert. D’autre part, 'ensemble P,, C B des tores périodiques est par
définition P, = {b € B;p (b)) € RE*}, ou E* C QL (B) est le réseau des 1-formes
constantes entieres. Considérons 7 (E*) C P (Q% (B)) 'image par 7 du réseau
E*. Dans un systeme de coordonnées plates entieres, on a P (Q%, (B)) = RPN !
et 7 (E*) = ZPN"1. On voit que les tores périodiques sont donnés par P, =
@t (77 (w (E*))). Par ailleurs, on vérifie facilement (par exemple en coordonnées
plates entieres) que 7 (E*) est dense dans P (O, (B)). Cela reste vrai par restriction
a l'ouvert O, i.e 7 (E*) N O est dense dans P (g, (B)) N O. Enfin, 'application
mo e : B — O étant une submersion, on peut montrer que cela implique que
I'image réciproque d’un sous-ensemble dense dans O est dense dans B. On a
donc que (7o @) ' ( (E*) N O) est dense dans (o @) " (P (Q (B)) NO), i.e P.,
est dense dans B.

2. Notons comme précédemment O = 7o ¢ (B) et P., C B1l’ensemble des tores péri-
odiques. Par définition, pour tout k € E, ¥; est donné par &), = ¢ (k- N 0O),
ou kt C QL (B) est I'hyperplan formé par les @ € QL (B) tels que a (k) = 0.
De plus, k appartient au réseau F ce qui implique que k* N E* est un sous-
réseau de dimension N — 1 de Qg (B), c’est & dire que k* N E* est un réseau
de k*. Sion note 7 : k- — P (k') la projection dans le projectif, on a que
7 (k=N E*) est dense dans P (k*). D’autre part, P (k") est naturellement iso-
morphe a 7 (k) C P (% (B)), ou 7 est la projection dans le projectif P (4, (B)).
De méme 7’ (k* N E*) est naturellement isomorphe a 7 (k* N E*), ce qui fait que
7 (k* N E*) est dense dans 7 (k*). Cela reste vrai par restriction a 'ouvert O =
T o ¢ (B), i.e 7 (k* N E*) N O est dense dans 7 (k') N O. Enfin, par définition
I'ensemble des tores périodiques appartenant a ), est donné par P, N X, =
e (rt (r (M) N (kTN O)), Cestadire P, NSy = (o)™ (7 (kXN E*)NO).
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On voit de méme que Xy, = (10 ¢) ™" (7 (k*) N O). Le fait que 7 o ¢ est une sub-
mersion implique alors que P., N X, est dense dans Xy

[l

Proposition C.11. Soit H € C (M) un hamiltonien C.I régulier non-dégénéré au sens “faible”.
Alors I'espace des fonctions C*° (M) constantes le long des fibres est égal a I’espace des fonctions
C (M) qui Poisson-commutent avec H.

Démonstration. En effet, soit F' une fonction telle que { H, F'} = 0. Pour tout point b € B
et tout £ € A}, la série de Fourier de F' vérifie k (Xp) F, (k) = 0 puisque {H, F'} = 0.
Pour chaque tore M, sur lequel la dynamique de Xy est ergodique, pour tout k& # 0 on

ak(Xyg) # 0etdonc Fy (k) # 0, ce qui veut dire que F' est constante sur la fibre M.
D’autre part, lemme C.10 nous assure que lorsque H est non-dégénéré au sens faible,

alors la propriété F; (k) # 0 est vrai sur un sous-ensemble dense de B. Par continuité
par rapport a b des séries de Fourier, cela est vrai pour tout b € B, ce qui prouve que F
est constant le long des fibres. Réciproquement, si F' est constant le long des fibres, il est
trivial de voir que {H, F'} = 0. O

Proposition C.12. Soit H € C (M) un hamiltonien C.I régulier non dégénéré au sens "faible”.
Alors si A et B sont deux fonctions, on a

{A,H} ={B,H} =0= {4, B} =0.

Démonstration. En effet, si A et B commutent avec H, la proposition C.11 implique que
A et B sont constante le long des fibres, et elle commutent donc. O

Proposition C.13. Si (H SMD B) est un systeme C.I régulier non dégénéré au sens “faible”

alors M =5 B est 'une unique fibration lagrangienne le long des fibres de laquelle H est con-
stant.

Démonstration. En effet, si M = B est une deuxiéme fibration telle que <H , M B )
est CI régulier alors, en appliquant deux fois la proposition C.11, on voit que toute

. . _ . . N —1 .
fonction F' constante sur les fibres 7! est aussi constante sur les fibres (7r ) , et vice
versa, ce qui prouve que les deux fibrations sont les mémes. O

C.4 Exemples

Exemple 1: Kolmogorov et iso-éner%étique. Sur B = R" \ 0, considérons la fonction
F) =3 €%, ott 'on a noté [£[° = D imi (&)°. La différentielle est dF = Zjvzl &;d¢; etla
hessienne F;; (§) = 4;; est la matrice identité en tout point £&. On a alors det (F;;) = 1 ce
qui signifie que F' satisfait a la condition de “Kolmogorov”.
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Par ailleurs, on peut montrer que

_O’F oF

det a¢; 0, . 6@- =— €],
oF ‘

ce qui est non nul en lorsque que £ # 0, ce qui signifie que F' satisfait a la condition

"iso-énergétique”.

Exemple 2: Iso-énergétique mais pas Kolmogorov. Sur B = R¥ \ 0, considérons la
N . .

fonction F'(¢) = |¢|. La différentielle est dFF = % et la hessienne est Fj; (§) =

% - f;‘fg . On va voir que la condition “Kolmogorov” n’est pas satisfaite puisque, en tout

point &, le vecteur X; = §; vérifie VxVF = 0. En effet, en coordonnées on a pour tout ¢

& &lg”
FX; = o= — =0
Z YR |£| |€‘3

J

Par contre, la condition “iso-énergétique” est satisfaite puisque si un vecteur X" vérifie
VxVF ~ VF et VyF =0, cela signifie que I'on a

i€ %;
X— Y=

> & =0
En insérant la deuxieme équation dans la premiére, on doit avoir
{ X = Ag;
2. X€ =0

ce qui n’est possible qu’en £ = 0, qui n’appartient pas a B.

Exemple 3: Faible mais pas iso-énergétique ni Kolmogorov. Sur B = R? \ 0, consid-
3 2

érons la fonction F (§) = %1 + %2 La différentielle est dF = £2d&; + & d&, et la hessienne

est
ro=-(% 7).

Le déterminant de F;; (£) est simplement 2¢;, ce qui fait que la condition “Kolmogorov”
n’est pas satisfaite en tout point de 1’axe {(0,&2) ;& # 0}. De méme, on a

26 0 &
det [ 0 1 & | =-6&(&+28),
& & 0

ce qui fait que la condition iso-énergétique n’est pas satisfaite, notamment sur 1’axe
{(0,&2) ; & # 0}. Par contre, la condition d’hypersurface réguliere est satisfaite. En effet,
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pour tout X, ona Qx = dF (X) = £2X; + X, et la différentielle dQxy = & X1dE; + XodEy
n’est jamais nulle.

Exemple 4: Riissmann mais pas faible. Sur B = R? \ 0, considérons la fonction F' (§) =

&+ &. La différentielle est dF = 4£3d€; + 4€3dE,, ce qui fait que pour tout X, on a

Qr = dF (X) = 48X, + 43 X,. Le sous-ensemble Yy = {(£1,&);EX, + X, = 0} est
1

asy
Xo

C’est un ensemble d’intérieur nul, ce qui fait que la condition de Riissmann est satisfaite.
Par ailleurs, la différentielle de Qx est dQy = 12 (£2X,d€; + 462 X5dE,). On va voir que
pour certains X, cette fonction est nulle en des points de la surface Xy, ce qui fait que la
condition “faible” n’est pas satisfaite. Par exemple, pour X = (X}, 0), la surface £ » est

’axe verticale {(0, &) ; & # 0} privé de l'origine. Or, en tout point de cette surface, on a
dQ2y = 0.

simplement une droite passant par l'origine et de pente — ( )g, privée de l'origine.
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