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Abstract (Generalized Vojta inequality). — The method introduced by Vojta
to give a different proof of Mordell’s conjecture has been generalized by Faltings
to establish Lang’s conjecture on abelian varieties and then further extended by
Vojta to deal with semi-abelian varieties. In each case, the heart of the proof can be
summarized in an inequality of heights, obtained wvia diophantine approximation.
Here, we present a generalization of this step. We show it is not necessary to work
with algebraic groups for this part and phrase our theorem only in terms of sheaves
on projective schemes. This allows us to introduce more parameters in the statement
and offers a wider range of applications. In the semi-abelian case, we obtain a
variation of Vojta’s result which implies Poonen’s conjecture. Even in the abelian
case, our inequality leads to strengthenings of Faltings’ theorem.

1 Introduction

a) Motivation

Le présent travail s’inscrit dans une lignée initiée par P. Vojta lorsqu’il a donné
en 1990 une nouvelle preuve de la conjecture de Mordell (voir [V1]). Nous com-
mencons par réinterpréter sa méthode pour montrer en quoi nous nous proposons
de la généraliser.

Soit donc C une courbe projective lisse de genre au moins 2 sur un corps de
nombres K. Nous considérons la jacobienne J de C. Pour simplifier, nous supposons
que C a un point rationnel de fagon a voir C' comme un sous-schéma fermé de J.
Ceci permet d’associer & un entier @ > 2 le morphisme décrit par

0,:CxC — J
(zy) — az—y
et il est facile de vérifier que ce morphisme est fini. Le cceur du travail de Vojta peut
se voir comme une comparaison entre la hauteur d’un point de C' x C et celle de
son image par a,. Celle-ci serait banale si nous considérions a comme fixé mais tout

I'intérét ici réside dans ’explicitation de la dépendance en a. De maniére précise,
nous pouvons énoncer, si h est une hauteur de Néron-Tate sur J :

Inégalité 1. I existe des réels c1,c0,c3 > 0 tels que
h(az —y) > ;' (a®h(z) + h(y))

pour tout entier a > c2 et tout couple (z,y) € C(K)? avec h(z) > c3 et h(y) > a’cs.

Mots-Clefs : Hauteurs, conjectures de Mordell et de Lang.
Classification: 11G35, 11G50, 14G25.



Nous nous intéresserons uniquement dans la suite a cette partie de la preuve
mais rappelons bri¢vement comment la finitude de C(K) se déduit d’un tel énoncé.
Il s’agit, grace au théoreme de Mordell-Weil, de faire de la géométrie euclidienne
dans J(K) ® R. En effet, en choisissant a? proche de h(y)/h(z), 'inégalité entraine
que z et y ne peuvent pas étre trop proches angulairement. Cela montre qu’il n’y
a qu’un nombre fini de points de C(K) de hauteur au moins ¢z et donc que C(K)
lui-méme est fini.

L’inégalité ci-dessus constitue donc 1’essentiel de la preuve et s’obtient via une
construction d’approximation diophantienne assez élaborée. Nous souhaitons géné-
raliser celle-ci et, pour cela, il est commode de travailler en termes de faisceaux inver-
sibles. En effet, dans la situation ci-dessus, si £ est un faisceau ample et symétrique
sur J auquel la hauteur h est associée, nous disposons sur C x C' de deux faisceaux
M, =L et N, = pi L% @ p3L, tous deux dépendant de l'entier a, et le résultat
compare les hauteurs associées & M, et N, de maniere indépendante de a: nous
avons h, (2,y) > ¢ "hy, (€,y)-

Nous percevons ici la premiere idée motivant notre résultat: la jacobienne J
intervient tres peu dans cette inégalité. Elle sert certes a définir les faisceaux M,
et M, mais ensuite tout se passe sur C' x C. Cette intuition est confirmée par la
preuve et I’on peut donc chercher les hypotheses & mettre sur les faisceaux M, et
N, pour remplacer les données provenant de J. Il faut également remarquer que le
fait que nous ayons utilisé plus haut une hauteur normalisée n’est pas génant car il
suffit d’ajuster les constantes pour substituer & h une autre hauteur associée a L.
Il est par suite possible de formuler I’inégalité seulement en termes de hauteurs de
Weil sur C x C.

D’un autre c6té, nous allons bien siir tirer parti des généralisations déja exis-
tantes du travail de Vojta. Tout d’abord G. Faltings a étendu la méthode au cas
des sous-variétés X de dimension quelconque d’une variété abélienne A (voir [F1]
et [F2]) pour obtenir les résultats conjecturés par S. Lang. L’inclusion X C A rem-
place donc C' C J. Ici X(K) n’est pas en général fini mais, si nous introduisons
I’ensemble exceptionnel Zx défini comme la réunion des translatés inclus dans X
de sous-variétés abéliennes non nulles de A, Faltings prouve que (X \ Zx)(K) est
fini. Le morphisme

B X™ — AT

T = (xlr"amm) — (alml — 22, - - - ,0m—1Tm—1 _amxm)

associé & a € (N\ {0})™ ot m = dim X + 1 généralise assez naturellement .
Il n’est pas fini mais, dés que la situation n’est pas dégénérée c’est-a-dire des que
Zx # X, il est encore génériquement fini. De la méme fagon, ’étape principale de
la preuve devient (voir [F2] ou [R3]):

Inégalité 2. Il existe des réels c1,ca,c3 > 0 tels que

m—1 m
z h(aim; — aip1Tiq1) > ¢yt z azh(z;)
i=1 i=1

pour tous a € (N\{0})™ etz € (X \ Zx)(K)™ avec a;/air1 > co et a?h(z;) > aics.
En termes de faisceaux, I’analogie se poursuit: sur X™, nous comparons les
hauteurs associées a

m—1 m
Mo=B:Quil et N, =Qpio%
i=1 =1

si £ est symétrique et ample sur A. Nous pouvons donc envisager une comparaison
de hauteurs sur X™, pour un schéma projectif X quelconque et un entier m > 2,



entre deux faisceaux vérifiant des conditions ad hoc, toute structure de groupe
algébrique ayant disparu. Le travail de Faltings nous montre aussi quelle sera la
forme de I’hypothése principale sur ces faisceaux: en effet il établit que pour tout
sous-produit Y = ¥; x---xY,, de X™ qui rencontre (X'\ Zx)™ il y a une minoration
de la forme

[Ma]dimY .Y Z afl[Na]dimY .Y

pour un réel § indépendant de a et de Y. C’est de cette maniere qu’est utilisé le fait
que f, soit génériquement fini.

Enfin, nous nous inspirons du travail de P. Vojta en 1996 sur les variétés semi-
abéliennes (voir [V2]). Il a adapté la méthode & ce cas et ceci permit & M. McQuillan
de résoudre complétement la conjecture de Lang dans ce cadre. La difficulté princi-
pale, & savoir que les schémas en question ne sont pas propres, se résout en travaillant
sur un éclatement de X™. Nous procédons donc ici de la méme facon que dans [R4]
ol nous avons établi une inégalité de Vojta pour les tores.

Nous renvoyons & [V2] ou [R5] (ot le résultat est déduit du théoreme démontré
ici) pour des détails sur le cas semi-abélien. Ecrivons simplement pour illustrer
notre propos l'inégalité; il faut décomposer la hauteur en h = hin + hquaa (par-
ties linéaire et quadratique correspondant aux comportements torique et abélien,
respectivement) et nous avons:

m

m—1
Z hlin(afﬂvi - a§+1$i+1) + hquad (@iTi — Qip1Tit1) > 't Z afh(wi)
i=1 i=1

avec des hypotheses analogues & celles du cas abélien (voir [R5]).

L’énoncé que nous proposons ci-dessous (voir théoréme 1.2) reprend donc les
ingrédients que nous venons de présenter. Sur un éclatement de la puissance X™
d’un schéma projectif sont introduits deux faisceaux M, et N, dépendant d’un
élément a € (N \ {0})™. IIs vérifient deux hypotheéses: celle que nous choisissons
de considérer comme secondaire concerne essentiellement la hauteur de sections
de M, et remplace l'existence de formules d’addition dans le cadre des groupes
algébriques; la principale est une minoration du nombre d’auto-intersection de M,
sur les éclatés de certains sous-produits de X™. La conclusion donne alors une com-
paraison, indépendante de a, entre les hauteurs induites par M, et N,. Signalons
que, plus bas, le faisceau M, sera en fait noté seulement M car, au contraire de
Ng, il ne sera pas entierement déterminé par a mais pourra étre choisi de maniére
plus souple.

Remarquons que nous avons cité les applications aux points rationnels mais
que le théoréme 1.2 lui-méme concerne tout @ et que les corps de définition des
différents objets n’apparaissent jamais. Par ailleurs, ’énoncé améliore légerement
les inégalités 1 et 2 puisque ’hypothese a?h(zx;) > a?cs devient seulement h(z;) > c3.
Enfin, signalons encore que le résultat est effectif, au sens ou il fournit des valeurs
explicites pour c;, ¢ et c3.

Comme motivation pour un tel résultat général, nous mentionnons deux appli-
cations. D’une part, dans le cas semi-abélien, ’inégalité obtenue est employée dans
[R5] pour montrer la conjecture Mordell-Lang plus Bogomolov de B. Poonen.

Méme dans le cas des variétés abéliennes, la latitude sur a et M, permet d’aller

au-deld de la conjecture de Lang et d’envisager des énoncés plus uniformes. A titre
d’exemple et pour rester dans le cadre des points rationnels, voici un des résultats
que nous obtenons dans un travail en cours avec E. Viada.
Proposition 1.1 Soient K un corps de nombres, E une courbe elliptique sur K
a multiplication complexe et C' une courbe projective lisse sur K plongée dans sa
jacobienne J. Alors, ’ensemble des points P € C(K) tels qu’il existe un morphisme
surjectif p: J — E? avec @(P) rationnel sur K est fini.



Dans ce cas, la souplesse de 1’énoncé de I'inégalité permet de ’employer pour
minorer une hauteur de la forme h(p(az—1vy)) sur C x C et de préciser la dépendance
en .

b) Notations

Nous définissons la hauteur de Weil (logarithmique et absolue) d’une partie finie
F C Q comme : |
K,:Q,
h(F) Z gy sl
ou K désigne le corps de nombres Q(F) et |F|, = maxger |z|, pour toute place v
de K. Nous étendons les notations |P|, et h(P) & un polynéme P en l'identifiant &
la famille de ses coefficients. De méme la hauteur h(y) d’un point fermé y de P%
est celle d’un systéeme quelconque de coordonnées de y.

Cette hauteur des points est la notion cruciale dans 1’énoncé ci-apres mais nous
utiliserons aussi celle de hauteur projective d’un sous-schéma fermé X — ]P% notée
h(X) (voir [BGS] ou [R1]). Il faut signaler que, pour un point fermé z, la hauteur
h({z}) ainsi introduite différe de la précédente h(z) (elle correspond & un choix de
normes euclidiennes & 'infini) mais nous avons toujours h(z) < h({z}).

Enfin, si @ € N™ pour un entier m > 1, nous notons systématiquement a =
(a1,...,anm) et utilisons également |a| = a1 + - -+ + ap,.

c) Enoncé principal
Soient X un schéma projectif sur @, intégre et de dimension non nulle, 1: X —
IPg une immersion fermée et £ = t*O(1). Nous utiliserons le degré de X dans ce

plongement (égal au nombre d’intersection [£]9™ X . X)) et sa hauteur h(X).
Soit w € Z avec w > —1 et notons w' = 3 + w. Soit ensuite m > 2 un entier et
posons pour un entier u < m dim X

mdim X

b= ][ @i+

J=u+l
Si t1, t2, M et 6 sont des entiers et § un réel, tous au moins égaux a 1, nous posons

A = 0(2tym dim X)™ 9™ X (N 4 1) (deg X)<'™

puis
o = AAFY0)-w
cy = A¥(0)
cg = (Mty)m ™ XA2YO) max(h(X),5).

Au dela des valeurs précises de ces constantes, il importe surtout qu’elles soient
indépendantes des données que nous introduisons maintenant.

Nous nous intéressons & un triplet (a,X',M) ot a € (N\ {0})™, X est un schéma
integre et projectif sur @ muni d’un morphisme propre et birationnel 7: X — X™ et
M un faisceau inversible sur X. Nous noterons U 'ouvert de X™ au-dessus duquel
7 est un isomorphisme et nous nous permettrons de le voir aussi comme ouvert de
X. Soit encore N, = 7* ®:’;1 piL®% ou p;: X™ — X est la i-éme projection pour
1<i<m.

Nous faisons I’hypothese qu'il existe un quadruplet (¢/,j1,j2,%) ou ¢/: X — ]Pg’
est une immersion fermée (pour un certain N’ € N) et, si P = //*O(1), j1 et j»



sont respectivement des injections P — N® et P @ M®~! — N2 tandis que
¥ est une famille de sections globales de P ® M®~! de cardinal M qui engendre
ce faisceau sur X. Enfin, nous supposons d’une part que les images par j; des
coordonnées de ]Pg' (vues comme sections de P) s’écrivent comme des mondmes
sans coefficient de multidegré ¢1a en les coordonnées de ]Pg (vues comme sections
des différents 7*p; L) et d’autre part que les éléments de j2(X) s’écrivent comme
des polynémes P, . ..,Py de multidegré t2a en ces mémes coordonnées de sorte que
h(Py,...,Py) < 0lal.

Si nous notons U’ l'ouvert (non vide) de U au-dessus duquel j; et j» sont des
isomorphismes, by = h o 1: X(Q) — R la hauteur induite par ¢ et, pour y € X(Q),
ham(y) = h(V'(y)) — h(E(y)) qui donnent bien des hauteurs de Weil associées a L et
M, nous pouvons énoncer le:

Théoréme 1.2 Soit © = (21,...,2m) € U'(Q) un point tel que, pour tout produit
Y =Y x---xY,, de sous-schémas fermés intégres de X contenant x, nous ayons,
en notant Y l’adhérence de Y NU dans X, la minoration

[M]dimY A y Z 071 H(degy;.)fwa?imyi‘

i=1
Alors .
Z ashs(x;) < crham(x)

i=1

dés que caa;11 < a; (pour 1 <i<m) etcs < he(x;) (pourl<i<m).

d) Remarques

En premier lieu, disons que le parametre w introduit dans le théoreme vaut 0 dans
les applications que nous avons citées. Toutefois, sa valeur naturelle serait plutot —1
puisque dans ce cas la minoration du nombre d’intersection s’écrit [M]4™Y . ) >
6~ [NL]4™Y . Y (qui correspond mieux & Iinégalité de la forme haq > ¢y hy, qui
suit) ; de plus ce choix a 'avantage de fournir une constante ¢; plus raisonnable. Et,
en effet, comme nous I’avons dit, G. Faltings montre (dans [F2]) qu’il est possible de
choisir w = —1 dans le cas abélien. Malheureusement, le calcul explicite de § dans
ce cas-la ne semble pas aisé et l'on risque de reperdre ce que 'on avait gagné sur
c1. Pour cette raison, le choix fait dans ’effectivisation du travail de Faltings qu’est
[R3] correspond & w = 0 et il se trouve alors que § = 1 convient. D’un autre c6té, la
possibilité de choisir w > 1 dans le théoreme 1.2 peut éventuellement garantir une
plus grande liberté dans d’autres applications.

Les hypothéses un peu imbriquées qui concernent P, j; et j» sont nécessaires
dans le cas semi-abélien (voir [R5]). Elles se simplifient lors des applications & un
cadre abélien : en effet, il n’est pas besoin d’éclatement et I’on utilise 7 = idxm= ; de
la sorte, choisir P = N®! devient possible, j; est donc l'identité et avec t; = ty
I’application j, correspond seulement 3 une section globale de M.

La démonstration que nous donnons du théoréme 1.2 suit les mémes idées que
celles de [R3] et [R4]. En particulier, elle s’inspire, outre des travaux déja cités
de Vojta et Faltings, de la réécriture qu’a donnée E. Bombieri du cas des courbes
dans [B1]. Dans un but de lisibilité, nous n’avons pas souhaité renvoyer au cours
de la démonstration le lecteur aux énoncés de [R3] et [R4]. En effet, bien que ceux
du présent texte en soient proches, il est souvent nécessaire de généraliser ou de
modifier les arguments et nous les avons donc redonnés précisément.

Le principe reste de construire des sous-schémas Y =Y; x - -+ x Y}, de hauteur
controlée et de dimension de plus en plus petite (& partir de Y = X™). A chaque



étape, 'hypothése sur le nombre d’intersection permet d’assurer qu’un faisceau de
la forme M®4 @ N®~9 (avec d,d’ € N) a suffisamment de sections globales sur Y
(voir premier paragraphe de la partie 4). Grace au contréle de la hauteur de M (&
travers j»), nous en déduisons par un lemme de Siegel ’existence d’une section s # 0
de petite hauteur (deuxieéme paragraphe de la partie 4). Moyennant des estimations
locales, nous voyons ensuite que, si s s’annule peu en z, la hauteur correspondante
est minorée et cela montre l'inégalité de Vojta qui est notre but (voir les deux
premiers paragraphes de la partie 5). Sinon s s’annule & un ordre élevé et alors
le théoreme du produit de Faltings s’applique: par suite, z appartient & un sous-
produit Y’ = Y] x---xY, de hauteur contrélée auquel on réapplique ce qui précede.
A terme, soit le théoréme est établi soit le produit s’est réduit & {1} x --- x {zpm}.
1l suffit de faire en sorte que cela n’arrive pas en choisissant ¢z suffisamment grand
pour que I’hypothese hy(xz;) > c3 soit contradictoire avec le controle de la hauteur
du produit. Notons que, formellement, nous ne raisonnerons pas par récurrence mais
considérerons tout de suite le plus petit produit Y satisfaisant les bornes de degré
et hauteur de sorte que l'impossibilité de contruire un sous-produit montrera le
théoreme.

Signalons ici deux notations utilisées dans tout le texte. Nous désignons d’une
part par K(X) le corps des fonctions d’un sous-schéma intégre X quelconque.
D’autre part, si Wo,...,W, sont les coordonnées de IP% et I un idéal homogene

de Q[Wo,...,W,], nous noterons V(I) le fermé de P correspondant; de plus, si
F' est un élément homogene de cet anneau, nous posons D (F) = Pg \ V(F).

2 Préliminaires

Cette partie rassemble plusieurs résultats auxiliaires intervenant dans la démons-
tration du théoréme 1.2 mais qui peuvent s’énoncer en dehors de celle-ci. Dans un
premier paragraphe, nous nous attachons & décrire certains éléments de 1’idéal d’un
sous-schéma fermé de ]P% : il s’agit essentiellement d’une normalisation de Noether
controlée (au sens de la hauteur, disons) et nos résultats sont voisins de [Ch, chap. 2].
Par commodité, nous présentons ce procédé comme un changement de plongement,
via un automorphisme de IP%.

Nous donnons ensuite deux lemmes qui permettront de manipuler les polynémes
obtenus. Le premier s’intéresse & la hauteur du passage au quotient par de tels
polynomes et le second & une majoration locale des dérivées d’un élément de ce
quotient.

a) Plongements adaptés

Dans un premier temps, nous notons Vg, ...,V, les coordonnées de IP%.
Lorsque Z est un schéma integre, projectif sur @, de dimension v < n, nous
dirons ici qu’une immersion fermée Z — IP% est adaptée & Z si
1. ZNnV(Vy,...,V,) =0 et
2. K(Z) est engendré par les images de V1 /Vq, ... ,Vut1/Vo.
Remarquons que la premiere condition donne naissance & un morphisme fini p: Z —
g en composant I'immersion fermée Z — Pg \ V(Vb,...,V4) avec la projection
linéaire P \V(Vo,...,.Vu) = P& (cette derniére étant un morphisme affine, il
en est de méme de p qui est propre donc fini). En particulier p est surjectif (par
dimension) donc Z N Dy (V) # 0 ce qui donne

D(D4(V0).0pp) = © [% . %] — T(D4 (Vo) N Z,07) < K(Z).



On peut ainsi parler de I'image v; de V;/Vy dans K(Z). On a toujours K(Z) =
Q(v1,...,v,). Le fait que p soit fini et surjectif montre que les éléments vy, ... vy
sont algébriquement indépendants et que chaque v; est entier sur Q[vy, .. .,v,]. Le
degré de p vaut [K(Z) : Q(v1, - - - ,vy)] et coincide avec le degré projectif de Z — P%.
Le lemme ci-apres montre que, sous I’hypothese 1, nous pouvons facilement écrire
des relations de dépendance intégrale pour toute combinaison linéaire des v;.

Rappelons que, si Z — IP% est de degré D, toute forme éliminante f de Z est
un polynéme multihomogene de multidegré (D, ...,D) en u + 1 groupes de n + 1
variables. Chacun de ces groupes correspond naturellement & une forme linéaire et,
si Lg,...,L, sont de telles formes, f(Log,...,L,) désigne I"image par f de la famille
de leurs coefficients.

Lemme 2.1 Soit Z un sous-schéma fermé intégre de P%. On note u = dim Z,
D = degZ et f une forme éliminante de Z telle que f(Vo,...,Vu) = 1. Pour
p € Q™ on définit P,(Xo,...,Xyut1) comme

n
Xo P f(XupaVo — > wiXoVi, XoVi — XiVa, ..., XoVu — X Vo).
1=0

Alors P, est un polynéme homogéne de degré D dans lequel le coefficient de X,?_H
est 1, il s’écrit comme la puissance d’un polynome irréductible et le polynome

Pu(Voy .- Vu, > Vi)
i=0

est élément de l’idéal de Z.

DEMONSTRATION : La non-nullité de f(V,...,V,) est équivalente & la condition
ZNnV(Vo,...,Vy) = 0. Ecrivons W = 31 pu;V;. Puisque ZNV (Vp,...,V,,W) =
0, ces coordonnées définissent un morphisme fini 7,:Z — ]Pf‘Q“. Ainsi 7,(Z)
est une hypersurface irréductible de ]Pf‘QJrl et s’écrit donc V(F,) pour un certain
polyndéme homogene irréductible F, de Q[Xo,...,Xy+1] (déterminé & la multi-
plication par un élément de Q* prés). Comme Z NV (Vy,...,V,) = ( entraine
mw(Z) N V(Xo,...,.Xy) = 0 qui se réécrit F,(0,...,0,1) # 0, nous constatons
degx, , Fl, = deg F),.

Notons

P, = f(Xur1Vo — XoW,XoV1 — X1V, ..., XoVu — Xu Vo).

Si g, ...,Tyy1 sont des éléments de Q avec ¢ # 0, les zéros communs des formes
linéaires z,4+1Vo — oW et 2oV, — 2;Vp (1 < i < u) sont les éléments de ]P%(Q)

se projetant sur x = (Tg:-:-:Tyy1) € ]Pf‘QH(Q). Par conséquent (théoreme de
Pélimination)
Py(@o,. - @ut1) =0 = m,'(2)(Q) #0
— zem(2)(Q)

<~ Fu(xo,...,$u+1)=0
(sous ’hypothese zy # 0). Ceci montre que I'on peut écrire
P, = AX{F)
avec A € Q* et a,b € N. A présent le coefficient de XX, | dans P}, est facilement,

par multihomogénéité,
FVo,Vi,... V) = 1.



Par suite D = degx, , P, = bdegx,  , Fy =Ab deg F), = deg P, — a et cela entraine
a = Du. Ainsi P, est effectivement un polynéme et c’est (& une constante prés) une
puissance de F},. Puisque 7,(Z) = V(F),) nous avons

Z cm'V(E,) =V (Fu(Vo,....Vu,W)) = V(Pu(Vo, ...V, W))

ce qui termine la preuve. |
Nous souhaitons ensuite passer d’un plongement projectif donné a un plonge-
ment adapté. Pour cela, associons & une matrice M € GL,41(Q) l'automorphisme
X: IP% — IP% qu’elle définit. Si p: Z — ]P% est une immersion fermée, nous dirons
que M est adaptée & ¢ si 'immersion x o ¢ est adaptée a Z.
Pour clarifier les notations, nous choisissons de désigner par Wy, ...,W, les co-
ordonnées de IP% a la source de x et Vg, ...,V celles de son but. De la sorte, si m; ;

sont les coefficients de M et m; ; ceux de M !, nous avons, via x, les relations
n n
Vi = E mi,jo et W; = E mi,jVj.
j=0 j=0

La proposition ci-dessous montre que ’on peut trouver une matrice adaptée de
petite taille. Nous y utilisons les faits élémentaires suivants:
- si f € Q[Xy,....X,]\ {0} et E C Q avec Card(E) > max; degy, f alors il
existe x € E™ tel que f(z) #0;
—si fe @, xW, L xiM x5\ {0} est multihomogene et E C
Q avec 0 € E et Card(E) > max(2, max; degyq) f) alors il existe z €
Emitetmatn o] que f(xz) # 0.

Proposition 2.1 Soit p: Z — ]P}f2 un sous-schéma fermé intégre et notons D =

deg Z. Il existe une matrice M € GLy,11(Q) adaptée & ¢ dont les coefficients ap-
partiennent & E = {a € Z | |a| < max(D,2)/2}.

DEMONSTRATION : Avec les notations qui précedent, la premiére condition & établir
s’écrit x o p(Z) NV (Vy, . ..,Vy) = 0. Si nous notons f une forme éliminante de Z et
voyons les V; comme des formes linéaires en les W, ceci se traduit par

fVo, ..., V) #0.

Puisque f est multihomogéne de degré D en chaque groupe de variables, nous
pouvons choisir les m; j pour 0 <i <wuet 0 < j < n a coeflicients dans E de telle

sorte que cette condition soit remplie. Les coordonnées Vy,...,V, ainsi fixées sont
alors automatiquement indépendantes et il existe kyy1,...,k, tels que la famille
Voo -+ VausWiyirs - - - ,Wh, soit encore libre. Choisissons encore V; = Wy, sii > u+1

(notons que 0 et 1 sont éléments de E) et Viyp1 = Wi,y + D510 Mut1,k; W -
Cela assure que la matrice M est inversible et il reste & voir qu’il est possible de
trouver les coefficients m., 1, dans E de fagon que 'image = de V,,11/Vj engendre
K(Z) au-dessus de Q((Vi/Vo)i<i<u)-

Si 01,...,0p sont les différents plongements de cette extension de corps dans
une cléture normale, I’élément z ’engendre si et seulement si

D

Il (ci@) = o1(2)) # 0.

=2

Le membre de gauche est un polynéome de degré D — 1 en les coefficients m, 1 ;
cherchés et il n’est pas nul en vertu du fait que la famille des différents W, /Vj
engendre 'extension considérée. Par suite, il est effectivement possible de choisir
ces coefficients dans E. O



Pour un plongement ¢: Z — P, nous fixons désormais une matrice M adaptée

comme dans I’énoncé. Puisque les coefficients de M sont bornés, nous pouvons
maintenant contréler les relations de dépendance du lemme 2.1.
Lemme 2.2 Avec les hypothéses et les notations qui précédent, il existe 2(n + 1)
polynémes homogénes notés Py, ..., P,,Qo,---,Qn de Q[Xo, ..., Xuy1] de degré D
dans lesquels le coefficient de XuD—‘,-l est 1, chacun égal a la puissance d’un polynome
irréductible de telle sorte que

1. si B désigne la famille de tous leurs coefficients on a
h(B) < hy(Z) + D(u+1)logD(n + 1)

2. pour tout j, 0 < j < n, les polynomes P;(Vo,...,Vy,V;) et Q;(Vo,...,Vu,W;)
sont éléments de l’idéal de x o p(Z).

DEMONSTRATION : Soit f' la forme éliminante de x(p(Z)) telle que f'(Vp,...,Vy) =

1. Posons encore L; = XoV; — X;Vp pour 1 < ¢ < u. Le lemme 2.1 nous montre que

P = X(;Dufl(LOrLla te 3Lu)

fournit PJ si LO = Xu+1VE) —X0V7 et Q] si LO = Xu+1Vb — ZZ:O ’I';Lj,kX()Vk satisfai-
sant toutes les conditions sauf peut-étre la majoration de hauteur. Par le théoreme
de I’élimination, il existe une forme éliminante f de ¢(Z) telle que, pour toutes
formes linéaires Lq, ... ,Ly,

fI(LOu s ;Lu) = f(LO(M')J cee ;Lu(M'))'

Avec les choix qui précedent, L;i(M-) = Y7 (mo,x X;—m; x Xo) Wy pour 1 < i < u;
dans le cas de P; la formule pour Lo(M-) est analogue tandis que pour (); nous
avons

Lo(M-) = Xy (Z mO,iWi> - Xo (sz]kmszz>
=0 k=0 i=0
= Xup (Z mo,iWi> - XoW;
=0

n

= Z(mo,iXu+1 —0;,; X0)W;.
=0

Ainsi dans tous les cas, f'(Lo,...,L,) s’obtient en spécialisant chaque variable de
f en un élément de la forme aX, + bX; avec a,b € Z, |al|,[b] < max(D,2)/2 et
1 <i < wu+ 1. Par conséquent, nous pouvons écrire

u+1l D
pP=Xx;"" Z Am H H (ax,i,eXo + bxixXs)
™ i—1 k=1

si les A, sont les coefficients de f, m parcourant les monoémes unitaires de multi-
degré d = (D,...,D). Si v est une place finie de Q((An)m), la valeur absolue d’un
coefficient de P est au plus maxmy |Am|y (car ax;x et by sont entiers). Pour une
place infinie, on remarque que le terme en facteur de A, est un polynéme dont
la somme des valeurs absolues des coefficients est au plus DP(+1) (y compris si
D =1). Par ailleurs,

ale < (3) 40,00



si My(f) est le terme local définissant h,(Z) (voir [R1] démonstration du lemme
3.3). Ainsi

d
P|, < DP(utD) M,(f)=[D 1Pt pr
Pl D200 5 (1) = (DG + 1) )
et la majoration de h(B) en découle bien. O

b) Réduction de polynémes

Nous utiliserons plusieurs fois un procédé de réduction de polynémes modulo

certaines relations de la forme de celles obtenues au lemme 2.2. Nous donnons ici le
résultat technique (mais élémentaire) apres un lemme préparatoire.
Lemme 2.3 On peut associer & chaque triplet (z,y,2) € N* avec 1 <y < z un
polynéme U, . € N[Xq,...,X.], homogéne de degré x +y— z si deg X; =i et dont
la somme des coefficients est au plus 2%, de telle sorte que, si, dans un anneau A,
des éléments t,ay,...,a, vérifient

z
z __ z—y
t° = E ayt* Y,
y=1

alors, pour tout x € N,

z

=3 Usyelar, - a)t* 0.

y=1

DEMONSTRATION : On travaille d’abord dans 'anneau A = Z[X1,...,X,,T] gradué
par deg X; =i et degT = 1. Le polynéme P =T% — EZ=1 XyT?7Y est homogene;
on note t 'image de T dans A/P qui est gradué. En écrivant t* dans la Z-base
évidente de A/P on obtient immédiatement des Uy, . & coeflicients dans Z ayant
la bonne homogénéité. En substituant directement il est clair que les coefficients sont
positifs. Enfin on considere A = R. 1l est immédiat qu’il existe ¢t dans 'intervalle
[1,2[ tel que t* = 3°7_ t*~¥. Par suite pour tout x

z

z
2247 =) Upye(l, DETV 2D Upy (L, 1),
y=1

y=1
Par positivité la somme des coefficients de Uy y,. est bien U, , .(1,...,1). O
Voici le résultat qui permet le contréle de la hauteur des réductions.
Lemme 2.4 Soit m un_ entier naturel. Pour chaque entier ¢ entre 1 et m, consi-
dérons des variables V})(’), VD et Wé’), WS (pour certains uin; > 0) ainsi
que pour chaque entier j entre 0 et n; un polynéme Pj(z) € Q[Vo(z), .. ,Vu(:),W]-(')]
~di g ]
homogéne de degré d; ; > 1 de sorte que le coefficient de Wj(’) " est égal & 1. Soit
B; la famille des coefficients des Po(i), e ,Pr(b? et notons K = {(ki j)1<i<m, 0<j<n; |
0 <kij <di,}.
Si S est un ensemble fini, b un élément de N™ et (U,);ecs une famille de po-

lynomes multihomogénes en W de multidegré b, alors il existe une unique famille
(Qk,s) (k,s)ekxs de polynomes multihomogenes en V' telle que, pour tout s € S,

Ty — Y Qus(V)W*

kex
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est élément de l’idéal J engendré par tous les Pj(i). De plus, les coefficients de Qs
appartiennent au corps engendré par les coefficients de ¥, et les B; et

e Zb 3+ log(2u; +2)) +1og (7).

T

DEMONSTRATION : Ecrivons

di
(i) _ @4 @) (G (i) %~y
P =W, ZP’ VW

de sorte que par le lemme précédent (appliqué & Q[V(i),Wj(i)] / Pj(i)) Pélément (ho-
mogene de degré [)

di,;
! . Ndi i~y
U DL e ML A

appartient & J. Par ailleurs notons

T,= > AW

k'ex’

ou K' = {(k ”)1<Z<m 0<j<ni E] okig = b; pour tout i}. Nous pouvons alors

choisir

m  n;

Qk 3 Z )\k’,s H H ng,j,di,j—ki,j,di,j (Pj(,il)a LR 1(731 ])

K ex’ i=1j=1

L’unicité est claire pour raison de degré. Il reste a estimer la hauteur. Le polynome

!
Uky , dij=ki jodi; | 3(11)7 . ](2 ) est une somme d’au plus 2¥i.i termes de la forme
di,j
I "
iy
y=1
: di’j i+ 1
ou ) yly = ki ; — ki ;. Un tel terme est a son tour somme d’au plus H1 (”1y V)
- y=

termes (puisque deg Pj(2 = y) de la forme

—ki;

H BV,

ou B, € B; (on rappelle 1 € B;) et 0 < v, < u;. Nous majorons

) d;i,j w; + ly ) di,j .
oki,; H ( ¢ y) < 2ki; H(“i + )Y < (2u; +2)kii
y:l y y:l
Sachant que . k j ! j = bi, nous trouvons que le polynéme Qy,s s’exprime comme

une somme d’au plus

Card(K") ﬁ(2ui +2)% =] (b" +”) (2u; + 2)%



termes de la forme

m b,'—zj ki,;
Mol IT BaaVill
i=1 a=1

ol Bq,i € B; et 0 < vy,; < u;. La majoration de la hauteur s’en déduit immédiate-

ment. O
Citons également ici la version que nous emploierons du tres classique lemme de

Siegel.

Lemme 2.5 (lemme de Siegel) Pour tout corps de nombres K, il existe une

constante cs(K) telle que pour toute matrice A € My xn(K) avec m < n, il existe

X € K™\ {0} vérifiant AX =0 et

m n
h(X) < p—— (lrsnisgnh(Ai) +logn> + n—mcS(K)'

DEMONSTRATION : C’est le lemme de Siegel pour un corps de nombres tel qu’il est
formulé dans [B2] (en réalité il est possible, avec le lemme de Bombieri-Vaaler, de
supprimer le coefficient n/(n — m) devant la constante mais ce raffinement n’a pas
d’intérét ici). O

c¢) Lemme local

Nous avons besoin de généraliser le lemme 5 de [B1] pour estimer localement les
dérivées successives d’un élément algébrique sur un anneau de polynomes.

Soient K un corps de nombres, 4 un entier > 1et X1,...,X,,Y desindéterminées.
Nous considérons un polynéme P € K[X,Y] = K[Xy,...,X,,Y] qui s’écrive P = P}
avec b > 1 et P; € K[X,Y] irréductible. Soient encore L une extension algébrique
de K(X) et y € L un élément tel que P(X,y) = 0. Notons (d;:L — L)i<i<y les
K-dérivations caractérisées par d;(X;) = d;; puis, lorsque kK € N,

1
dlﬁ::d‘i‘lo.._od;‘ju7 KJ:KZI!"'K/u! et oF = —d~.
K!

Finalement, pour une place v de K, nous écrivons €, = 1 si v est infinie et £, =0
sinon.

Nous pouvons alors donner ’estimation suivante.
Lemme 2.6 Soit p: K[X,y] = K un morphisme de K-algébres tel que p(X;) =0
pour 1 < i < wu et notons encore par ¢ son extension lorsqu’on localise en Ker(yp).
Soit R = b=1(8°P/8Y?). Nous supposons o(R(X,y)) # 0. Soient ensuite v une
place de K, a € K* tel que |p(y)|y < |aly et & € N*\ {0}. Alors nous avons

|P(X aY)|v (2[k|-1)/b
2

lp(@*)|o < lalo f1(u,D)*!* (m

ot D majore d la fois degx P et degy P et

2 2
fi(u,D) = (2u + 4)1+EP/2 p (D + u> (D;— 1) |
u

DEMONSTRATION : Commencons par remarquer qu’en remplacant y par y/a et P
par le polynéme P(X,aY), il suffit de démontrer ’énoncé pour a = 1. Nous allons
également supposer dans un premier temps b = 1. Dans ce cas, nous adaptons la
preuve de [B1] (qui correspond au cas u = 1).

Notons x: K[X1,...,Xu,Y] = K[X1,...,Xuy] et ¥ = ¢ o x. L’écriture ¢(9"y)
a bien un sens car le localisé K[Xi,...,Xy,y|Kker(y) €st stable par chaque d;: en
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effet diy = —x(R)™'x(0P/8X;). Ecrivons maintenant P = i pi XIt - Xy
et distinguons selon que v est une place finie ou infinie. Dans le premier cas, nous
tirons parti de la formule de Leibniz pour avoir

SIS SIS S e S e

,J 1) . () =g

ol la seconde somme est sur tous les choix de l@, ol e N avec 1@ ... 4700 =
k. Par ailleurs x(R) = E” pijXi' -+ XY ! donc en extrayant de la somme

précédente les termes pour lesquels [(¥) = k pour un indice k vérifiant 0 < k < i
nous obtenons

x(R)9"y = — Zpi,j Z o (X{'I "‘Xﬂu) 8l(1)y . _al(i)y‘
i,J [{CO NI (C)
1™ £y si k>0

Le facteur 6l(0)(Xf1 <o+ XJu) vaut 1 si 1(®) = j et 0 sinon. Nous appliquons alors ¢
a I’égalité précédente et, v étant ultramétrique, il vient

A 7(9)

1Y (B)]op(8"y)|w < |Plo [£(8" Y)lw---1e(8" Yo

max
20,000 4o 1) < 1(R) £

Ceci permet de montrer par récurrence sur |k| que

|P|u max(0,2|k|—1)
|¢(R)|u>

En effet le cas |k| = 0 est ’hypothese |o(y)|, < 1et, pour |k| > 0, la formule obtenue

(@)l < (

montre que, si ’hypothése de récurrence est vérifiée pour les £’ avec |&'| < ||, nous
avons

| (an )l < |P|'u )1+Ez=lmax(0,2l(k)|l)
PO Y)v = .

max
i20,1) 4D <, 103 <|¢(R)Iv

Or |¢(R)|y < |P|y et par ailleurs
> max(0,2[1%)] - 1) < 2[| -2
k=1

pour tous les choix de i > 0, IV, ... 1) € N* avec IV 4 --- + 10 < g et 1(F) £ k.
Ceci termine la démonstration quand v est une place finie (et b =1).

Nous procédons différemment lorsque v est infinie. Montrons d’abord par récur-
rence sur |k| > 1 qu'il existe un polynéme Q, € K[X1,...,X,,Y] tel que

X(Qx) = x(R)?*I=1d" (y).

En effet si |k| = 1, c’est-a-dire kg = dg,k, pour un indice ko, il est loisible de poser
Q. = —0P/0Xy, car

0= (P = x (- ) a0+ x () ) = x (- ) + X,

Si |k| > 1 choisissons ko tel que ki, # 0 et définissons &' par &}, = Kk — Op,k, puis

0Qu _  OP 9Qu oP R R )

_ p2 "n_ , ek
G =B ox. ~Rax, oy TR D (ano ay ~ oxy,
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Ceci convient car en appliquant dg, & x(R)?*|=1d*'y = x(Q ) puis en multipliant

par x(R)? il vient

X(R)2H 1%y + (2] — 1)x(R)? ™ di, (x(R))d" y

6 K! 6 K'
= X (6%0) x(R)* +x ( gy ) x(R)*dr,y

soit

X(R)Ql'““ld”y + (2|&"| = 1)x(Qu R) (X (g—g) droy + X (62(}:0 ))

aQn’ 2 6Qn’ 2
X (6Xk:0R ) +x( 5y )X(R) dryy,

formule dans laquelle il suffit de remplacer x(R)dy,y par —x(0P/0X},) pour re-
connaitre

X(R)HF=1dmy = x(Qu).

Sur la définition de @), par récurrence, il est clair que degy @, et degy @ sont
tous deux majorés par 2|s|D. D’autre part, si Qu = Y, , GmX{ " - XY,
cette définition donne

— j+3'+m y — 1y iti -2
Qu = Y Pigbrgam XX Y

ihj!i,’jlil!m
X (ii'mko —ijiol + 2l&"| = 1) (o i (i — 1) — ii’j;m)).

Dans cette expression nous avons

iil(mko - (2|HI| - l)jllco)‘ S ii, max (mk07(2|’y"‘l| - l)jllco) S ii, : 2|K‘I|D
et de méme ‘ij;m(— I+ 2" -1)(@ - 1))‘ < ijy, - 2|'|D. Par suite

Qulo <IPRIQulo 218D 3" ili" + i)
0<i,i",|j],|5'|<D
Cette derniére somme vaut
D+u\?(D+1)\? 2 fi(u,D)
1+ <
u 2 u—+1 2uD

si nous notons f} (u,D) = f1(u,D)(2u +4)~3P/2. Ainsi

HI
|Qn|v S fll(uaD)%|P|12)|Qn'|v

Si|k|=1ona|Qkl, < D|P|, donc

fi(u,D)
u

|k|—1
|Ql~:|v <D ( ) (|I‘|7| _ 1)||P|121|n|71

S’en déduit la majoration

! |k|—1
|(Qn)lw < 3D|x|! (h(«:D)) PPl
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car [P(Y)|y <1, ¥(X;) =0 et 1+ degy Qx < 3D|x|. Enfin le choix de @), montre
que
Y(Qx) = $(R)? " Lp(d"y) = mal- - Kl (R) V11 p(0%y)

donc
! "(w.D [k]—1 Pl, 2|k|-1
woral < Sreot (F2) ()
2|k|—1
< fwd" ()

car J%,l—' < ultl et 3uD? < fl(u,D).

Le cas b = 1 est donc entierement établi avec le gain d’un facteur (2u+4)
Dans le cas général, nous pouvons appliquer ce qui précede au polyndéme P; parce
que, si Ry = OP;/8Y, nous avons R = R} + Pi(Q avec un certain polynome Q) et
donc R(X,y) = R1(X,y)b. 1l reste seulement 3 voir

3e,D/2

|P1|3\n|—1 < (2u +4)35UD|N\/2|P|$)2\n|—1)/b.
Comme b > 2 ceci découle de
|P1|v < (2u + 2)351,D/2b|P|11}/b,

cette derniere inégalité s’obtenant en notant que Py est de degré au plus D/b en
chacun des deux groupes de variables (pour une place infinie, on proceéde comme
dans [L, chap. 3, prop. 2.12] en transitant par la mesure de Mahler). O

3 Réduction du probleme

Nous nous plagons désormais sous les hypotheéses du théoréeme 1.2.

Considérons ’ensemble & des m-uplets (Y7,...,Y,,;) formés de sous-schémas
fermés integres de X tels que si nous notons u; = dimY;, u = uy + --- + up, et
D; =degY; pour 1 < i < m alors

z; € V() pour 1 <4< m, (1)
D; < (deg X)A¥(W-1 pour 1 <4 < m, (2)
m
[IDi < (deg X)mA¥=1 et (3)
i=1
m 1 ]
S aih(¥i) < 5 A% (Mto)™ 5™ X~ ja] max(h(X).0) (4)
i=1
En premier lieu, il est clair que (X,...,X) € £ car ¢y (mdim X) = 1 et A2 > 2. Par
conséquent, il existe un élément (Y7, ...,Y,,) de £ pour lequel la dimension u est mi-

nimale. Nous allons travailler avec un tel élément que nous fixons dorénavant. Il faut
remarquer que u n’est pas nul: en effet, si c’était le cas, nous aurions nécessairement
Y; = {z;} pour 1 <i < m et nous pourrions donc déduire de la derniére inégalité

lales < Zaih(wi)ﬁzaz’h({ﬂfi})
i—1 i=1

IA

1 : 1
iAw(O) (Mty)™ 4™ X g max(h(X),8) = 3 lales,
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ce qui est faux.

La démonstration consistera & montrer que si la conclusion du théoréme est
en défaut alors il est possible de construire un élément de £ de dimension u —
1. Pour faire cette construction générale, il est commode d’une part de modifier
le plongement ¢ sur chaque facteur pour que Y; soit décrit de maniere simple et
d’autre part d’exclure de la construction un certain nombre de cas dégénérés (en
construisant directement un élément de £ dans ces cas-13).

Nous appliquons donc les résultats du paragraphe a) de la partie précédente aux
immersions fermées ¢;:Y; < ]Pg déduites de ¢ (pour 1 < i < m).

Ainsi, en vertu de la proposition 2.1, il existe pour chaque 7 une matrice M; €
GLn+1(Q) & coefficients entiers compris entre —max(1,D;/2) et max(1,D;/2) de
sorte que le morphisme associé x;: IP% — IPg fait de x; o ; un plongement adapté.
Nous fixons une fois pour toutes de telles matrices M, ...,M,, ainsi que des po-
lynémes P]-(z) et Qg-z) (1<i<met0<j< N) données par le lemme 2.2. Nous
notons B; la famille de leurs coefficients pour 4 fixé.

Pour distinguer les différentes coordonnées de (]Pg )™, nous désignons celles du
i-éme facteur par Wj(') (0 < j < N) ala source de x; et Vj(') (0 <j < N) ason
but. Par exemple, le polynome de Qg-') (VO(Z), A A% ),Wj(z)) est élément de I’idéal de
Xi © ¢i(Y3)- . ’ . . -

Nous notons encore w§’) et vj(-') les images respectives de Wj(') SV et Vj(') JVD
dans le corps des fonctions K(Y;) (de sorte qu’en particulier ces éléments sont liés par
la relation matricielle (v(9) = M;(w(?)). Finalement, le morphisme fini Y; — P%
défini par VO(’), ..,V gappelera p; et bi,; sera Pentier tel que Q;') est égal & un
polynome irréductible élevé & la puissance b; ;.

Dans le cadre ainsi fixé, nous pouvons donner ’énoncé par lequel passe la preuve
du théoréme 1.2 par I’absurde.

Proposition 3.1 Il n’existe pas de couple (L,U) avec 1 < £ <m et U un polynome
homogéne de Q[VE]M), . ,Vu(f)] tel que

1. x(ze) € V(U),

2 xYo) ¢ V(U),

8. degU < A¥'wb(w) ¢f

4. ath(U) < (8deg X)~1AY (wtDv(w)tm—1-w g\ At )m dim X—utl max (h(X),6).
DEMONSTRATION : Si un tel couple existe, nous définissons Y/ =Y; sii # £ et Y,

comme une composante irréductible de Y, N x~1(V(U)) contenant x,. Il nous suffit
alors de montrer (Y/,...,Y;)) € &.

Dans un premier temps, écrivons x; ' (V (U)) = V(U') avec U’ € Q... w¥
défini par U'(WO) = UM, - W®). 1l vient degU’ = degU et, vu la majoration
des coefficients de My,

W(U") < h(U) + (deg U) log(N + 1) max(1,D¢/2) + log (deg Z; W)'

Pour le degré, nous avons
deg Yy < (degU)(degYy) < A “ D,

et, en vertu de w'up(u) + ¥(u) = ¥(u — 1), cela entraine bien les deuxiéme et
troisiéme conditions dans la définition de (Y{,...,Y,}) € £ (la premiére étant quant
4 elle évidente par construction). Pour la hauteur, nous trouvons

h(Y{) < (deg U")A(Ye) + Dehm(U")
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ou h,, est la hauteur modifiée introduite dans [R1] qui satisfait la majoration
ho(U") < W(U") + v/N d’apres le lemme 5.2 de [R2]. Ainsi

> aih(Yy) < Dyagh(U) + DearA* ™™ log Dy(N + 1)(ug + 1)
i=1

+ DyagV'N + A (@) Z a;h(Y7)
i=1
lA(w’u+w’+1)¢(u)+m+1—w’ |a| (MtQ)m dim X —u+1 max(h(X) 5)
2 ?
et ceci montre la derniére condition car (wW'u+w'+1)p(u)+m+1—-w' < 2¢(u—1)
(cela vient par exemple de m < utp(u)). O

Notons maintenant (a:(()i), ‘e ,x%)) un choix de coordonnées projectives de ¢;(z;)

<

et (z((]i), e ,zl(\i,)) = M;(2) qui est donc un choix possible pour x; o ;(x;).
Corollaire 3.1 Pour chaque indice i avec 1 < i < m, nous avons
1. le morphisme p;:Y; — ]P% est étale au point x;,

2. z(()i) #0 et
3. pour tout j avec0 < j < N

0"y (1 a) | wﬁ”) #0.

axti, \ oA

DEMONSTRATION : Dans chaque cas, il s’agit de montrer que, si la condition est
fausse, nous pouvons exhiber U tel que (i,U) satisfasse les conditions de la pro-
position. En notant A le discriminant du polynéme P&:)WLI(VEJ(Z), VD et R; le
résultant de Q;’)(VO(’), VD ) et de sa dérivée d’ordre b;,j, nous allons vérifier
que conviennent U = A, U = V) et U = R;.

En écrivant un résultant (et donc en particulier un discriminant) sous forme de
déterminant, nous constatons que A et R; sont chacun égaux a celui d’une matrice
de taille au plus 2D; dont les coefficients sont des polynémes de Q[V;)(z), . ,Vé:)]
homogenes de degré au plus D; et dont les coefficients sont produit d’un élément
de B; par un entier compris entre 1 et D;!.

Par suite deg A et deg R; sont majorés par 2D? tandis que h(A) et h(R;) sont
au plus

D:

7

D’apres le lemme 2.2, h(B;) < h(Y;) + 2N2?D? donc la borne ci-dessus devient
X
8N2D? + de%

(3

A3¥(w)—1 |a|(Mt2)mdim X—u max(h(X),(S)

1 .
< ;AW(“)_l(degX + 8N?(deg X)3A72)|a|(Mty)™ 4™ X = max(h(X),).

Par suite, si U vaut A, Vo(i) ou It; les deux derniéres conditions de la proposition sont

vérifiées. Dans chaque cas, la définition d’un plongement adapté et celle de PIE’)H

et Q;z) montrent qu’il en va de méme de la seconde. Puisque la proposition affirme
que les quatre conditions ne peuvent pas étre réalisées simultanément, c’est donc la
premiére qui est en défaut. Cela montre alors respectivement les trois assertions du
présent corollaire qui est donc établi. O
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Puisque zé’) est non nul, nous pouvons, quitte & changer le choix de coordonnées
fait plus haut, le supposer égal a 1 et c’est ce que nous ferons désormais.

Dans la mesure ou le résultat vers lequel nous tendons consiste en une comparai-
son des hauteurs associées & M et N, il est naturel de faire intervenir un faisceau
écrit comme quotient (au sens du produit tensoriel) & partir de ces deux faisceaux.
De maniere précise, nous considérons les couples (g,d) € Q x N tels que de € Z et
associons & un tel couple le faisceau inversible sur X

Q..4= MBI NI

Le parametre d ainsi introduit est destiné & tendre vers 'infini: dans la suite les
notations o(-) et O(-) se réferent & cette limite.

4 Une petite section globale

Dans toute cette partie, le point x intervient uniquement & travers ’hypothese
sur le nombre d’intersection.

a) Dimension de I’espace des sections

Dans ce paragraphe, de la donnée de (¢',j1,52,%) nous ne retenons que l'existence
d’une injection jj: M — N®% sur Y. Elle s’obtient en choisissant un élément de %
non nul sur Y et en composant l'injection M — P qui s’en déduit avec j .
Proposition 4.1 Si e < (2uf)~'(tym) [, D;' ™%, il existe dy € N\ {0} tel
que si do|d

a" r —Ww Ui u—1
0 [Iprea +0(@).
K3

i1

dimg T(V,Q:.4) >

DEMONSTRATION : La théorie élémentaire de I'intersection montre que
Ui i
=1 i=1

Considérons ensuite un sous-schéma H de ) d’idéal isomorphe & N®~! et tel que la
restriction de ji & H est encore une injection : ceci est possible car N, est engendré
par ses sections globales sur ). Alors, pour tout faisceau £’ cohérent sur ), la suite
exacte

0 —=TYLONZ ) —T(Y,L)— T(HL)

permet d’écrire dim (VL' @ N@~1) > dimI'(Y,L') — dim ['(H,L'). Par suite, en
itérant cette formule, nous avons pour tout dy tel que dy|d

de—1
dimg T'(V,Qc0) > dimg T(V,Q_1/40,0) = D dimg T(HNPH47).
j=—d/do

En faisant usage de ji, il vient dim T'(H,Q;/4,4) < dimT(H N®"4=7) puis

de—1 de—1 (t d— j)u_l
Z dimg I'(H,Qj/4,4) < Z l(u_il),[-’\/’a]u_l -H +0(d"™)
j=—d/do j=—d/do )
N (d— g
< ) W[Na]“ Y +0(@ )
j=—d/do )

18



de—1
1
< um®(ty + 1/dp)® (HD a“’) Z p +0(@d*™)
j=—d/do
<

u a —w Ui u—1
(14 1/t1do) mzl;[lDz al* +0(d"™")

en faisant usage de la majoration de € (qui entraine en particulier ¢ < 1). D’autre
part

dimg T(V,0-1/ayd) = (d/d") [MSd0 g ALJE - Y+ O(d™)

- & e 3)) o
;l:' 1 D;“a¥ (1+P2 (%ﬂ)) +0(d*™)

d’aprés I'hypotheése sur [M]“ - V; ici, P; et P> désignent des éléments de TQ[T]
indépendants de d et dy. En combinant les deux estimations, il reste a choisir dy de

sorte que
1+ P ! L 1-|—1 u>1
\do) 2 do) ~ 4

et cela termine la preuve. O
Dorénavant, nous fixons ¢ = (2uf) ™! (tym)~*[[1=, D; 17 et un entier dy donné
par la proposition. Nous considérons toujours que d est tel que dg|d.

v

b) Contréle de hauteur

Afin d’exploiter un lemme de Siegel, nous allons écrire Q. 4 comme le noyau d’un
morphisme de faisceaux bien controlé. Soit d’abord N' = M® 1@ PP N®=d Nous
considérons la famille ¥’ de sections globales de N de la forme

m
~dea;
e @W,
i=1

onoc €Xet0<I; <N pour 1 <i<m. Cette famille a pour cardinal M(N + 1)™
et engendre N. Elle donne donc naissance & une suite exacte (quelquefois appelée
dans ce contexte complexe de Faltings)

0—)Q5,di>®gs,d®/\/i) @ Qs,d®N®2
ogey’ 01,02€X!

avec (s) = (s ®0)gpexr et ¥ ((s5)rex) = (8o ® 02 — Sgy ® 01)4y,00exr- Grace & ji
et j» nous avons une injection

Qeqg @ N®? 0 PO g \O~=d @ ey \@dltattate)

en définissant ¥ comme la composée de ¥’ avec celle-ci, nous aboutissons & la suite
exacte
0— Qg 2, ®p®d N ED Nﬂ@d(t1+t2+a)_
¥ ()2

Nous supposons d assez grand pour que toutes les sections globales de P®? sur
proviennent de ]Pg et nous fixons aussi une fois pour toute une famille de monoémes

en les coordonnées de IPg' de degré d (engendrant un espace E) dont les images
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forment une base de T'(Y,P®%). Nous dirons que s € T'(),0Q. 4) est représentée par
une famille de polynémes F, € E (o € ¥') si I'image de (F,), coincide avec ®(s).

Proposition 4.2 Il existe une section s € I'(Y,Qc q4) non nulle représentée par une
famille F = (F,), de hauteur majorée par

m

14w
dM(N+1)"4(t1 +t2+€)0(tym)" (HD) Zai(h(Bi)—HS-}-lOg(Zur}-?)) +o(d).

i=1

DEMONSTRATION : La méthode consiste & déduire du morphisme

P=@E— @ oA

(x)?

(donné par ¥) une famille Ly, . ..,L; de formes linéaires sur F' définissant son noyau,
isomorphe & I'(),Q,,4). D’apres le lemme de Siegel (voir lemme 2.5), nous aurons
notre résultat avec

im F
h(F) < S

m (h(Ll, . ,Lb) + log dim F + CS(Q(Ll, .. ,Lb)))

ol Q(L1,...,Lp) est le corps engendré par les coefficients des L;, ces derniers (qui
servent aussi & définir la hauteur h(Lq,...,Lp)) étant pris dans la base duale de
celle choisie pour F'.
Grace a l'injection P®? — N®41 nous avons
a
dim E < H dtlaz) < (tym)" —‘ H
i= 1 i=1
Par conséquent log dim F' = o(d) et, d’apres la proposition 4.1,
__dmE oMV + D)™ () ﬁDHw +o(1)
m . o(1).
dimT(Y,0. 4) = ! i

i=1

Le résultat sera donc acquis si nous savons choisir les L; & coeflicients dans un corps
indépendant de d (de sorte que ¢s(L1,-..,Ly) = o(d)) et tels que

h(L1,...,Ly) < d(t1 +t2 +¢) f: a;(h(B;) + 6 + log(2u; + 2)) + o(d).

i=1

La facon naive de choisir des L; serait de fixer une base de LY NS d(t1+t2+5)) et d’y
décomposer ¥(F). Cependant, pour pouvoir estimer la hauteur des coefficients qui
apparaissent, il faudrait connaitre assez explicitement une telle base. En pratique,
nous procédons un peu différemment.

Nous notons
W~ @r (@H™.0m) — Pre,)

Y

ot v parcourt N™. Nous voyons les Vj(i) comme éléments de Q[W] (par (V®) =
M;(W®)) et les choix de plongements adaptés montrent que © se restreint injecti-
vement & l’espace R des polynémes R en V avec degv(i) R=0siu;+2<j<net
deg,» R < D;. Nous connaissons donc une base de (9( ) et nous allons ramener

uj+1
les calculs dans cet espace.
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Pour cela, puisque (plongement adapté) v\" ) '+1 engendre K (Y;) sur K CRAIAN

il existe un élément Ry de R non nul tel que 1 on puisse écrire pour tout element
de I’ensemble fini K = {k € NN+Um |, . < D;}

O(Ry W) = 0(S;)
ol1 S, € R. Si nous regardons maintenant une composante de ¥ (F) dans T(Y,N.& d(t1+t2+5))

(c’est-a-dire pour un élément de X' fixé), nous constatons avec les définitions que le
terme en facteur d’un coefficient donné de F vaut (s’il est non nul)

+O(mPy)

oul < j< M et mest un mondme en W unitaire de multidegré d(¢, + €)a. Si nous
appliquons alors le lemme 2.4 & la famille des polynémes mPJd, nous trouvons des

polynomes @, j,m ne faisant intervenir que les Vj(i) avec j < u;, définis sur un corps
de nombres indépendant de d, vérifiant

m

R((Qk jm)kjm) < H(PE, ... .PY) + Z d(t1 + ta + €)a;(h(B;) + log(2u; +2)) + o(d)

i=1

et tels que

mpd Z Qk,] m

keEK

Finalement, puisque ¥(F) = 0 <= ¥(F) ® O(Ry) = 0, nous pouvons réécrire
la condition sur F sous forme d’équations ou le terme en facteur d’un coefficient

donné de F est
+6 (Z Qk,j,m5k> .

keK

Les polynémes apparaissant ainsi appartiennent & R donc les formes linéaires cher-
chées s’obtiennent grace a la base de R formée des mondémes en V' contenus dans
cet espace. Les coefficients ainsi fabriqués engendrent bien un corps de nombres
indépendant de d et la hauteur de leur famille, puisque S} est indépendant de d
tout comme le cardinal de K, est majorée par

h((Qr,j,m)k,j,m) + o(d) < déla| + zm:d(tl + ty + &)a;(h(B;) + log(2u; + 2)) + o(d)

i=1

donc par la quantité annoncée et cela clot la démonstration. O

5 Ordre d’annulation

Si la section s ne s’annulait pas en x, nous pourrions aisément écrire une mino-
ration de la hauteur associée a Q. 4 valable en z et la conclusion du théoreme 1.2
en découlerait. Si elle s’annule en z mais avec un ordre suffisamment petit, il est
possible de raisonner de la méme fagon et, quitte & faire intervenir des dérivations,
d’obtenir la méme conclusion. C’est ce que nous faisons ci-dessous: apres avoir
déduit du lemme 2.6 une estimation pour les dérivées de certains monomes, nous
introduisons la notion précise d’indice qui contréle ’annulation de s et montrons le
lien avec les hauteurs. Finalement, nous traitons le cas ou l'indice est grand a ’aide
du théoreme du produit de Faltings: grace a ’hypothese a;/a; 11 < ¢z, Pannulation
doit se faire le long d’un sous-produit de Y = Y] x --- x Y}, et les estimations font
que celui-ci contredit la minimalité de Y.
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a) Estimation locale des dérivées

Le morphisme p: ) — ]Pf‘Q1 X +ee X IP%’" déduit des p; est étale au point z. Nous
pouvons donc trouver un voisinage ouvert de « dans ) au-dessus duquel {2y, /¢ ait

pour base la famille (dv(-i))ij avec 1 < i <metl < j < u;. Notons 61}(,-) les
i
dérivations correspondantes (0, @ (v ) ) = 0;,i70;,7) et posons pour [ € N*

gil — ,iHl lji' (av;,-))lj :

Soit K un corps de nombres contenant les coordonnées x ( ) et les familles B;. Par
application du lemme 2.6, nous obtenons le :

Corollaire 5.1 Siv est une place de K, 1<i<m,0<j<N,le (IN\{0})™ et

ne{-11} ona
o (wf") (@) <

v

2[=1)/bi,;

‘Q(’) (1 Xy 427, X + zq(f,),w(’)Y)

v

2| A D) | .
v x(z) i 6bi’jQ(<z)

J —— (1,z(i),...,z(i,),x(i))
bigl Xl \ R

ui+

v
DEMONSTRATION : Pour 7 = 1 c’est une application directe du lemme avec X =
v,(c’) —z,(j) (1<k<u),y= wg-') eta = :175-’) (¢ étant I’évaluation en z). Pour n = —1,
il faut considérer le polynéme réciproque de Q;i) en X,,+1 et on a le résultat en

reliant sa dérivée a celle de Q(-i). O
Ceci nous amene & poser (1 < < m)

N[ 0" s ) Hos

o= 11

Jj=0

(4) (@) ,.(4)
b K T (172:1 7"'7Z’u,' ,.Z'j
i Xui+1
(pour un choix quelconque de racines) et nous supposons que K contient ces éléments.
Nous pouvons alors écrire une majoration plus commode des dérivées.

Lemme 5.1 Sous les hypothéses du corollaire précédent

. 2(N+1)J1|
29 (") (@) )

‘ OK ‘ Fo(us, D) (|B|

0<k<N
ol

2(N+1)
f2(u,D) = f1(u,D) (D : u) (N + 1)D)PNID.

DEMONSTRATION : Si |I] = 0 c¢’est évident ; sinon nous appliquons le corollaire. L'un
des facteurs de ¢; est utilisé pour supprimer le dénominateur apparaissant dans le
corollaire. Il reste un produit de facteurs & majorer: tout d’abord en notant ici

A — 95D (Di+Ui> ”|B| max( U)D

%

zZ, (Z)

U ?
v

o

A

il vient

< A.

v

‘Qy) (1,X1 + zy), coy Xy, + zq(ji),ar;i) Y)
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De maniere analogue,

N® - .
x;’) abm QE})

(l,zfi), .. (? ,xg-i))

bijl Xl
v
D;+wu;+1 v . (%) D
< B;|, max (1 z |20 x )
N (Ui+bi,j+1 [Bil ’ A B EYR B P
. (Di+u; Dji+u;+1 Di+u;+1 i (Ditui
puis (,, _:;):‘]:11) < (ke ) - En utilisant encore (74FUH) < 2P¢ Pk nous
trouvons 1 /b
()b g, 5 ()
T 0% Q) ;
1 & l,z(z), .. (’),x(') < A.
b~ .l Xbi,j 1 Usg
bI” ui+1

v

Puisque 2|l] — 1 > 0, la quantité de I’énoncé est au plus
X
‘:L.g") ‘ fi (uhDi)eu\llAZ(NH)ll\

et ’'on conclut par |z ( )

< (N+1)D;maxo<p<n |m§:)‘ puisque (z(9) = M;(z®). O
v

v

b) Indice

Nous notons ¢ I'indice au point z et relativement aux poids dt;a de la section
s € I'(Y,0Q;,q) donc Dexistence est assurée par la proposition 4.2. Par définition, cela
signifie qu’il existe k € [[;~, N tel que Y ;" |i|/dtia; = o et ayant la propriété
suivante: si s s’écrit as’ au voisinage de = ol a est une section de Oy et s’ une
section de Q. ¢ non nulle en z alors

(Haw) (@)@) #0 et (Ha’””?> (@) () =
i1 i=1

si Yo |kh|/dtra; < o.

L’objet de ce paragraphe consiste a montrer que si la section s ne s’annule pas
trop en z, au sens de l'indice o ainsi défini, alors la hauteur associée & Q. 4 est
minorée en x. De maniere précise, nous avons:

Proposition 5.1 Si o < (4t (N + 1) max; D;) e alors

|
o

Z aihz(z;) < erhp(z).

=1

Nous partons de la quantité suivante (qui est bien une hauteur associée & Q. 4)
¢ = dh(/ (z)) — dh(Z daz aihc(z;).

Nous choisissons des coordonnées &y, . . . ,&n+ pour ¢/ (z) et &, . . . ;& pour X(z). Nous
fixons un corps de nombres K comme dans le paragraphe précédent contenant en
plus ces coordonnées et les coefficients de F. Alors

[ d . (1) —dea;
¢= Z log én%{v'm' 1<k<M|£k| H0<l12N| L
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ou la somme porte sur toutes les places de K. Pour chaque telle place, choisissons
Jus kv et (I,,;); réalisant respectivement le maximum et les minima apparaissant;

ainsi
K,: Qv T i) —deai
¢= ; ﬁ log (&5 &, H z(v),

i=1 v
Si (E;) et (E},) sont les coordonnées respectives de ]Pg' et IP%’[_l etsif:) — ]Pg_1
est donné par X, alors la quantité qui apparait est reliée & la section

m
= = d —deas
Sy = LI*H®d Q f* 1 ®— ® ®7r*p;Wl?,- dea;
de Q. 4 sur un voisinage de z. Parallelement, par définition de F, nous avons
m
— I* *'—‘I ®— *, *x1r7®@—dea;
s=1"Fr 1, ()@ 5% 0 QrpiWe,

également sur un voisinage de z (si 'on décrit X' par les couples (k,l)). Par consé-
quent, si nous choisissons une section s’ non nulle au voisinage de z (par exemple
l'une des s,) et écrivons s, = a,s’ et s = as’, nous avons

¢ = Z K Q] 10g|av( )
et
a = ayFy, 1, (E/E;,)

pour chaque v, ot Z;/Z;, est vu dans le corps des fonctions de Y. Enfin, en notant
D =T[i~, 8"" Popérateur dont la définition de o assure I'existence, il vient

(Da)(z) = ay(z) - D(Fk, 1,(E/Z;,)) (2)

et donc, par la formule du produit pour (Da)(z) # 0,

6= _Z [‘g{ g] log |D(Fy, ., (E/Eju))(x)|v

Il est & présent possible de minorer ¢. Dans un premier temps,

Ky : Qo]
(K : Q]

ou m parcourt les éléments de la base de E que ’on a fixée, qui sont des monoémes
de degré d. Grace a I’hypotheése faite sur ji, un tel mondme s’écrit

m 2dtza;
( ) I IT wid.™
VA,i
=

=1 A=1

v

—
)
—

D(m(=—))(z)

'_'j'u

—¢ < h(F) +10gd1mE+Z

log max
mw v

avec 0 <wy; < N et ny; € {—1,1} pour tous i,\. Par la formule de Leibniz,
2dtoa;
p(n(2)) T T o ()
VA,i
=dv i=1 (1)) A=1

ol la somme est sur toutes les familles (1) d’éléments de N% avec Ezmal I =k;.
Le nombre de telles familles vaut (i étant fixé)

Usg
H (K?i,j + 2tdsa; — 1) < olkil+2dtzusa;
) < )

j=1 Rij —

24



Nous appliquons alors le lemme 5.1 apres avoir remarqué que

I

en raison du choix de l'indice j, et cela donne (grace a la formule du produit pour
les ¢;)

(4) TIA;
Wy

<1

v

||::]s

—¢ < h(F) + logdim E + Z (2dt2u,~a,- log 2
i=1

+ |kl (log 2f2(us,D;) + 2(N + 1)h(B;) + 2(N + 1) Dshe(4))).
Par définition de k et notre hypothese sur o, nous avons
|ki| < dtia;o < (4(N + 1)D;) " tdea; ;
nous utilisons aussi log dim F = o(d) et log2f2(u;,D;) < 8(N + 1)D;log(N +1)D;

(calcul immédiat) et donc

< h(F +dza, 2tyu; log 2 + 2¢ log(N + 1)D; + h( )+%h,;(x,-)) +o(d).

i=1

Vu la valeur de ¢ ceci se réécrit

€ — MF) «— €
B Zaihg(.’l}i)—hM(fL’) < T+Z ai(2t2ui log 2+42¢ log(N-f-l)DrFih(Bi)) +O(1).

i=1 i=1

Or, en remarquant 2tau; log 2 + 2¢log(N + 1) D; < t21)(u) log A, nous pouvons ma-
jorer le membre de droite grace au:
Lemme 5.2 Pour d assez grand,

WF) | Z ) + 12toutp(u) log A)
< (8ud1mX) LA Y@ Fm—1=w| (Nt )mdim X —utl pax(h(X),8).

DEMONSTRATION : Avec la majoration pour h(F), le membre de gauche est au plus

14w
12(Mta)(N + 1)™t160(tym)* (HD) Za, i) + 6 + 4utp(u) log A)

pour d assez grand (nous avons utilisé log(2u; + 2) < 4up(u)logA et 4(t; + t2 +
€) + 3ta < 12t1t9). D’apres le lemme 2.2,
h(B;) < h(Y;) + D;(u; + 1) log D;(N + 1)
donc
h(B;) + 8 + 4up(u)log A < h(Y;) + 8 + 6utp(u)(deg X )AYW~Llog A
< WY 40+ gu(deg X)AZ (W)=t

IN

h(Y;) +6 + %Aw(“)
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car log AY(® < A¥(®) /9 (puisque A¥(®) > 25) et 2u(deg X) < A. Ainsi

> ai(h(Bi) + 6 + 4uzp(u) log A) < A (Mty)™ 5™ X4 q| max(h(X),0).

i=1
En majorant [[}%, D; par (deg X)™A¥(®~1 il reste seulement & voir
12(N + 1)™4,0(tym)*(deg X)1+9)™ < (8u deg X) ' A™

et cela est clair vu la valeur de A. O
Continuant notre calcul, nous avons par application de ce lemme

£ — 1 ., .
5 2 aihe(@i) = haa(e) < ZACPITTIal (M) ™ B F max(h(X),0)-
i=1

D’autre part, il est aisé de vérifier que e=' < A0+)IV(W—w et (4 4 2w)eh(u) +m —
1—-2w < 2¢(u — 1) < 2¢(0) (par exemple car m < ww)(u)); par conséquent, le
membre de droite de 'inégalité ci-dessus est majoré par ecz/4. En utilisant enfin
¢3 < he(x;) nous trouvons

Zaihﬁ(xi) < ghM(x)

i=1

et cela démontre la proposition 5.1 car la valeur de c¢; est choisie de sorte que
4/6 <ci.

c) Théoréme du produit

En vertu de la proposition 5.1, il nous reste, pour conclure la démonstration du
théoréme 1.2, 3 montrer o < (4¢1 (N +1) max; D;)~'e. Nous raisonnons par ’absurde
en supposant que cette inégalité est fausse. Le fait que s ait un indice assez grand en
z permet alors d’appliquer le théoreme du produit et donc de construire un couple
(¢,U) dont ’existence est interdite par la proposition 3.1.

En pratique, I’estimation se fait au but du morphisme p: Y — ]P%1 X+ X IP%’".
Nous commengons donc par déduire de s une section sur ce but.

Lemme 5.3 1l eziste une section globale G du faisceau

o ({2

sur ]P%1 X e X ]P%" d’indice au moins égal & o en p(x) relativement auzx poids dtia

et telle que

h(G) < (ﬁ Di> (h(;f) +dty zmj ai(h(B;) + log(2u; + 2))) + o(d).

DEMONSTRATION : D’apres les calculs du paragraphe précédent, nous pouvons trou-
ver un couple (k,l) tel que Fj ;(Z) est une section de P®? d’indice o en z. Grace a ji,
ce polynome se transforme en un polynéme en W de méme hauteur et de multidegré

t1da auquel nous appliquons le lemme 2.4. Par suite, nous avons un polynéme

> Gu(vyw¥

k'ex
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ou seuls les Vj(i) avec j < u; interviennent dans Gy,
h((Ge)wrex) < h(F) + tleai(h(Bi) + log(2u; + 2)) + o(d)
i=1

et la section

a= Z G (v)w®
kl
de Oy est d’indice o en z. Considérons la norme de cette section dans ’extension

K(y)/K((vy)hgigm, 1<j<ui)-

Elle est tout d’abord d’indice au moins ¢ en x car elle s’écrit

N(a) = H 7(a) =« H 7()

TET TeT\{id}

ou 7 est ’ensemble des plongements de K()) dans une cléture normale de I’exten-
sion ci-dessus. Par ailleurs en développant le produit, il vient

Nay= ¥ (nak,w) S ] rw*

()\kl)klelc k'eK (l.,-),.eT TET

ou la premiére somme porte sur les éléments de NX de somme Card7 = H:L D;
tandis que la seconde concerne les familles de K7 telles que Card{r € Y | I, = k'} =
Ak pour tout k' € K. En tout état de cause, nous obtenons un polynéme homogene
en les Gy de degré [[*, D; dont les coefficients sont des polynomes en les o
(1 <i<met0<j<m) indépendants de d. En conséquence, N(a) s’écrit G(a)
ot G est multihomogene en ces variables de multidegré ([T;~, D;) dtia de hauteur

h(G) < (ﬁ Dz’) h((Gr)irex) + o(d).

Il est possible de voir ce polynéme comme une section de O (dt; ([T, D;) a) sur
]P% X e+ X ]P%m qui satisfait donc toutes les conditions de I’énoncé. O
La forme effective du théoréme du produit que nous employons est la suivante :

Théoréme 5.2 Soient (z},...,x],) un point rationnel de P%} x --- x P et G un
polynéme multihomogéne de multidegré §' € (IN'\ {0})™. On suppose que

1. G s’annule en x avec un indice supérieur ¢ og par rapport 4 (81,...,0..),

2. 6i/0iy1 = (m/og)" et

3. go/m < (2u?) .
Alors il existe un indice £ et un polynéme non nul U homogéne en Vp, ...V, tel
que

1. z, € V(U),

2. degU < (m/og)™ et

u m _ 1
3. SLh(U) < ug (Uﬂ) hG)+ Y (ag(h(w) +log2) + ﬁ) +4 —— log |5'|]
0 i=1
+ 4 (ﬂ> (ug + 1) log (ﬂ> (ug +1) + & log (degU + W).
oo oo Ug
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DEMONSTRATION : Nous appliquons les résultats de [R2]. 1l faut remarquer que les
énoncés restent tous valables si certains des u; sont nuls. Avec les notations de ce
texte, nous avons ici par hypotheése z’' € Z;,(G). Nous choisissons une composante
irréductible W de Z,,(G) qui contient z' et lui appliquons le corollaire 1.2 de [R2]
(I'hypothese og/m < (2u?)~% assure g9 < m(log(u + 1)/2u?)* sauf si u = 1 mais
dans ce cas le corollaire 1.1 montre que og < m suffit). Nous obtenons donc

2 €W CZy x---xZyp QPY x--- xPE"

ol Z; est un sous-schéma fermé integre de P} . Soit £ un indice pour lequel Z; # P%.
Nous avons (voir remarque & la fin du paragraphe 3 de [R2])

deg Z; < (ﬂ>
o0

Sph(Ze) < ue (%) l +Z (6(h(P) +10g2) + vir;) + -

et

-1
10g|5'|] .

En vertu des lemmes du paragraphe a) de la partie 2, nous pouvons trouver un
polynoéme U dans I'idéal de Z; tel que degU = deg Z; et

deg Z
V) < H(Z0) + (dog 20)(uc + 1) og(deg Ze)uc + 1)+ log (B2 7)
l

en multipliant par d; et en combinant les estimations, le théoreme est établi. O

Nous appliquons ce résultat au polyndéme G donné par le lemme avec z' = p(z),
oo = mA~“'¥W et §' = dt,([], Di)a. Montrons que les hypotheses sont bien
vérifiées. Dans un premier temps, G est d’indice au moins ¢ en z' relativement 3
dtia donc d’indice au moins o [}~ D;' relativement & &'. Par la minoration de o
(raisonnement par ’absurde) et la valeur de ¢, nous avons

m 24w
o H D; < 80u(tim)t1(N +1 lr<nza<xm D; (H D; )
i=1

A

< 80u(tim)“t1(N + 1)(deg X)2m+1Aw (¥(uw)—1)
S mflAw'z/)(u) — 0,0—1
Ensuite : .
5i:“i>@>mwn>mwwz(ﬂ)
Oipr  Gip1 - 00

car u > 1 et la fonction u — uw(u) est décroissante. Enfin, la troisieéme condition
est satisfaite car

g0 < A < (2m2 dim?2 X)—mdimX < (2u2)—u_
m

Le théoreme s’applique donc et fournit un couple (¢,U). Pour montrer qu’il
remplit les conditions de la proposition 3.1, il reste seulement & majorer agh(U).
Nous avons facilement

Sh(U) < uy (Uﬂo)u (h(G) + i”: 8i(2ulog(mag ') + (ui + 1) log(u; + 1) + 2)) +o(d)

i=1
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car h(P%) < nlog(n + 1). Grace a l'estimation pour h(G), il vient

aoh(U)
<y AV ) (@ + f: a;(h(B;) + 6utp(u) log A + (u; + 1) log(u; + 1) + 3) + o(d)
dty
<

e (@ ™ ai(h(B; )
0, + Z a;(h(B;) + 12utp(u) log A
dt, i=1
en choisissant d assez grand (et en utilisant par exemple u; +1 < A et € < A).
Nous pouvons alors employer le lemme 5.2 et cela nous donne exactement ’assertion
voulue.

Comme annoncé, nous concluons par ’absurde : puisque la proposition 3.1 assure
qu’un tel couple (£,U) n’existe pas, notre hypothése sur o est fausse ; par suite, nous
avons o < (4t;(N + 1) max; D;) !¢ et donc la proposition 5.1 s’applique et nous
avons entierement démontré le théoreme 1.2.
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