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Résumeé.-Dans ce travail nous généralisons, dans le contexte des faisceaux, un résultat classique de
Grothendieck concernant 'intégrabilité des connexions de type (0,1) sur un fibré vectoriel C* au
dessus d’une variété complexe. En introduisant la notion de faisceau 0-cohérent, qui est une notion
qui vit dans le contexte C*°, nous montrons ’existence d’une équivalence (exacte) entre la catégorie
des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie des faisceaux d-cohérents. La difficulté essentielle
de la preuve de ce résultat consiste & résoudre un probléme différentiel quasi-linéaire dont le terme
principal est un opérateur 0 usuel. La solution de ce probléme est obtenue en utilisant un schéma
de convergence rapide de type Nash-Moser. Un autre ingrédient important pour la conclusion de la
preuve est un résultat profond de Malgrange qui affirme la fidélité plate de 'anneau des germes des
fonctions C*° & valeurs complexes en un point, sur 'anneau des germes des fonctions holomorphes
en ce point.

1 Introduction

Le résultat de Grothendieck mentionné dans le résumé (voir [Ko-Mal]) affirme qu’un fibré vec-
toriel complexe différentiable au dessus d’une variété complexe, qui admet une connexion 0 de type
(0,1) telle que 8% = 0, posséde une structure de fibré vectoriel holomorphe. En autres termes, en uti-
lisant 1’équivalence entre les notions de fibré vectoriel et de faisceau localement libre sur une variété,
on a que le noyau de la connexion 0 est un faisceau de @-modules localement libre. Le point essentiel
de ce résultat consiste a prouver ’existence d’une solution de ’équation différentielle quasi-linéaire
g 10,9 = A (o1 9, est la (0,1)-connexion canonique sur le faisceau des fonctions C* et A représente
la (0, 1)-forme de connexion locale de 8) avec la condition d’intégrabilité 9, A+ AA A = 0. Nous gé-
néraliserons cette équation pour prouver notre caractérisation différentielle laquelle introduit comme
objet nouveau la notion de faisceau 0-cohérent. Précisément un faisceau 0-cohérent est un faisceau
G de modules de fonctions C* & valeurs complexes, muni d’une connexion 9 de type (0, 1) telle que
0% =0, et qui admet localement des résolutions de longueur finie, par des modules de fonctions C*®
a valeurs complexes. Notre caractérisation affirme essentiellement que le noyau de la connexion 0
est un faisceau analytique cohérent. On aura alors une équivalence exacte (’exactitude est due a la
fidélité plate de I’anneau des germes des fonctions C*° & valeurs complexes sur ’anneau des germes
des fonctions holomorphes, voir [Mal|) entre la catégorie des faisceaux analytiques cohérents et la
catégorie des faisceaux O-cohérents. La difficulté essentielle de la preuve consiste & montrer que quel
que soit le choix de la résolution locale du faisceau G, on peut trouver au voisinage de chaque point
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de 'ouvert sur lequel on considére la résolution locale, une autre résolution locale constituée de
matrices holomorphes. En d’autres termes on cherche une résolution locale admettant des formes de
connexion nulles. Pour atteindre cet’objectif on introduit la notion de recalibration, laquelle généra-
lise la notion classique de changement de jauge pour les formes locales d’une connexion de type (0, 1)
intégrable sur un faisceau localement libre. La notion de recalibration ne représente rien d’autre que
une action d’un semi-groupe sur ’ensemble des formes qui représentent localement la condition d’in-
tégrabilité de la connexion 0. La notion en question permet de traduire notre probléme en terme
d’un systéme différentiel quasi-linéaire dont terme principal un opérateur 0 usuel. Les conditions
d’intégrabilité de ce systéme ne sont rien d’autre que les expressions locales de la condition d’in-
tégrabilité de la connexion 0. Les solutions du systéme différentiel seront obtenues & 1'aide d’un
procédé itératif de type Nash-Moser, dont chaque étape est déterminée par une recalibration obte-
nue en fonction de I'étape précédente. La preuve de 'existence de solutions du systéme différentiel
en question est exposée dans la sub-section (3.4), qui constitue la partie essentielle de la preuve de
notre caractérisation des faisceaux analytiques cohérents. La technique qui consiste a utiliser des
schémas itératifs pour montrer I’existence des solutions de problémes non linéaires est désormais
bien connue en analyse complexe. On cite par exemple les travaux de Webster [We-1| et [We-2],
qui utilise des techniques de type Nash-Moser, (voir [Mos-1] et [Mos-2]) pour prouver 'existence
des solutions de deux problémes différentiels fondamentaux en géométrie complexe. L'ingrédient
final qui permet de conclure notre preuve est le résultat profond de Malgrange cité précédemment,
lequel permet aussi une généralisation du théoréme de Dolbeault au cas des faisceaux analytiques
cohérents (0-cohérents). Enfin on remarque aussi un résultat d’intégrabilité pour les connexions des
faisceaux admettant des résolutions locales de longueur finie sur les variétés différentiables.

2 Faisceaux 0-cohérents sur les variétés complexes

Soit (X, J) une variété complexe, ou J est le tenseur, supposé intégrable, de la structure presque-
complexe. On désigne par Ex le faisceau des fonctions C*° a valeurs complexes, par E%q le faisceau des
(0, q)-formes et par 9, € Hom, (52("1, 525q+1)(X) la composante de type (0,1) de la différentielle.
Sur tout faisceau F de Ox-modules on peut considérer la connexion canonique

0, =1,8, 0,:F®, Ex!'— F®, Ex'

qui est vue comme une connexion de type (0, 1) sur le faisceau de £x-modules F*° := F ®o, €x- De
maniére générale, sur un faisceau G de Ex-modules il suffit de donner un morphisme de faisceaux
de groupes additifs 8 : G — Q®EX 5%1 tel que d(g- f) = (0g9)-f+9®0,f, g € Gz, [ € Ex ¢, pour
déterminer de fagon univoque une connexion 9 de type (0,1) sur le complexe (G ®, Eg(’q)qzo. En

effet on peut définir 'extension 0: G ® £x EY— G ®s, EYTT! par la formule classique

(0w) €0y -s€q) = D (=1)7B(@(&0s vy & s €)) (&) +

0<5<q

+ Z (_1)j+kw([§ja§k]a€05"'aé}a"'aél\ca'“’gq)

0<j<k<q

avec w € (G ®,, Eg(’q)(U) et €€ (T)Ogl)(U), sur un ouvert U quelconque, ou de fagon équivalente,

par la régle de Leibniz 0(g ® o) := g Aa+g® d,a avec g € G et a € Eggflm pour tout z € X. La
donnée d’'une connexion de type (0,1) sur G détermine aussi le tenseur de courbure de la connexion
qu’on notera ©5 € (Endgx (9) ®, 52(’2)()() et que on défini par la formule ©5(¢,7) g := (629)(&,7)
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avecg e GU)et&,nel (T)%’l)(U). On note de plus €5+ g := 9g(€) la dérivée covariante de la section
g calculée le long du champ £ et on remarque que la premiére définition de ’extension de @ implique
de facon triviale la formule

Eo-(Ma-9) —ma-(s-9) =[&ma-9+05&m) g

ou [€,n] € € (T)O(’l)(U), grace a ’hypothése d’intégrabilité du tenseur de la structure presque-
complexe J € C*(Tx®_ Tx)(X). Le tenseur de courbure ©5 exprime donc le défaut de commutation
des dérivées covariantes secondes des sections de G le long des champs de type (0, 1). Nous porterons
un intérét particulier aux connexions de type (0,1) intégrables, c’est & dire aux connexions telles
que 0% = 0. La formule précédente caractérise alors ce type de connexions (0,1) comme étant celles
pour lesquelles les dérivées covariantes secondes, calculées le long de deux champs qui commutent,
commutent egalément. En termes explicites on a ’égalité &5- (n5-9) = n5 - (€5 - 9) si [&,n] = 0.
Un exemple de (0, 1)-connexion intégrable est évidement la connexion 8, introduite précédemment.
Avant d’énoncer le résultat qu’on se propose de démontrer, on remarque que si F est un faisceau
analytique cohérent, on dispose d'un diagramme commutatif dont toutes les directions horizontales
et verticales sont exactes.

3 0
_ _ . 01 Y 0,2 o
0 v F F ®; &) — F ®g, & —
A A
() () P ®I,1) P ® L2
@®po ©po 5-1 0,1\®po 5«1 0,2\@®po
0 O, - & - (&) &)
A A
Y1 1 01 ®I ) 01 ® L2
©Op1 ©Sp1 éJ 0,1\®p1 5J 0,2y®p1
0 o; - & - (&) (&,°)
P2 P2 w2 ®@Lo1) 2 @ Ig2)
Pm—1 Pm—1 om—1 ® L0,1) om—1 ® L2
0 0
Dpm— Opm— J 0,1\®pm— J 0,2\®pm—
0 —— OpPm=t — ETPm=1 s (£ ) PPm=t s (£05)IPm1
A A
Om Pm om @I 1) om @I (g2)
0 O@pm . g@pm 5-] . 50,1 DSpm 5‘] 50;2 Dpm
U U ( U ) ( U )
A A
0 0 0 0



La raison de I'exactitude est la suivante. Le théoréme des syzygies implique qu’on peut choisir une O-
résolution de longueur finie du faisceau analytique cohérent F comme celle du diagramme précédent.
Ensuite la platitude de 'anneau £, , sur I'anneau O , (voir 'ouvrage de Malgrange [Mal]) implique

Pexactitude des autres fleches verticales. L'exactitude du dernier complexe ((EQ1)®Pm: 9, )g>0 im-
plique 'exactitude du complexe (R (pm_1) ®¢,, 53,q; 0,)q>0 ot RE(pm—1) désigne le faisceau des
relations de ¢y,—1 sur le faisceau £, . En procédent par récurrence décroissante et en utilisant 1’exac-
titude des complexes en 9 et I'exactitude des fléches verticales on obtient finalement 1’exactitude du
complexe (.7-"‘05 ®s,, 52"1; 0, )g>0. De maniére générale on a la caractérisation différentielle suivante.

Théoréme 1 Soit X une variété compleze et soit G un faisceau de Ex-modules, muni d’une connezion
0:G—G O, Eg(’l de type (0,1) telle que 0> = 0. Si de plus le faisceau G admet localement une
E-résolution de longueur finie, alors le faisceau de Ox-modules Kerd C G est analytique cohérent,
on a les égalités G = (Kerd) - Ex = (Kerd) ®p, Ex et la connezion 0 coincide, @ isomorphisme

canonique prés, avec l'extension naturelle Ok,,5 associée au faisceau analytique cohérent Kerd.

Considérons maintenant la définition suivante.

Définition 2.1 Un couple (G,0) = Gz o0 G et 0 vérifient les hypothéses du théoréme 1 est appelé
faisceau O-cohérent. Un morphisme ¢ : Az — Bg, de faisceaur O-cohérents est un morphisme de
faisceauzr de Ex-modules telles que le diagramme suivant soit commutatif

el
A®, &Y' T g ®, Ex'
51 52
A Ld - B

Dans le cas des faisceaux de £x-modules inversibles qui admettent une connexion dy de type (0,1)
telle que 82 = 0 on sait que toutes les connexions de ce type, et seulement celles ci, sont de la forme
0o+ A® ot A € 52(’1(X) est une (0, 1) -forme 0,-fermée.

Le théoréme 1 et la fidélité plate du faisceau £x sur Ox montrent que sur une variété complexe on a
une équivalence exacte entre la catégorie OCoh des faisceaux analytiques cohérents et la catégorie
0Coh des faisceaux 0-cohérents. Plus explicitement on a le foncteur oo qui agit de la facon suivante

F € OCoh .7-"50 € 0Coh
F

Bk

¢ € Hom,, (A,B) QI € Hom( %Z,Bg;)

8
L

G5 € 0Coh = Kerd € OCoh
¢ € Hom(Aj,,Bj,) Fadi ¢|.. € Hom, (Kerdy, Kerds)

Une conséquence immédiate de 1’équivalence exacte précédente est ’existence d’une équivalence
exacte entre la catégorie des faisceaux d’ideaux de fonctions holomorphes cohérents et la catégorie
des faisceaux d’ideaux J C Ex de fonctions C*° & valeurs complexes admettant des £-résolutions
locales de longueur finie, qui sont stables par rapport aux dérivations le long des champs de vecteurs
de type (0,1), autrement dit les faisceaux d’ideaux J C Ex tels que pour tout germes de (0,1)-
champs £ € E(T)O(’l)w on a l'inclusion £.7, C J;, pour tout point £ € X. En termes plus concrets,
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si on se donne un faisceau d’ideaux J C Ex de fonctions C* & valeurs complexes admettant
des &-résolutions locales de longueur finie, on a que le faisceau d’ideaux J N Ox est analytique
cohérent si pour un choix arbitraire de repaires locales (¢1, ...,&,) € € (T)O(’l)@"(U) et de générateurs
(P15 Pp) € TPP(U) on a pour tout z € U, lexistence de germes de fonctions fi; € &y, qui
vérifient les égalités &k 4 .y 4 = Z§:1 fr,j%j.e - On remarque enfin que la cohomologie des faisceaux
cohérents (O-cohérents) sur une variété complexe peut se calculer, grace a Iisomorphisme fonctoriel
de De Rham-Weil (voir par exemple 'ouvrage de Demailly [Dem]|) par la formule suivante :

H(X,G5) := HY(X, Kerd) = HI(I'(X,G ®, £%");d)

qui constitue une généralisation du théoréme de Dolbeault. Un cas particulier (ou une généralisation
si on veut) de la formule précédente est la suivante :

HY(X,G5 ®, ng’p) = H(X, (Kerd) ®,, O(0%)) = HI(T(X,§ ®, Y");0x) = H™(X, Gy)

- - 0 9 53 etd 0 1 défini
avec 0, := (=1)P0,, G5 ®,, EgJ,p = (G®,, £ ,0x) et Or 1 G®, EY — G®, EY définie par

la régle de Leibniz.

3 Preuve du théoréme 1

3.1 Premiére étape : expression locale de la condition d’intégrabilité 9% = 0.

Nous commencons par prouver le lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.1.1 Soit X une variété compleze et soit G un faisceau de Ex-modules.
(A) Supposons que le faisceau G admet des E-présentations localement finies et soit

Y Y

une E-présentation au dessus d’un ouvert U. Alors lezistence d’une connezion 0 de type (0,1) sur
le faisceau glU telle que 0% = 0, implique Uezistence de matrices w*° € M, oD (E%I(U)), s=0,1 et

WO € My, 1o (E(U)) telles que dp = 1 - w0 et

0,0 +w™ g =p-w (1)

5Jw0’0 w0 A W00 = . O 2)
Réciproquement l’eristence de matrices WV s =0,1 et WO qui vérifient les relations (1) et (2),
implique Uexistence d’une connexion 0 de type (0,1) sur le faisceau g‘U telle que O = 1 - W0 et
9> =0.

(B) Supposons que le faisceau G admet des E-résolutions locales de longueur finie et soit

0 - £8Pm ¥y g&pmoy P1Sl . P2 gom By gom Yy g

une telle E-résolution. Alors 'existence d’une connezion 0 de type (0,1) sur le faisceau glU telle

que 0% = 0, implique leristence des matrices w** € MPSH,],S(E;)(’]CH(U)) pour s = 0,..,m et
k= —1,...m — s telles que si on utilise lidentification ¢, = w>™ ' et les conventions formelles



WO i=0, wi=0etwk:=0sis>m+1ouk >m—s+1, on aura les relations O = 1) - w0
et

k+1
0,w™ + Y (1) TR A T = (3)
j=-1

pour tout s =0,....,m, etk =—1,....,m —s, (s,k) # (0,—1).
Réciproquement l’ezistence des matrices wSk qui vérifient la relation (3)7 implique existence d’une
connezion 0 de type (0,1) sur le faisceau glU telle que Oy = 1 - w0 et 92 = 0.

Preuve de (A). La E-présentation de glU considérée dans I’hypothése implique 'existence des &-

5 07 ®p1 E 07 52 0 E 051

pour g > 0. On aura alors l'existence d’une matrice w%® € M, ,, (ngl(U)) telle que 09 = 9 - w°0.
En appliquant la connexion 0 & l'identité 1 o ¢ = 0 on obtient (8, ¢ + w®? - ¢) = 0. L’exactitude
des £-présentations précédentes, implique alors I’existence d’une matrice w'® € Mphpl(ng’l(U))
telle que la relation (1) soit satisfaite. On obtient alors le diagramme commutatif suivant, ayant des

fleches verticales exactes :

0 0 0
g 0 g ®, &% ) g ®, &£
lu lv €&y TU v €&y “U
() Y ®Lo P ® Lp,2)
3 0,0 3 0,0
g(éijo aJ tw R (53,1)69170 BJ tw R (53,2)69110
P1 ©1 @I ) 1 ®Ig2)
3 1,0 a 1,0
£ BJ tw , (50,1)691)1 8J tw , (50,2)69111
U U U

L'hypothése d’intégrabilitée 0> = 0 implique 9%(3,w"° + w0 A w%0) = 0, d’'ott I'existence dune
matrice w®! € My, p, (52(’2(U)) telle que la relation (2) soit satisfaite.

Pour prouver la réciproque dans la partie (A), il suffit de considérer la connexion quotient @ obtenue
par la connexion 5J + w0 A e,

Preuve de (B). Pour (s,k) = (1,—1) et (s,k) = (0,0) la relation (3) exprime les relations (1) et
(2) prouvées dans la partie (A) de la preuve du lemme. En applicant I'opérateur 9, aux identités
©wi—1 © 9y = 0 on obtient inductivement, de la méme fagon utilisée pour obtenir la relation (1),
I'existence d’une matrice w®® € M, ,, (E%I(U)), s=1,...,m telle que 9,ps + w10 . o = @ - WH?
. Ces relations constituent les relations (3) pour (s,—1), s = 1,...,m. On va montrer maintenant
Iexistence des matrices w**, k > 1 qui vérifient la relation (3) & I'aide du procédé récursif triangu-
laire suivant. Pour un couple (s,k), s =0,....,m —1 et k=1,...,m — s on suppose avoir déja défini



w?" pour 0+ K < s+k, £ < k+1, et on applique 'opérateur 0, a 'expression (35%_1) pour k > 1.
On obtient alors la relation suivante :

k k
E : (_1)k—j—ngws+j,k—]—1 AwSd — § : ws-l—],k—]—l A ngs,j -0

En explicitant les termes 0 ,w®* dans la relation précédente (qui bien évidemment, grace a ’hypo-
these de récurence précédente, vérifient (3, 4) pour les indices voulus) on obtient :

k
Z (_l)k—J—lws-Hc,—l /\ws-f-],k—] Awsd
i=1

k k—j—1
+ Z Z (_1)r+1ws+]+r,k—]—1—r/\ws—l—y,r Awsd
j=—1r=—1

k-1 j+1
+ Z Z (_1)]—rws+],k—]—1 AWSTHI—T A ST — ws—l—k,—l A a]ws,k =0
j=—1r=-1

En faisant le changement d’indice j' = j + r, ' = j dans la deuxiéme somme et en rappelant que
w* b1 A w%~! =0 on obtient :

k
WiHE1 A (ést,k + Z (_1)k—jws+j,k—j /\ws,j) =0
j=-1

s,k+1

L’hypothése d’exactitude nous permet de choisir w telle que la relation

k
5 ws,k + Z (_1)k—jws—|—j,k—j /\ws,j — ws+k—|—1,—1 /\ws,k—l—l
J
j=-1

soit satisfaite. Ce type de récurrence peut se visualiser grace au tableau suivant :

k

m
ITéme pas
Ier pa

0 m S
Fia. 1 -

L’hypothése de finitude de la longueur des £-résolutions locales de G permet d’arréter ce procédé
aprés un nombre fini d’étapes. On a donc prouvé la premiére implication de la partie (B) du lemme.
Le réciproque dans la partie (B) est évidemment une conséquence banale de la partie (A) du lemme.



La figure 2 montre les matrices w®* qui sont représentées par des fleches dans le diagramme suivant
lequel représente le complexe déterminé par la E-résolution locale (p,) dans le cas de longueur
m = 4.

0 o0 1 2 3 4 5

po
wh—1 WOl

W10
P1
w21 whil w02

w20
P2
w31 w2l wli? w03

W30
p3
w1 w1 w2? Wl W04

wh0
b4

Fic. 2 -

Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation (3) pour (s, k) = (1,2),
dans le cas de longueur m = 4.

0 1 2 3 4 5
Po
wh—1
wl,O

P1

whl
P2

w2,1 wh wO,S

3 w1,2
P3 J
w30
wh3 | wb-1
P4
Fic. 3 -

La liberté homologique qui caractérise le choix des matrices w®* est exprimée par une action de
semi-groupe qui aura une importance considérable dans la preuve du théoréme 1 et que on expose
dans la deuxiéme partie de la preuve.

Remarque. A partir de maintenant le lecteur doit tenir compte du fait que certains des calculs
et formules qui suivront n’existent pas dans le cas de longueur m = 0 de la E-résolutions locale,
autrement dit dans le cas des faisceaux localement libres. Cependant les calculs qui survivent ont
encore sens et ils font partie de notre preuve (différente de la preuve donnée par Grothendieck)
dans ce cas. On utilisera aussi la convention qui consiste & négliger les termes d’une somme ou d’un
produit si I’ensemble des indices sur lesquels on effectue ces opérations est vide.



3.2 Deuxiéme étape : le formalisme du procédé itératif.

Dans cette partie on se propose de présenter un formalisme utile pour la suite. On commence
avec les définitions suivantes. On pose par définition

TU):= € GL(ps,Ex(V))

s=0,...,m

Définition 3.1 La classe [p, 1] de E-isomorphisme de la E-résolution locale (p,v) est I’ensemble
des E-résolutions locales (9,1) de longueur m au dessus de louvert U pour lesquelles il existe
g € T(U) tel que le diagramme suivant soit commutatif.

®pm Pm R P2 ) $1 . oD P . .
0 > 5UP e . EUPI 5UP0 glU O
gm 91\1 90\2 \]1
DPm Pm R Y2 _ o® Y1 _ o® w _ R
O EUP e 8Up1 €UP0 g|U 0

On a alors que [, %] = {(¢g,%) |g € T(U)} ot y := 1 - go et @54 := g, 1 - Ps - gs- Ensuite on
désigne par

QU, g,14,0) C @ My, ;106 (E%kH(U))

§=0,...,,m
k=—1,...,m—s
(s,k);ﬁ(o,—l)

Pensemble, non vide par 'hypothése d’exactitude de la E-résolution locale (g, ), constitué par les
dléments w = (wSF)sp, W € M, (525k+1(U)) tels que w* ™! = Qo 4, OPy = 1Py - WO et la
relation (3) soit satisfaite. Ensuite on définit la “fibration”

Ps+ksPs
QU [, 9],0) =[] U, 04,%4,0)
g€l (U)
au dessus du groupe I'(U) et I’ensemble des paramétres au dessous de l'ouvert U

PU)= P My, X))

§=0,...,/m
k=0,...,m—s

constitué par les éléments 7 = (7°*) 5, n°F € My, , p, (52(’k(U)), tels que I,,+7*° € GL(ps,Ex(U)),
$=0,...,m. On munit P(U) de la loi de semi-groupe donnée par le produit extérieur des parameétres
qu’on définit de la facon suivante; si 11, n2 € P(U) on désigne par n1 Anz € P(U) le paramétre
dont les composantes sont définies par la formule

k
ak 7k ',k_ j 7'
(m Am)™* =P 4 4+ T ET A
i=0

L’élément neutre de cette loi est le zéro. Considérons maintenant ’application

R:PU) x QU,[p,9],0) — QU,[p,4],0)

(77’ w) — Wy



ol les composantes de w, sont définies par récurrence sur k, pour tout les indices s = 0,...,m,
k=-1,...m —s, (s,k) # (0,—1) par la formule

k+1 k-1
-1 /. . . g ,
wf}’k = (]Ips+k + 775+k’0> . (3J775,k + E :wS+J,k—J AT — E : (—1)k—dpstik= Awi? + ws,k) (4)

Dans ’expression précédente on utilise les définitions formelles n*™ =5t := 0, p~1J := 0 et >~ ! :=
0. On appelle R application de recalibration et on dit que w;, est la recalibration de w avec parameétre

de recalibration 7. Dans la suite on utilisera aussi les notations gs = gs(n) := I, + %9, 1, = VYg(n)-

1

. . L, . .o, — o —1 . . .
Avec la premiére notation on a évidement wy,” "~ = Woln) - Le diagramme suivant montre les matrices

qui interviennent dans la définition de w%’Q dans le cas oul la longueur de la résolution est égale a 4.

0 1 2 3 4
Po
1,-1] "
_Wn .
1,0 "~
| Wb
P < n
1 ’ N \\
n ,0// N !
’ 1,1 70
/AN
P2
- wm\ wl?2,18,pb2,
>l : 1,2>0 |03

bs : : 71 30\ J ] -1

\\\w ? N 93
) -1

1 wr
73

P4

Fic. 4 -

Le lecteur peut alors essayer d’avoir une perception visuelle de la formule de recalibration (4). On
remarque aussi que si w € Q(U, ¢, 4, 0) alors pour tout n € P(U), la recalibration R(n,w) = w, de
w détermine le diagramme commutatif suivant :

0 0 0
0 0,1 d 0,2
glU g|U ®5V £ g|U ®5U 5U
¥y Py ®@ Lo, Py ®@ L2
o + wO’O d + 0,0
5(6]9120 J n (52,1)69100 J n (52,2)69170
wy ! wy ™t @ T wi ™ @ L)
o1 gJ + ‘*’%’0 0,1\Bp1 gJ + w717,0 0,2\ ®p1
& (&) (bl

10



Si on désigne par Po(U) C P(U) le sous-ensemble des paramétres tels que 7*° = 0 on a que la
restriction de la recalibration Ry : Po(U) x QU, [@,v],0) — Q(U, [¢,4],0) est une application
fibrée qui mesure la liberté homologique qui caractérise le choix des matrices w®*® relativement
aux &-résolutions locales (¢g,1y), g € T'(U). Avec les notations introduites précédemment on a la
proposition suivante.

Proposition 3.2 L’application de recalibration R est bien définie et constitue une action de semi-
groupe transitive sur l’ensemble Q(U, [, ], )

Preuve. Nous commencons par prouver que ’application R est bien définie. On prouve d’abord les
. 5 0,0
relations 0y, = 1, - wy" . En effet on a :

Opy =0 - go + 9 - 0™ = - (n°° + W™ A0 +000) =

=+ (370 + w0 A 00 4 Wb A ROl 4 W00 = g, - wg,o

On prouve maintenant que les matrices wy’® vérifient la relation (3) pour l'indice k = —1, autrement
dit on veut montrer la relation :

a  s—1 s—1,0 , s,—1 _  s,—1 5,0
0,wy™" + wp wpT = wy wy
s a —1 .1: . . .
On commence par développer le terme dw;’ *, en utilisant la relation (3) pour l'indice k¥ = —1,

relativement aux matrices w®*®. On obtient alors les égalités suivantes :

_ o - B |
aJw;, = _gs—l ) anS—l ° gs_l - ws’ - gs _.|_
—l-gs__ll . ést,fl - gy + gs_—ll LS L. 5,]98 _
= _gs—_ll(gms—m 4+ w10 A ns—l,O + u}5—1,0) .w%,_1 n

_I_w;,fl . ggl(éjns,o +ws,0 A ns,O _I_ws,O)

-1

s=1L,=1. %=1 = 0 et en rajoutant et en soustrayant le terme -9, Lops=L1L.

§,—1,
1w n

En rappelant que w
-1 4 o . 3 8,—1 .
wy' "~ a la derniére expression de dwy™ ", on obtient :

s—1,0 , s,—1
n wy'

5wa}’_1 = —w
_‘_w;s;,fl i ggl(ans,O +ws,0 A ns,O + nsfl,l /\w;’il + ws,O) —

s—1,0
n

$,0

= —W, n

L8 1 s,—1
wy, +wn w

On va montrer maintenant la validité de la formule (3) pour tous les indices, relativement aux
matrices wy’®, avec un procédé récursif analogue a celui qui nous a permis de définir les matrices
w**. Voici les détails de la récurrence. Pour un couple (s, k), s =0,...,m, k =0, ...,m— s on suppose
avoir déja montré la relation

k+1
0,wp™ + > (1) gt A wid = 0 (37%)
j=-1

11



pour 0 = s, k = —1,..., k — 1. En développant le terme en éJ de l’expression suivante on a l'égalité :

0, w"”’c + Z 1)k~ jwf,ﬂ’k_] ANwp? =

j=-1
k+1 k+1
= gs}lk( =B, O p sk 38,0 T a3 (1) gtk 7§ e —
J=0 =0
k—1
_Z(_k]ans-l-],kj/\w Zﬂsﬂ’k]/\aw’]—l-aw )+
j=1 i~

+ ) ()R Wit A Wi = (Ay)
j=-1

En développant les termes 8,w* %7 et 8,wi” a l'aide respectivement des expressions (3) et (357)
on obtient :

k+1
(4,) = g;ﬁkws”“’*l(é’ms’k“ + 3wtk nsu) +
J=0
k+1 k—j k
+gs_—|}k(z Z (_1)k—1—r+1ws+3+r,k—1—r A WSTIT A n* — Z(_l)k—3w8+a,k—J A 3J778,J _
j=0r=-1 §=0
k k—1 j+1
— Z(_ V19, s TIkEI A wf ,J_|_ Z Z 1)i—rpstik= J/\wS‘H"J r/\wsr+3 w? )_|_
j=—1 j=—1lr=-1

k
+ ) ()R Wt A Wi = (4y)
j=-1

En faisant le changement d’indice j' = j+r, v’ = j dans la premiére somme double et en développant

. s+j,k—j N
les premiers facteurs wnﬂ’ 7 de la derniére somme on a :

k+1

(As) = g;_&kws+k+1,—l<anS,k+l n Zws—l—j,k-f—l—j Ans,j) +gs—+1k(§st,k
=0
Jj+1
+ Z k ]—|—1 + ws+j,k—j A (a}ns,j ¥+ Zws—l—r,j—r Ans,r) +
j=—1 r=0
k k—j+1
£ P (3 T e i) g = (1)
‘]:71 r=0

En rappelant que gs10 :=1 s+k+ nsﬂ’ en décomposant les termes extrémes de la somme Zk i

et en décomposant les facteurs wy” qui apparaissent dans les produits w3 tIk=3 A wp” on obtient les

12



égalités suivantes :

k+1 k
(A3) = gs+ WSk, _1(8 ns,k+1 + Zws+gyk+1—3 An*d — Z (_1)k+1—3ns+a,k+1—g Aw;ﬂ) +
j—1
+gs_-}}kéJwS’k + Z (_1)k_Jg;—|}kws+J’k_] A ( Z (_1)]—T+1,’,}S+T,j—'l‘ /\w;s],r +ws,j>
j=—1 r=-—1
k k—j
+ZZ WSTItTk—i— r/\nsﬂ, /\w,J_(A4)

En faisant le changement d’indice ' = j+r, r’ = j dans la derniére somme double on a finalement :

k+1 k
(A4) — g;kws+k+1,—1<ams,k+l + Zwsﬂ,kH—J A ns,J _ Z (_1)k+1—],’75+]7k+1—] /\w;”’,ﬂ) +
Jj=0 Jj=-1

k
Jrgs—lelC (ngs,k i Z (_1)kfjws+j,kfj A ws,j) _ w;+k+1,*1 A w;,kJrl
j=—1
ce qui justifie la formule (3‘;,’]6). On a alors qu’a la fin de cette récurrence toutes les matrices w;;’k
vérifient la relation (3,). Montrons maintenant que I’application R est une action de semi-groupe . On
se propose donc de montrer la formule R(n2,wy,) =: Wy, 5y = Wy An, qui en termes de composantes

. k k -
s’exprime sous la forme wy).p, = w;’l Ane Pour tout £ > —1. On montre la formule précédente par
récurrence sur k. On remarque que la formule est évidente pour k = —1. En explicitant ’expression

de wf,’llfnz et en utilisant I’hypothése de récurence on a :

k+1 k-1
s,k _ a s,k s+7,k—j $,J _ k—j s+35,k—j Sa —
Wnyme = gs—l—lc 2 (8J772 + Z Wi A1y Z ( 1) T A wnl/\m + W " 9s2 ) =
j:l j:—l
k+1
_ -1 3 S,k 3 5+j7k_j Saj
= (Gs+k,1 * Gs+k,2) [gs+k,1 S0,my" + Z 9,m Amg™ +
i=1
k+1k—j+1 ' ' _ _ k+1 ' _ )
4 Z Z wS"‘]""/’yk*]*”’ A ,,,,f"']ﬂ' A TI;’J + Z ws+'7’k7] A gs+j,1 . 77;’]_
j=1 r=1 j=1
(1)
k+1k—j—1 k—1
Ic s+ j+r.k—j—r , s+74,k—
- Z Z == r J —I- A ws+J A 77 Z (_1) gs-l—k 172 k=g A w?]1/\7]2 +
j=1 r=-1 j=-1
(2)
k+1 k—1
5 sk s+j.k—j $,J k—j, 8+75,k—j 8,j s,k _
+(3J771 + ) WA = N (1) ) Awyl! +w 'gs,l)gs,z] = (B1)
j=1 j=—1

~~

(1) )

13



En rappelant U'expression du terme 9, (n; A 172)**, en faisant le changement d’indice j' = j +r,
r’ = j dans la premiére et deuxiéme somme double et en regroupant opportunément les termes on
obtient :

k1
(B1) = (gs k1 Gsrk2) " [aJ (m Am2)™* 4+ " w T ET A (g A)*T 4wk —
=0
(1)
Jj+1
_Z k]3+.7;k j/\(a,r’ﬂ_l_ZwS"'T;] r/\nsr+w )_
j=-1 r=0

~ 7
-~

(2)

k—
- Z (_1 k gS-HC 179 gl 7 A w'nll\'qz] = (BQ)
j=—1

En utilisant ’hypothése de récurrence et la définition des matrices wy?p,, on peut écrire le terme
entre parenthéses rondes sous la forme suivante :

Jj+1 J
0 n2,J + ZMSM’] "AmT W ,j = Z (- 1)J TnHw "A wm/\nz + wm/\nz

r=—1

On aura alors

k+1

(B2) = (gsth1 - Gs4h2) " [5J (m Amg)™* + ) w T (i Amg)T 4w —
§=0

k r 8+J,k j s+r,j—r
- Z Z A1y A wm/\ﬂz -
j=—1lr=-1

k-1

- +Jj,k— +35,k— k— k,0 +Js.k—
- 3 O (T ) A — 3 I A g i ]
j=-—1 j=-—1

En faisant le changement d’indice j' = r, ' = j —r dans la somme double et en regroupant ce terme
avec les deux derniéres sommes, on obtient le terme cherché wmk,\m La transitivité de ’action R est
complétement claire par les calculs qui ont permis de prouver que 'action méme est bien définie [
On va considérer maintenant quelques formules utiles pour le procédé itératif de la convergence
rapide qui sera exposé en détail dans la sub-section (3.4). On explique formellement les étapes
du procédé itératif. On désigne par wy := w € QU, ,1,0) le choix initial de w. Au k-éme pas
du procédé itératif on suppose avoir obtenu I'élément wy, € Q(U, [p,v)],0) et avoir déterminé le
parameétre 7,1 € P(U) en fonction de wg. On définit alors I'élément wy 1 := R(Mk11, wk) = wi
Si on pose par définition

.

A

1<j<k

sMk+1"

on aura la formule wy = wy ), grace au fait que la recalibration R est une action de semi-groupe.
Si on pose par définition g(k) := g(n(k)) € T'(U) on aura que les composantes de g(k) sont définies
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par la formule
_),
IT 954
0<j<k
pour s = 0,...,m, ou g; := g(n;). On écrit maintenant, & l’aide de cette derniére définition, les

composantes n(k)*!, ¢t > 1 du paramétre n(k) défini précédemment, sous une forme utile pour la
convergence vers une solution d’un probléme différentiel qu’on exposera dans la troisiéme partie.

Lemme 3.2.1 . Pour tout entier k > 1 on peut écrire les composantes n(k)®t, t > 1 du paramétre
n(k) sous la forme

=X X /\ Guror(r) Gr = 1) oy T TIONT G ) g () ()

TEA: JeJk(p(1)) 1<r<p(T)
ol
t

Ay = TENt|Tj7éO:>Tj,17éO,ZTj:t
i=1

p(7) :=max{j|1; # 0}

Tr(p(r)) = {J € {1, , K} | 1 < oo <oy}

p(r)+1-r olr

)T
o(r,r) == Z T; et o(r,r) Z

j=1
Remarquons que Ji(p(7)) =0 si k < p(7).
Preuve. On remarque que l'expression (5) est évidente dans le cas k = 1,2. Il est immédiat de
vérifier a ’aide d'une récurrence élémentaire la validité de I’expression (5) pour t = 1 et k > 1 entier
quelconque. Dans ce cas la formule (5) s’écrit sous la forme

k
= (Y gl -0 5" ()7 - 0slk)
j=1

On montre maintenant la validité de ’expression (5) en général a ’aide du procédé récursif suivant.
On suppose vraie la formule (5) pour les composantes n(k)*?, j =1,...,t + 1, kK > 1 et on prouve
la formule pour la composante n(k + 1)*!+! En effet on a

n(k + 1) = (n(k) A mes) P =

t

s5,t+1 jt+1—j J o —

= n(k)ﬁ’t“ s i1+ gsier1(k) - 77k+41- + Zn(k)sﬂ,tﬂ N 77}2?—1 =
J=1

— ( Z Z > 9s(k+ 1) + gsqi1(K) - 77kf1rl +

TE€EAt11 JETk(p(T))

Y YA ) Ageik) ot =

J=17€A 15 JEJK(p(T)) 1<r<p(T)
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k+1
(ng+t+1g—1 g ()7) gk + 1) +

—I—( > > ...)-gs(k—l—l)—i-( > > ---)'gs(k-l-l):

TEA1 JeJ(p(T)) TEAt+1 JEJp41(p(T))
p(1)>2 p(T)>2 )=kt

k+1

(ng+t+1]_1 )03 gs () )gsk+1 (Z > ---)-gs(k+1)

TEAt+1 Je€Jgy1(p(T))
p(1)>2

ce qui prouve la formule (5) pour la composante n(k 4 1)%*+1. O

3.3 Troisiéme étape : formulation du probléme différentiel.

La partie principale de la preuve consiste & prouver l’existence, pour tout € U, d’un voisinage
ouvert V.C U de z et g € I'(V') solution du systéme différentiel

O -g0) =0
(%) gJ (9;—11 “psgs) =0
s=1,..m

Bien évidement résoudre ce systéme différentiel équivaut & trouver une autre E-résolution de gl

dans la classe [p, 9], a partir de la £-résolution donnée (p,1), de telle sorte qu’elle admet des
matrices de connexion w*? nulles. Maintenant on va prouver les deux résultats suivants.

Lemme 3.3.1 Pour tout choiz de w € QU, p,,0), lezistence d’une solution g € T(U) du sys-
teme différentiel (X) est équivalente a lexistence d’une solution n € P(U), g = g(n), du systéme
différentiel quasi-lineaire

k+1
a}ns,k + Zws—l—j,k—j A ns,j + (_1)19,,]3—1,16—1—1 A w;,—l + ws,k =0
7=0
(S)
=0,....m
§=0,....,m—k

La proposition suivante permet de traduire notre probléme en termes purement différentiels.

Proposition 3.3 Supposons données des matrices w** ¢ Mps+k,ps (5;)(,k+17(U))’ s=0,....m, k=
—1,...,m—s, (s,k) # (0,—1) telles que w* b~ 1.ws 1 =0, s =2,...,m et O,w> 1+ w1051 =
wh b w5 =1,...,m. Alors, pour k > 0, les relations (3sx)
9w + Z (—1)F IS TIE=T A %I = 0
j=—1

constituent les conditions d’intégrabilité du systéme différentiel (S).
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On remarque que si ¢; = 0 alors ’hypothése d’intégrabilité 0> = 0 s’exprime localement par
la relation 9,w®® + W% A W%0 = 0. Un résultat du & A.Grothendieck (voir [Ko-Mal] que nous
redemontrerons d’une facon différente), assure alors l’existence, pour chaque z € U d’ un voisinage
ouvert V de x et de hg € GL(po,E(V)) telle que hy'0,ho = w®°. Bien évidement cette équation
est équivalente a 'unique équation qui constitue le systéme (S) dans le cas m = 0, & condition
d’identifier hg = go(n) . On obtient alors le diagramme commutatif suivant :
5 9 0,1
0 — (Kerd), — g‘v — glv ®5v &,

lv
qu‘z ng‘z U g ®Lo,1)
0 . (f)?}apo . g?po J (58,1)@10

lequel permet de conclure dans ce cas. Venons-en maintenant a la preuve du lemme 3.3.1.

Preuve du lemme 3.3.1. Soit g € T'(U) une solution du systéme (3). On écrit les composantes
de g sous la forme g; =1, + n*0. Avec ces notations le systéme (X) s’écrit sous la forme

oy =0
(1) { d,wy™ ' =0

s=1,...,m

On rappel que les calculs utilisés pour montrer que l'application de recalibration R est bien définie,
nous donnent les égalités

Bpy = 1+ (8,70 + w00 A 00 4 00)

-1

3 -1 -1 -1 —1/9 — -1
awa)a — _wf’ ,0 . w’f}y + w:)a - gs l(aJ,’,’S,O + wS,O A ,'75,0 + ,'78 1,0 A w,;?}i + wS,O)

s=1,...,m

L’hypothese d’exactitude de la E-résolution locale implique alors 'existence d'une matrice n*' €
Mp, po (82(,1(U)) telle que

1
wg,o — éﬂlo’o + ij,—j A%+ Wb =0
j=0

(remarquons que la dépendance effective des matrices w;’o du paramétre 7 est limitée aux compo-
santes n°*, k = 0,1). On a donc que I'équation du systéme (S), relative aux indices (s, k) = (0,0)
est satisfaite. On obtient alors & ’aide d’une récurrence croissante sur les indices s = 1, ..., m rela-
tifs aux expressions précédentes des matrices 8wa,’_1 et de l'exactitude de la E-résolution locale,
I’existence de matrices n*' € My, | ». (59(’1(U)), s =0,...,m telles que ws’o = 0 pour les indices en
question. Ces équations ne représentent rien d’autre que le systéme différentiel quasi-lineaire
1
ans,o + Zws—l—j,—j A ns,j + ,’75—1,1 A w;;,—l + ws,k -0
(S1) J=0

k=0,...,m
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qui est évidement équivalent au systéme (X). On rappelle aussi que les calculs relatifs a la bonne
définition de l'application de recalibration R, nous donnent les égalités

k
3 S,k ki] S+j,k*j S:j —
0wy + Z (=1)"wp ANwp? =

i=—1
k+1 k
_ -1  s+k+1,—-1({ 45 . s,k+1 s+j,k+1—7 $,J k+1—j,s+5,k+1—j EN s,k+1
=g hw (aﬂ] +§:“’ j J/\nJ_E:(_l) I+ AW+ w )
=0 j=-—1

On obtient alors & 'aide d’une récurrence triangulaire, analogue a celle qui nous a permis de choisir
les matrices w®* dans la premiére étape de la preuve, existence des matrices 7°* telles que w;(;’k =0
pour s =0,...,m, k =0,....,m. Le systéme formé par ces équations est bien évidement équivalent
au systéme (S), ce qui prouve le lemme. O
Venons maintenant & la proposition 3.3. On commence par prouver la nécessité des conditions
d’intégrabilité pour le systéme (S). La suffisance de ces conditions sera prouvée dans l’étape suivante
de la preuve du théoréme 1.

Preuve de la nécessité des conditions d'intégrabilité pour le systéme (S). On commence par
prouver la validité des relations (3,%), kK > 0 a I’aide d’une récurrence croissante sur k = 0,..,m.
On rappelle que, le fait que par hypothése on dispose des relations w® % 1. w1 =0, s =2,....,m
et (3.,—1), combiné avec le fait que les équations du systéme (S), relatives aux indices (s,0) ne
raprésentent rien d’autre que les équations w;(;’o = 0, implique la validité des équations 0 wa,’fl = 0.
On suppose par hypothése de récurence la validité des relations (3. ;) pour j = —1,...,k — 1. En
utilisant la validité des équations du systéme (S) et en appliquant I'opérateur 0 , al’équation relative
aux indices (s, k) on obtient les égalités suivantes.

k+1
0= ngs,k gy — (_1)kws,k A 5J778’0 + Z a}ws—kj,kfj A ns,j _
j=1
k+1 . . . _ . _
_ Z(_l)k—stﬂ,k—J AD T + (_1)kaJ,'73—1,k+1 A wf,’_l _
j=1
_ k+1 k—j+1 . . ' ' '
= 8st!k . gs — Z Z (_1)k—]—rws+]+r,k—]—r /\ ws+]77 /\ nS’J —_
j=1 r=-1
k+1 ' . ' - ' B
_ Z(_l)kfjws—m,kfj A aJns,] + (_1)166.],’78*1,]6:4—1 A w;,fl
j=1

En faisant le changement d’indice j' = j 4+ r, v’ = j dans la somme double on obtient

k+1 j+1
0=20,w"" g, — Z(_l)k—stH,k—J A (ans,J + ZwsH,J—T A ns,r) +
J:O r=1
k+1

F(=1)k8, 7P A 8T = (5st,k + 3 (— 1)tk ws,j) Cgs +
=0

k+1
+(_1)k (gJ’r]S_l’k_H + Zws-l-j,k—j A ns—l,j-f-l) A w:rs],—l —
Jj=0
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k+1
= (ést’k + Z (—1)kdstok=d /\ws’j> “ gs
j=—1
L’inversibilité de gs permet alors de conclure la preuve de la nécessité des conditions d’intégrabilité
(3e,k), k > 0 pour le systéme (.5). O
La proposition (3.3) nous suggére de considérer les définitions suivantes. On définit 1’ensemble

Q(U’p) C @ Mps+k7ps (8;)(,k+1(U))

§=0,...,m
k=-1,...m—s
(S,k);ﬁ((),—l)

p = (p1, .., Pm), constitué des éléments w = (w**),; tels que w* ™1 71.w* ™1 = 0 et la relation (3) soit
satisfaite. Si on dispose de matrices wg’_l € My, _, p,(Ex(U)), s =1,...,m qui vérifient la relation
écrite précédemment on peut définir I’ensemble

QU, wa’_l) ={weQU,p)|IgeT(U): w> " = w(;:gl}
Les calculs relatifs a la proposition (3.2) permettent d’étendre la recalibration R & l’application
R:PU) x QU,wy™) — QU,wd™)

laquelle est encore une action de semi-groupe. A partir de maintenant on va considérér plus géné-
ralement la recalibration en termes de 'application définie précédemment. Venons-en maintenant
4 un préliminaire technique avant d’exposer la preuve de ’existence des solutions pour le systéme
différentiel (.5).

Choix des normes et opérateur de Leray-Koppelman.

A partir de maintenant on va supposer que U = Bj(0) est la boule ouverte de C* de centre
l'origine et de rayon unité. Si A € My,(C) on définit la norme [[Al| := sup,cc_{oy [[4v||/[[v] et
siu= Z"I‘:q uy dzr est une (0, q)-forme & coefficients des (k,l)-matrices a coefficients dérivables
jusque & l'ordre h > 0, on définit une norme de Holder invariante par changement d’échelle

lallr g = D2 S 7 0%,

[7|=q
|| <h
ot If(z) = £
o p 1J\Z) = TSI
1l 2= sup (7 () + sup v 20—

z7#¢

avec 41 € (0, 1) une constante fixé une fois pour toutes dans notre probléme et (Sk)x>0 C (0,00), Sp :=
1 est une suite de réels qu’on construira ensuite et qui vérifie I'inégalité

-1
Sk < [ max (CY—I—,B>:| Sj Sk:—j

la+Bl=k \ «

pour tout kK > 1et j = 1,...,k—1 On remarque que si le dégrée ¢ > 1 on a que la norme ||ul|,p 4 tend
vers zéro lorsque le rayon r tend vers zéro. On désignera par Cg,’é‘(B,«, M;j,1(C)) 'espace de Banach
de (0, q)-formes sur la boule fermé B,, & coefficients des (k,l)-matrices & coefficients dérivables
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jusque & l'ordre h > 0, telles que la norme || - ||, 4 soit finie (on ne notera pas les dimensions des

matrices). On remarque que si u € C (B,«, M (C)) et v € Ch’“(BT, M;4(C)) alors on a I'inégalité
luAV|rhprqg < [©llrhg e [|V]]rhpp- On rappelle trés rapidement la définition de l'opérateur de Leray-
Koppelman (voir les ouvrages classiques de Henkin-Leiterer [He-Le|, de Range [Ra] et I’article de
Harvey-Polkin [Ha-Po]). L’opérateur de Leray-Koppelman de la boule unité

Ty : Cotty1 (B, M (C)) — Cot(By, My (C))
pour g > 0 est défini par une formule du type
Tyu(z) == / w(€) A Ky(C2) + / w(€) A ky(C, 2)
(eB1 C€dB1

ol le premier opérateur intégral s’exprime en termes des coefficients ur de la forme u, par des termes
du type

[ w@ KGN avee K0 A

[¢— 2"
(eB;
et le deuxiéme par des termes du type
(E] - Z]) ) Ek
¢ a2 [C-C -2

/uxc)-k(g,z)da(o avec  k(C,2) =

(€0B;

[ =0,..,n — 2. L'opérateur de Leray-Koppelman T, , : CO q+1(Br,Mk,l(C)) — CO ’“(BT, M} (©)),
g > 0 de la boule de rayon r et de centre I'origine est défini par la formule 779 := (A\;1)* o Ty 0 A}
avec A\, : By — B, 'homothétie de rapport r. Les propriétés de 'opérateur de Leray-Koppelman
qui nous intéressent sont les suivantes :

1) Pour toute forme différentielle u € C0 e ! (Br, My ;(C)) on a la formule d’homotopie :

U= éJT'r;q U + TT7Q+1 éJu (6)

valable sur la boule B,.
2) 1l existe une suite de poids S = (Sk)k>0 de la norme de Holder introduite précédemment telle

que pour toute forme différentielle u € CO e +1(B,, M}, 1(C)) on a l’estimation intérieure :

—s(h)

1Trq ullr(i—0), h+1,u,g £ C -0 Nullr, b, g1 (7)

avec o € (0,1), s(h) =2n+k+2 et C = C(n,u) > 0 une constante indépendente de la régularité
h. La preuve de la formule d’homotopie est exposé dans les ouvrages classiques mentionnés précé-
demment. Une estimation analogue a la (7) & déja été montrée par S.Webster (voir [We-1]). Nous
utiliserons essentiellement les mémes arguments de Webster pour montrer celle ci. La différence
avec ’estimation obtenue par Webster consiste dans le fait que la constante C' > 0 est indépendante
de la régularité h. A partir de maintenant on désignera par C' une constante strictement positive
indépendante de la régularité des formes. Pour prouver 'estimation (7) il suffit de se restreindre au
cas 7 = 1, la norme étant choisie invariante pour changement d’échelle. On considére & ce propos
une fonction p € C*®(R, [0,1]) telle que p(z) = 1 pour z < 0 et p(z) = 0 pour z > 1. On définit
alors la fonction de cutt-off x,, avec o € (0,1), par la loi

(1 si |z <1-0/2
Xo(2) = { p(207 (2| =1+ 0/2)) si 1-0/2<|
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On aura alors, comme conséquence de I'invariance par translation de K((, z), les égalités suivantes :

J2(z) = 08 / wr(¢) - K(¢,2) dA(C) =

(€EBy
o [ g7 e w)© KGAND [ (- x0) un)(Q) - K (G A
(EB1 (€EB1—B1_4/2

pour |z| <1 — o et pour tout multi-indice || =k + 1, k£ > 0. Ici on désigne par 1, un multi-indice
tel que |14 = 1 et 14 < . La théorie classique du potentiel (voir par exemple [Gi-Tru|) nous fournit
alors les estimations

8;° / 87 (Xo - ur)(€) - K (¢, 2) dA(C) < CO(nyp) - 07270 1071 (xo - ur) |11,
CeB: l-o,p
et |02K(¢,2)| < C(n,p) - |¢ — 2z|'~2»~lel | On aura alors Pestimation suivante :

1T 10,0 < Clny ) -0 2" 0% (X0 - )1, + Clny @) - (0/2)" 2771 1,0

et donc
1ill1=o,n1,0 < Y SaillJPlli-o, <
|a|<h+1
on_ o _ a
< | Jilli=g,p + C(myp) -0 201 Z ZSIQI (ﬁ) P I/J’\Hab’pnl’u 162 'B“IHl,u n
la|<h B<a

+o 72 lurllio Y S Cln,|af) - 29201
al<h1

Pour un choix convenable de la suite S := (Sk)r>0, qu’on présentera ensuite, on peut se ramener &
supposer que [[p[|1, 8,4 = D450 Salll0%pll1,u < +00 €t 30,50 Sjal - Cln, |al) - 2lel+2n—1 « 450 On
aura alors l'estimation

1T N1, htr, p < Clnyp) 02" g1, p + Clnyp) - 020701

Aol b Nl np +

+C 07" lugll,0 < C- o727 lur|lin,, (8)
Enfin pour estimer les termes du type
I3 (2) == 07 / ur(¢) - k(C,2) do(¢) = / ur(¢) - 97k(C, ) do(C)
(€08 (€O0B:

avec |z| < 1—o, il suffit de dériver |a|+1 fois le noyau k((, z), de remarquer I’ estimation élémentaire :

|5 (2) = J5'(2)]
|2 = 2|#

<le—alin / s (O)] - V2 82K(C, 20)] do(C)

(€0B;
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oil Z¢ est un point entre z et ) et les inégalités |¢ — z| > 30, [C- (¢ — 2)| > 30 pour [¢| = 1 et
¢
|z| <1 —30. On aura alors l’estimation

198110, < C(n, |a]) - o271 Jlug]|1,
Par 'hypothése faite précédemment sur la suite de poids on aura l’estimation
19110, A1, < C -0 Jug 1

laquelle combinée avec lestimation (8) nous donne 'estimation (7) sur la boule de rayon unité.
Venons-en 3 la définition de la suite S laquelle sera déterminée en partie par ’exigence de satisfaire
les hypothéses faites dans les calculs précédents. On pose par définition

Ay = Z max{||0%p|l1,0, [|0%w> |10, s = 0,..,m, }
la|=k

By = (max{A, C(n,k)})~" si max{Ag,C(n,k)} # 0 et 1 sinon, Dy := [max, —k (a+ﬂ)]—1, On

o
pose par définition Sy =1, S1 = By > 0 et on définit S, £ > 2 & ’aide de la formule récursive

0 < Sy :=min{27*By, Ry, Ly, Dy- min S;- S ;

k {27" By, R, Lg, Dy  Jnin S - S it
ol Ry, Ly sont des constantes qui seront déterminées dans la deuxiéme étape. On désigne par S(w)
la suite de poids obtenue si on pose R = L; = 400, dans la définition précédente des poids. Avec
ces définitions on aura [|w*~!{|,s < [lw® ! l1,5() < +oo. Pour simplifier les notations on identifiera

- lrsg = 1 lrn et 110" Flle = 3 oy 10% £ s dans la suite.

3.4 Quatriéme étape : présentation du schéma de convergence rapide de type
Nash-Moser et existence d’une solution du probléme différentiel (S).

3.4.1 Estimation fondamentale du schéma de convergence rapide.

Dans cette partie de la preuve on va montrer ’existence d’un paramétre de recalibration 7 des
éléments w, lequel permettra un contrdle quadratique de la norme des matrices w;’t, t > 0 en termes
de la norme des matrices w®*, ¢+ > 0. Ce contrdle est essentiel pour montrer la convergence vers zéro
de la norme des matrices w,:’t, t > 0 obtenues au k-éme pas du procédé itératif de la convergence
rapide. La convergence vers une solution du probléme différentiel (S) est appelé rapide en raison de
de l'estimation quadratique mentionné précédemment. Avant de prouver ’estimation en question
on va introduire quelques notations utiles pour la suite. Soit w € Q(B1,p). Pour r € (0,1) on définit
les quantités

ap(w,r) == max{||w;’k||r,h |0<s<m,0<k<m-—s}

c(w) = max{|lw® !, 5 |1 < s < m}

On remarque que, par définition de la norme de Holder, la quantité aj(w,r) tend vers zéro lorsque
le rayon r tend vers zéro. Pour tout o € (0,1) on définit les rayons r; := (1 — [ - o,,) pour
[ =0,..,m+ 1 ou on pose par définition o, := o/(m + 1). Ensuite on définit par récurrence
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décroissante sur k = m,...,0, les constantes Ly = Li(C,c(w)) > 0 par les formules L,, := C et
Ly 1 = max{C, 2c(w) - C - Ly}. A partir de maintenant on désigne par € € (0,1/2) une constante
fixée telle que pour toutes les matrices A € M, , (C) telle que ||A]| < € on a 'inversibilité de la
matrice I,, + A. Avec ces notations on a la proposition suivante.

Proposition 3.4 Supposons donné w € Q(By1,p), o € (0,1), r € (0,1), h € N et les poids
0<8; <8Sj(w), j=0,....,h +1 de la norme de Holder || - ||;pt1. Supposons que le rayon r soit
suffisamment petit pour assurer les estimations

Lo(C, c(w)) - o™ ) . gy (w,r) < €

et ap(w,r) < 1, ou la quantité ay(w,r) est calculée par rapport au poids Sj, j =0,...,h. Supposons
de plus que le poids Sp11 soit suffisement petit pour pouwvoir assurer ’estimation :

h k k
Shal0" w0l < Mlwp[lr,u

pour tout k = 0,...,m, s =0,....,m—k et |I| = k+1. Si on définit les composantes n** du paramétre
de recalibration n € P(Br(l_g)) par la formule de récurrence décroissante sur k =m,...,0

ns’k = -T

Tm—k;

_ _ _ 0,k
k (ws’k + WS TEFLTE A Bkt (_1)k775 P A WS 1) € My, ,.p.(EX (Br,,_1))

pour s =0, ...,m — k, alors on aura la validité des estimations

In**llr(1—oyn1 < L- o™ - ap (w,r) (9)
lon*lraoyner < B-opm™ - ap(w,r)? (10)

pour tout k = 0,....,m, avec L = L(C,c(w)) := maxgy Ly > 0, R = R(C,c(w)) > 0 constantes
positives et v(m,h) :=[(m +2)-m+1]-s(h), (m >0, h >0).

Preuve. Dans les calculs qui suivront on utilisera les identifications aj = ap(w,r) et ¢ = ¢(w). On
commence par prouver Iestimation (9). Si on définit o,y > 0 par la formule rj41 = r(1 + oy )
on a que Oy, > 0. On obtient alors & l'aide de Pestimation (7) et d'une récurrence élémentaire
décroissante sur k = m, ..., 0, ’estimation suivante

||77.’k||7"m—k+1,h+1 <Ly - o'r_rb(m_k+1).5(h) " Qp (11)

laquelle prouve l'estimation (9). Venons maintenant a la preuve de 'estimation (10). Pour cela on
définit les troncatures ) = (n[t]s’k)s,k € P(By,,_,) du parameétre n définit dans ’hypothese de la
proposition (3.4), de la fagon suivante; n[t]s’k =0sik <tet n[t]s’k := n*F sur la boule B si
k > 1. Par définition de la recalibration avec parameétre 7 1) on aura alors :

Tm—t)

s,k _ .5k s+k+1,—1 s,k+1 _1\k,s—1,k+1 s,—1
wyl =W Fw An + (-1)"n Aw

sur la boule B, , |, pour k = 0,...,m. On montre maintenant a l’aide d’une récurrence en ordre
décroissant sur k = m, ..., 0, 'estimation quadratique

h+1 S Rk} . O'_b(mﬂkih’) . a’2l (12)

[lewnt m

k
[k] ||7"m—k+1=

ou Ry = Ri(C,c) > 0 est une constante positive, b(m,k,h) := 2(m —k+ 1) -s(h) si k > 1 et
b(m,0,h) := 2m + 1. Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la définition
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PO
wh—1
wh0
P1
< 10,3
N/
P2
= oals2 an1,2
1,2\
[/ REEERN
p3 .
w30
4,-1
1.3~ w™
nt
P4
Fia. 5 -

de la matrice w,l,ff] dans le cas m = 4. On commence par prouver ’estimation (12) pour les indices k =
m, ..., 1, (on suppose donc m > 1 dans les calculs qui suivront). En utilisant la formule d’homotopie
pour l'opérateur 0, et la condition (3¢,,) on a, pour k = m, les égalités suivantes :

Oom _ 3 ,0m m,0 o,m _ (_1\ym,,0,m 0,0 0,m __
wy =0, + W™ An (=1)™n ANwyr Hwo =

= drm+1 éon,m — wm,O A Tr,m wO,m + (—l)m(T,,-,m wojm) A wgfgz] =

[

m
= - Z(_l)mijTr,m-l-l (wj’mij A wO,j) - wm,O A Tr,m wO,m + (_l)m(Tr,m wO,m) A wg’?n]
j=0

J

Le diagramme suivant montre les matrices qui interviennent dans la relation (3) dans le cas ou

k=m.
0 wo0 1 2 3 4 5 6
Po
wO,l
p1
w0,2
b2
w2 53
p3
w4,0 w3,1 w2,2 w1,3 w0,4 a}wc,zl
b4
FiG. 6 -

On remarque que la relation (3,,) est la seule, parmi les autres relations (3..), qui ne présente
pas de facteurs de type w® ! dans les termes quadratiques. On estime maintenant la norme de la
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matrice wgle] a l'aide de I'expression précédente. On obtient l'inégalité suivante :

lom™ llry 1 < C - 07" - a4 |0™ A Ty ™|y a1 +

[ (Trm @¥™) Aw”?||r g1 + ¢+ | ’m||r1,h+1

. , . . 0, .
Le dernier terme est présent dans I'estimation de la norme |lwy," [Ir, n41 Seulement si m = 1, car

wg[?n] = w%% si m > 2. En utilisant ’hypothése faite sur le poids Sj, 41 et 'estimation (11) on a :

||w’ ||r1,h+1<0 Om 0P ah+2||wm0||rh ||Trmw ||r1,h—|—1‘|‘

0,m 0,0 2 _—2s(h) 2
+2| T @™l g1 Wl + e CF - 0720 - af

. o ) —2s(h . .
ce qui prouve 'estimation cherchée ||‘*’2EZL llriht1 < Ry - o s(h) a2. Montrons maintenant ’esti-

mation quadratique (12) pour 1 < k < m (si m > 2, autrement 11 n’y a plus rien a prouver) en
admettant qu’elle est vraie pour k + 1. En effet en considérant les égalités suivantes on a :

s,k __ s,k s+k,0 k. s,k s,0 s,k _
Wy = J77 + w Ak — (=D *np** A Wy Fwp’ =

_ k s+k,0 EN k,. sk $,0

=T, k10 Wy iy T AN (=1)"n*>% A Wy

En utilisant la relation (3) pour les matrices wy’;, ; et en explicitant les dépendances effectives de

Nik+1] dans celles ci on a :

[k+1]

s,k (__1\k s—1,k+1 s,—1 s+k+1,—1 s,k+1
wn[k] - ( 1) T”‘m—kak+1 ( "[k+1 /\ w ) + Trm—k;k'i'l ( /\ w [k+1])

_(_1)kTrm7k,k+1 ( "7[k+1 Aw? ) - TrmkaH-l ( SHROA w787[llc6+1]) N

k—1
= DRI (0T A W) 4wt TEO AR — (1) A
j=1

( »0 *,0 a laide de

remarquons que wy,,, = w*" car k > 1). On estime donc la norme des matrices wn
I’expression précédente.

[]

h»+1 S 2C ' C : UT_VLS(h) ) ||w.,k+1||7‘m—k,h +

H "l[k ”Tm k+1> Mk+1]

42+ C - 07 O o+ 26 )16Vl + O 05 0
‘|'||ws+k’0 A ns’k||rmfk+1,h+1 + ||775’k A w5’0||rm7k+1,h+1 +

k k
+2C ) ||778’ ||T’m_k+1,h+1 ) ||77.7 ||7"m—k+17h+1

Le dernier terme est présent dans 'inégalité précédente seulement si kK = 1, car w;E,?] =w0sik>2.

En utilisant ’hypothése inductive, 'inégalité (11) et I’hypotheése faite sur les poids S, on aura

25



l’estimation suivante :

lp® [l pnptt < 26 C - Ryr - g =R gf 4 (2¢.C 4 ) - 075" - af, +

462 .C. Lk:—l—l . a—(m—k—l—z)-s(h) . a% + 2||ws+k’0||r,h . ||778’k||rm,k+1,h+1 +

—2(m—k+1)-s(h) , 2

2011 |1 b1 - ™+ 2 I o

ce qui prouve l'estimation (12) pour tous les indices k = 1,...,m. Venons-en maintenant & la preuve
de Pestimation (12) pour k = 0 (et m > 0). On pose par définition 650 := (I,, + n*%) ! —1,, €

My, p,(Ex(Br,,))- On peut alors écrire wf,EO] = wy 0 sous la forme

0 ~1 (57 .50 0 0 ~1,1 ~1,0 -1 “1,1 5 -1 -1 0 0
‘*’;fo] =9 - (aﬂ’s’ F WA T AT AW AT Ag W A +w;E1]) -

_ gs—1 ) ( rm,1(9 wsO F WO A0 fgs Bl A 10 A 81 =L /\9;11 WSl /\778’0) _
En utilisant la relation (3) pour la matrice wn et en remarquant que wn[ ]1 = w !
I’expression

on obtient

w;f(?] — gs—l . (_Trm, ( Z[? AwsO) ‘|‘Tr ( Z[ ]1,1/\ws,—1) ‘|‘Trm, ( s+1,1 /\wfml])

LA 778’0 n ns—l,l NGO A L g ns—l,l A 95_—11 LWL A ns,o)

$0(2)|| < € < 1 implique I’égalité

=Y
j=1

(a priori la série précédente est convergente en topologie C° vers 1’élément 650 de classe C*°, mais
une étude élémentaire plus précise, dont on n’aura pas besoin ici, montre que ’estimation précédente
SUP,eB, (i_,, l7°%(2)|| < € < 1 est suffisante pour assurer la convergence de la série en topologie C*

Le fait que SupZEBT(lfa) ||77

pour tout h). L’inégalité

[ r(1—o)ht1 < Lo - o mAL)sh) L g, < e < 1/2

implique la convergence de la série précédente en topologie Ch"'l’“(BT(l,a)) et permet d’effectuer
les estimations

o
||9S’0||r(1—a),h+1 < Z ||7)S’0||i(1_0),h+1 < 2||775’0||r(1—a),h+1
i=1
et ||g?1||r(1_0),h+1 < 2. En utilisant alors 'estimation (11) et l’estimation (12) pour k = 1, prouvée
précédemment on obtient les estimations

lws? llr1-oynir < 2C - 072 ®) - (ap +2L1 - 0™ ™) - ap)* +4C - 0" - ¢« Ry - 0™ ™) - 0y +

+4||ws,0||nh : ||778,O||r(17<7),h+1 + 2C||778_1’1”r(170),h+1 : ||08_1’0||r(170),h+1 +

+4cln* M=oy prt - 107Nl —o) a1 <
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<20 O';Ls(h) caz +8C - L. Ur_n(%”"'l) s(h) . a2 +4C- Ly -0, —(m+1)-s(h) | a; +

+4c-C- Ry -0, —(2m+1)-s(h) -a,21+4L0-U;1(m+1)'S() +4c Li-Ly- o, —(2m+1)-s(h) -a,2Z

ce qui prouve estimation (12) dans le cas kK = 0. On remarque aussi que les calculs faits pour
montrer ’estimation (12) montrent aussi l’estimation

||Trm,k,lc+1a wnk+1]||r(1 o1 S Qo plmkh) 'G’}ZL (13)

pour tout k = 0,...,m, (ou Qr = Qx(C,c) > 0 est une constante positive) que on utilisera pour
prouver l’estimation (10) sous la forme plus précise suivante :

oy llr1 -0y 1 < By - o FFm 0 6 (14)

ot R, = R} (C,c) > 0 est une constante positive. Considérons pourtant 1’expression suivante de

wf;’k, pour kK =0,...,m

k k-1
7k — -1 3 1k '7k7 j 2 j k—j '7k7 j ), j
g = gty (B, 4 30w Apd — S 1) Ik

+(_1)k,’75—1,k+1 /\98_1’0/\(4)5’_1 +( 1)1«:,’75 1,k+1 /\gs ) CWwhT 1 /\7780 +wn[k+1]) —

k k-1
—g L. 5, E s+jk—j E —1)k—dpstik—3 5]
= Ysik (T""m—k,k+lawn[k+1 + w /\77 ( 1) n /\wn +
=0 =0

+(_1)knsfl,k+1 AGTLO A sl (_l)knsq,kﬂ /\g;_ll CwS LA ns,O)

Dans le cas k = 0 Destimation (14) dérive banalement de 'estimation (12) étant wi® = wn[o] On
montre maintenant 'estimation quadratique (14), pour tous les indices a ’aide d’une récurrence
. . JUNENET) . - . s,k NI
croissante sur k = 0,...,m — s, appliquée & l'expression précédente de la matrice wy™ et & l'aide
de estimation quadratique (13) . On suppose vraie l’estimation (14) pour tout j = 0,...,k — 1 et
on considére l'estimation suivante en rappelant ’hypothése faite sur le poids Sp+1 de la norme de

Holder et 'inégalité ap <1 :

k
||w5;’k||r(1—a),h+1 <2Q - U;Q(m_kﬂ)'s(h) cas + 42 ||ws+J’k_]||r,h, AP r—o) hgr +

=0
k—1 o '
+Z ||TIS+J’k_]||r(1—a),h+1 Nwp? lr(1=o),h41 + 80||775_1’k+1||r(1—o),h+1 : ||77.’0||r(1—a—),h+1 <
=0
k—1
< (g +4(k +1) - L) - 0,200 g2 4 N Ly - RY) - oy MR mEsh) L gR
Jj=0
ce qui prouve ’estimation (14) et donc l'estimation (10). O
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3.4.2 Bon fonctionnement du procédé itératif.

Dans cette partie on va établir les hypothéses qui permettent d’appliquer I'estimation fonda-
mentale (10) & une étape quelconque du procédé itératif. On commence par préciser les paramétres
qui contrdleront les étapes de la convergence rapide. Pour cela on définit d’abord les parameétres
o = e %72 qui controleront les restrictions des rayons des boules, lesquels sont définis de facon
récursive par la formule ri11 := r5x(1 — 0}) pour tout entier k£ > 0. Bien évidement le rayon limite

o0

Too i= i = 1-—

o= lim 7 ro [ [ (1 — %)
k=0

est non nul, car — Y 2 4 log(l —oy) < Cst Y po 0k < co. Ensuite on désigne par r(k,1) :=ri(1—1-

Omk), L =1,...,m+ 100 0} := 0k/(m + 1). Pour le choix du rayon initial on considére les suites

numeériques

k-1
“1mj N ok—1—j
ay(r) = ao(r)Qk . H }12’c 1= o v(m,j)-2 !
7=0

ou by(r) := H - U;IESHH)'S(O) ~ao(r), H >0, P > 0 sont deux constantes (dépendants seulement de

m) et y(m, j) est une fonction affine strictement croissante en j. On rappel que par définition de la
norme de Holder on a que la quantité ag = ag(r) tend vers zéro lorsque r > 0 tend vers zéro. Avant
de faire le choix du rayon initial on a besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.4.2 . Il existe p € (0,1) tel que;

(A), pour tout r € (0, p] les séries numériques Y~ ar(r) €t Y p~o Br(r) sont convergentes.
(B) B B

o0 o0
I —0, 1 —0
i kZ:O ag(r) Jim, kZ:O Br(r)

(C), pour tout r € (0,p] et K >0 on a les inégalités ay(r) <1 et p(r) < e

Preuve. Par le critére du rapport il suffit de vérifier que les suites In(ayy1/ag) et In(Br+1/Bk)
tendent vers —oo lorsque k tend vers +oo. En explicitant les logarithmes on a :

In(agi1/0) = 2" - (lnao(ﬂ) +27 (I H) Y 277 — 271 " y(m, j)277 1n0m,j) -

—v(m,k)Inoy,, +InH

k—1 k—1
In(Br11/Bk) = 2" - (ln bo(p) +2 (InP)Yy 277 427 zwm,j)w) +7(m,k) + n P
j=0 =0
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11 suffit donc choisir p > 0 suffisamment petit pour assurer les inégalités
o0 o0
Inag(p) + 27 (In H) Z 277 4271 Z v(m,)[j +2+In(m+1)]277 <0
J=0 Jj=0
o o0
Inbg(p) +2 ' (InP)Y 27 +271) y(m, )27 <0
J=0 j=0
(se rappeler la définition de ¢;). On aura alors la convergence voulue pour les suites In(oyq1/) et
In(Bk+1/Pk)- Le fait que pour tout entier k > 0 les quantités ax(r) et Si(r) tendent monotonement
vers zéro lorsque r tend vers zéro, implique par le théoréme de la convergence dominée, les conclu-
sions (B) et (C) du lemme. O
D’aprés le lemme précédent on peut choisir le rayon initial 79 € (0, p] de telle sorte que l'inégalité
Y reo Br(ro) < 1/2+1/(41n2) soit satisfaite. Dans la suite on notera oy, := ag(ro) et By := By (ro).
On définit maintenant le parameétre ngy1, qui controle la recalibration des éléments wg, £ > 0 au
k-éme pas du procédé itératif (on désigne avec wy = w le choix initial de w associée au systéme
(S) = (Su)), de la facon suivante ; on définit récursivement en ordre décroissant sur t = m, ..., 0 les
matrices

t i1, A1 1,t41 , 0.t
7)]594_1 : r(k m—t),t (wk + wz "A nz.H + (= 1)t7lfc+1 A wz ) Mp, . ps (5)( (Br(k,m—t)))

et on pose 41 1= (WZL)s,t € P(By(k;m))- On va justifier ensuite 'estimation sup,¢p, ||77f€’£1( ) < e

sJ
W, Mk+1 €

My, . ps (825t+1(BTk+1)) pour tout ¢t = —1,...,m. Les constantes Ry, Ly qui apparaissent dans la
définition des poids S = (Sk)x>0 de la norme de Holder sont définies par les formules :

Riqy = max{||wy vy, u /10F T il |0 < s <m, 0 <t <mo—s, [I] =t + 1}

qui assure linvertibilité de la matrice gsx41. On définit alors les matrices wZ’_it_l =

Lir = max{2 78 gy (02 [ /1054 90 (1) % |0 < 5 < )}
pour tout entier k > 0. Ici on suppose que ma,x{||wf€’tl||rk,“ [0<s<m,0<t<m—s, |I|=t+1} >
0, autrement il n’y a rien & prouver. Avec ce choix des poids Si > 0 on aura que les inégalités

8k+1

Skl wk [Hrk,u ||wk I”Tk,# (15)

S+ 1108 9u (B) gy < 27 ga (k) (16)
seront satisfaites pour tout entier £ > 0 et t = 0, ..., m. On pose par définition

ay = max{||w,‘i’t||rk,;c |[0<s<m,0<t<m-—s}
by := H - o (mt1)s(k)

m, k
proposition sulvante.

~ap et ¢ = c(wp). Avec les notations introduites précédemment on a la

Proposition 3.5 Pour tout entier k > 0 on a les estimations suivantes ;

,t
||n2+1||Tk+1,k+1 S bk <e< 1/2 (18)
Hwk—}—l llros kvt < 4c (19)
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ot H := max{R(C,4c), L(C,4c)} > 0 et les inégalités ay, < oy, by < Pg.

Preuve. On montre les trois estimations précédentes a 1’aide d’une récurrence sur k > 0. Pour £k =0
on a d’aprés le lemme (3.4.2), la validité des inégalités ap(r) < 1 et By(r) < € < 1/2. On est donc
en position d’appliquer la proposition (3.4), laquelle assure les inégalités (17) et (18) pour k = 0.
On obtient alors l’estimation ||7)I’0||r1,1 < 1/2 laquelle, pour les calculs faits dans la preuve de la
proposition (3.4), assure les inégalités || gf}”rl,l < 2 qui assurent donc l’estimation (20) pour k = 0,
car

-1 _ _
6™ Mt < g2l - N0 - 19,1l

Supposons maintenant par hypotheése récursive que les estimations (17), (18) et (19), sont vraies
pour tout [ =0, ...,k — 1. L’inégalité (17) implique alors 'inégalité

by <P- e(mil) .bl2

pour les indices en question. On obtient donc les inégalités a; < oy < 1, b < f; < €. Le fait que
par hypothése inductive on dispose de 1’estimation ||w,:’71||r,mk < 4c permet alors d’appliquer la
proposition (3.4) laquelle assure la validité des estimations (17) et (18) pour [ = k. En particulier
Pestimation (18) assure la validité de I’estimation

.0
On passe maintenant & l’estimation des normes ||w,sc’_;11||Tk +1,k+1- On a par définition des matrices
wk+1 I’estimation
,71 - y
||wlsc+1 ||rk+1,k+1 < [lgs—1(k +1) 1||Tk+17k+1 lw® 1||Tk+1,k+1 llgs (k + 1)||’”k+17k+1
La condition (16) sur les poids implique que pour tout k& > 0 on dispose de 'inégalité
+ —k— +
llgs(k + 1) 1||7‘k+1,k+1 <(1+2 1) ||gs k+1||rk+1,lc+1 “lgs (k) 1||7"k,k

L’ hypothése inductive nous permet alors d’effectuer les estimations suivantes pour k£ > 1

k+1 k+1

Igs—1 (k + Dllrg ki1 < TTA+277) - TTO + 100y, <
j=2 j=1
k+1 o)
Vo (3 100, ) < Ve (32 8,) <2
j=1 j=0
et
k+1 k+1 k+1
g5 (k + 1) Hlrg k1 < H +27) H gy jllrs,5 < Ve [T =15 llry, )" <
j=1
k+1 00
< e exp (2002) " 7 ,,5) < Ve-exp (2m2) Y 6;) <2
j=1 =0

(rappeler le choix initial du rayon 7p). On obtient donc I’estimation voulue ||w,‘:’4f11||nc k1 < e,
ce qui conclu la preuve des trois estimations (17), (18) et (19) pour j = k et donc pour tout entier
positif k. n
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3.4.3 Convergence vers une solution du probléme différentiel (S).

Avec les notations introduites précédemment on a la proposition suivante.

Proposition 3.6 . Les limites
7>t = lim n(k)®'

k—00

5§=0,..,m, t =0,...,m — s ezistent en topologie CP*(B,_) pour tout h > 0 et ils constituent les
composantes du paramétre de recalibration n = (n*')s, € P(B,,,), solution du probléme différentiel

(S).
Preuve. Nous commencons par prouver l'existence des limites
gs := ];[195] hm gs(k) = ]Ips + kli_{go 77(’9)8’0
j>

en topologie CM*(B,_) pour h > 0 quelconque et le fait que les matrices g, sont inversibles. On aura
alors n*? = g, — I,,. On déduit immédiatement de la proposition (3.5), les estimations [|1°lyo0,n <
Br < 1/2 et ||ge (k) |y n < 2 pour tout k > h. Le fait que gs(k+1) — g5 (k) = 7],‘2’_21 - gs (k) implique
les estimations suivantes :

,0 ,0
lgs(® +1) = gs(F)llra,h < (10541 oo b 1195 (B)llre, e < 20mp 0 e, < 2B

pour tout £ > A On a alors
00 h 00
D lgs(k+1) = gs(k)llrws,n < D Ngs(k +1) = gs(B)llrwe,n +2 D B <00
k=0 k=0 k=h+1

et donc 'existence des matrices g; € C" (B, , M,, ,,(C)) pour tout h > 0 telles que

Too?

gs = lim go(k) =Tp, + Y (gs(k + 1) — gs(k))

k—00
k=0

en topologie C"*(B,_.). D’autre part 1’égalité

00
gs(k + 1)_1 - gs(k) ! Z k+1
j=1

permet d’effectuer les estimations suivantes
1gs(k + 1)71 —gs(k)~ ||roo,h < llgs(k 1||roo, Z ||77k+1 Too,h = 4||77k+1||roo,h < 4Bk

pour tout k > h, lesquelles assurent la convergence de la série

[e's) h ]
D g5 b+ 17" = gs()) lrao,n < D llgsk+ 17" = g5(k) Mlro,n +4 D B < oo
k=0 k=0 k=h+1
ce qui prouve I'existence des matrices ps € (B, , Mp, . (C)) telles que ps = limg_o0 gs(k) ™! en

topologie CM*(B,,) pour tout h > 0. On a alors I’égalité Ip, = limg_s o0 gs(k) -gs(k)™! = g5 - ps, qui

31



montre que gs € GL(ps, £(Br.,)) et ps = g; 1. Montrons maintenant ’existence des limites n* pour
t > 1. En rappelant ’expression des composantes n(k)%!, ¢t > 1, du paramétre (k) introduite dans
la sub-section (3.2) et en tenant compte de 'existence de la limite g € I'(U) prouvé précédemment,
on déduit que il suffit de prouver I’existence des limites

_)

. . $+0(T,r), To(r)41—r N —

klggo Z /\ Gs+o' (1,r) (.77“ - 1) 15, P 9s+o(r,r) (.77“) '
JeTk(p(1)) 1<r<p(r)

T € Ay, t > 1 en topologie C"*(B,_.), avec h > 0 quelconque, pour obtenir I'existence de la limite

n*t € My, p,(E%(B;,.)). Il suffit donc de prouver que pour tout h > p(7) la limite

p(7)
li o(Jr — et o (Jr - =
Jim > 0 ] lgeGr = 1) 5" - 90 (r) " vt

JeJy(p(r)) r=1

l
= tim S ST T gl =102 galir) s X

l4+p=p(r) IeJp(l) =1
1,p>0

P
x Z H 9o (jr — 1) '77;';. 9o () " Mlroorn
Iedy g(p) r=1
est finie. Ici on pose par définition Jp, x(p) :={J € {h+1,..,k}? | j1 < ... <Jjp}, Jn(0) = Jpx(0) :=
0, (rappeler la convention faite sur les symboles de somme et de produit). On considére pourtant
les estimations suivantes pour 1 < p < p(7)

p
lim Y T N9eGr = Dllraosn - 175" e - 190 Gr) ™ v o <

k—00
I€Tp k(p) =1

p k .
. . . . j—h-—1
<#tin N qIsoa<v)im Y pa=#pm 3 (0 <o
JE€Jpk(p) T=1 JE€Jp k(p) Jj=h+p

La derniére limite est finie par le critére du rapport, rappeler en fait que limg_, o0 Br+1/Bk = 0,
d’aprés la preuve du lemme (3.4.2). On a donc prouvé l'existence du paramétre limite n € P(B,_,).
Prouvons maintenant qu'’il constitue une solution (de classe C*°) pour le probléme différentiel (S).
En effet ’existence de la limite 1 en topologie Ch’“(B,«oo), pour h > 1 implique les égalités

St — Jim w® = lim w®’
K koo (k) koo K

w

en topologie Ch—1# (Br..)- En rappelant I'inégalité a;, < ay obtenue dans la preuve de la proposition
(3.5), on obtient

st : st :
4 — l ’ < l = 0
eyl = Jim g o < lim ay
ce qui prouve que ) € P(B,_ ) est une solution du systéme différentiel

s,t

wy =0
s=0,....m
t=0,....m—s

qui n’est rien d’autre que le systéme différentiel (S). O
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3.5 Cinquiéme étape : fin de la preuve du théoréme 1.

L’étape précédente montre que on peut se ramener & considérer le diagramme commutatif sui-
vant.

0—— (Keré)‘v — G|, _a. G, ®, 58,1
QZ\-- % P ® Lio,1
0 oo - gm0 9, - (g01y@r0
7 @ ®®IL,
0 oo . gom 9, - (01)@m

avec V := By, ¥ 1= g, Pa = e 4. Ce diagramme est exact, sauf pour I'instant au niveau des
premiéres fleches verticales & gauche. Pour conclure il nous reste donc & montrer 'exactitude de la
suite

op1 Pl oo Yl 5
oyt — 0P — (Kerd),, — 0

On identifie ¢ = (@1, .-, Pp, ) ¥ = (41, ...,zzpo), on indique avec ¢F € Ox (V) la k-éme composante
de ¢y, et on pose
A,z ‘= Oz(ﬁllc,z +..t Om‘ﬁzl,w <10,

Le fait que (apg - &) N Op = ap, (par définition de fidélité plate de l'anneau &, sur I'anneau
0. On peut aussi déduire ’égalité précédente en utilisant un résultat beaucoup plus simple, i.e la

A~

fidelité plate de I’anneau des séries formelles  E,/m*>(E;) = O en z, sur anneau O, (voir|Mal|))
implique la surjectivité du morphisme

Bl O — RO(4)
ou RO (1)) = RE(W) NOPPo désigne le faisceau des relations holomorphes de 1. On pose par définition
F = Im(1/~)|__ : 08P — (Kerg)lv)

. . .. P, .
L’exactitude de la suite (9??1 REN (9?”0 Ay F S 0etla platitude de ’anneau &, sur ’anneau O,
impliquent I'existence du diagramme commutatif exact

) Qal D Q/J‘ ®]I
gom Flgom DTl F o, £, 0

gom P1 gero (4 -G, . 0
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avec ) p &k,y ®o, Ty = Dk &k,y “fry - On aalors G, = .7-"®OV €, . Les égalités

PO Po Do
5]—' ( ; ka,y ®oy fk,y) = Z:l ¢k,y ®oy ngk,y = Zd)k,y ®£y 5Jfk,y

k=1
_, Po po B
3(2%,@/ ' fk,y> = D Pry®c, O, fry
k=1 k=1
impliquent la commutativité du diagramme suivant

0

0,1
9y Gy g, &y

all ‘z X® ]1(071)
0

F®, & —+ F®y £ FX®, &

qui montre que F = (Kerd), ., ce qui démontre le théoréme 1.

v?

4 Un résultat d’intégrabilité des connexions sur les faisceaux de
£-modules au dessus d’une variété différentiable.

Le présent travail s’est situé principalement dans le cadre complexe car c’était notre principal
intérét. Toutefois, il est possible de déduire aussi un résultat d’intégrabilité dans le cas des variétés
C®. Considérons en effet (X, Ex) une variété C* (Ex = Ex(R) représente ici le faisceau des fonctions
C* & valeurs réelles) et D : G — G ®, E(T’;) une connexion sur le faisceau de Ex (K)-modules
G ou K=R, C. Sile faisceau des sections paralléles KerD engendre G sur Ex(K) alors évidement
D? = 0. Le théoréme suivant donne une réciproque de ce fait dans un cas particulier.

Théoréme 2 Soit (X,Ex) une variété différentiable et soit G un faisceau de €x (K)-modules, muni
d’une connexion D : G — g®€x E(T%) telle que D? =0. Si de plus le faisceau G admet localement
une E(K)-résolution de longueur finie, alors le faisceau des sections paralléles KerD engendre sur
Ex(K) le faisceau G qui est le faisceau des sections d’un systéme local de coefficients et le compleze
G ¢ E(A°T%) ; D) est une résolution acyclique du faisceau des sections paralléles. Il existe alors

lisomorphisme fonctoriel de De Rham-Weil H*(X, KerD) = H*(I'(X, G ®,, E(A*T%)); D).

Preuve. On commence par substituire formellement dans les étapes de la preuve du théoréme 1 la
connexion 0 avec D, les opérateurs 0, avec d et 'opérateur de Leray-Koppelman avec I'opérateur
d’homotopie de Poincaré

P, : Ct (B, My (K) — CM(B,, My (K))

pour ¢ > 0. Il est élémentaire de vérifier que on peut choisir une suite de poids S = (Sk)r>0 C
(0, +00) pour les normes C" de telle sorte & obtenir une estimation du type || Pyully s < C - ||u/|rp,
avec C > 0 indépendante de la régularité h > 0 de la g + 1-forme u. A condition de réstraindre
opportunément le rayon r > 0 on obtient un schéma de convergence rapide considérablement plus
simple que celui explique dans la preuve du théoréme 1. En effet dans le cas on considération on a
pas besoin de réstraindre les rayons de la boule pendant les étapes du procédé itératif car on dispose
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de 'estimation précédente. Les détails de simplification et d’adaptation du procédé itératif relatif
4 la preuve du théoréme 1, au cas en examen sont laissé au lecteur. On obtient en conclusion une
& (K)-résolution locale, & partir d'une £(KK)-résolution initiale, telle que les nouvelles matrices ¢; (ici
on utilise les mémes notations du théoréme 1) soient toutes constantes. En particulier le fait que
@1 = Cst implique que G est un faisceau de £(K)-modules localement libre. La suite du théoréme
2 dérive alors de résultats classiques bien connus du lecteur.
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