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Réseau de communication

C’est un graphe orienté, muni d’'un ensemble S de sommets sources et
d’'un ensemble T de sommets destinataires.

Les arétes modélisent des canaux de communication qui transmettent
sans erreurs des symboles d’un alphabet A.

Chague aréte e peut transmettre c. symboles par unité de temps (sa
capacité).

Objectif: maximiser la quantité d’information (nombre de symboles de A)
transmise des sources aux destinataires.



Exemple introductif: le réseau papillon

t b

Une source, deux destinataires, capacité des arétes 1.



Routage versus codage

S

t b

Routage: un noeud peut recopier le message recu avant de le transférer.



Routage versus codage

Le noeud du milieu regoit a et b mais il doit choisir lequel transférer.



Routage versus codage

Dans les deux cas, on atteint un taux de transmission de 1.5.



Routage versus codage

Codage: les noeuds sont autorisés a effectuer des opérations sur les mes-
sages.



Routage versus codage

a,a+b b,a+b

Le noeud du milieu choisit de transmettre a + b.

Chague destinataire peut calculer a et b a partir des données qu’il regoit. Le
taux de transmission 2 est atteint!



Conclusions

On peut transmettre deux symboles de la source a I'un quelconque des
destinataires par routage en une session de communication.

Si on veut transmettre ces deux symboles a tous les destinataires en
une seule session, le routage ne marche pas, par contre le codage
réussit.

On va voir qu’en général:

% |l y a une borne naturelle pour le taux de transmission donnée par
le théoreme max flot-min cut pour le flot d’'un graphe.

* Cette borne est atteinte par routage s’il y a un seul destinataire.

% Cette borne est atteinte par codage linéaire s'il y a plusieurs
destinataires et que I'alphabet est assez grand.



Plan

1. La notion de flot sur un graphe.
2. Le theoreme max flot-min cut et le théoréme de Menger.

3. Conséquence pour le taux de transmission dans un réseau de
communication.

4. Optimalité du codage linéaire de réseau.
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Flot

G = (V,E) graphe orienté, S = {s}, T = {t}.
Pour v € V, on note In(v) et Out(v) 'ensemble des arétes arrivant en v,
respectivement partant de v.

Pour AC V, B C V,onnote e : A— B pour une aréte commengant
dans A terminant dans B.

On note aussi € — e pour deux arétes consécutives.
A chaque aréte e € E est associé un nombre réel positif c. (sa capacité).



Flot

Un flot est une application f : E — R telle que:
» Pourtoute e E, 0 < f(e) < ce.
» Pourtoutv e V\ {s, t},

> fe)y= > f(e)

eclin(v) ecOut(v)

C’est la loi de conservation du flot.

La valeur du flot f est définie par:

V(fy:= > fle)— > f(e

ecOut(s) ecin(s)

Modélise les réseaux de transports (véhicules, marchandise, fluides, etc..).



Pour x € V, notons

> ofe)— Y fe).
eclin(x)

ecOut(x)

On remarque que:

En effet,

Zf(e):Z( 3 f(e)) Z(Zf )

eckE veV  eeOut(v veV e€lin(v)

On obtient I'égalité annoncée en tenant compte de la loi de conservation :
f(x) = 0 pour tout x # s, t.



Coupe

Une coupe du graphe G séparant s et t est un ensemble U de sommets tel
que s € Uett € U (ensemble complémentaire de U).

CW= > c

eU—U

La valeur de la coupe est

Exemple: si ce =2 pourtout e € E, C(U) = 4
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Le théoréme max flot-min cut

Théoréme: max; V(f) = miny C(U).
Preuve: constructive.
Etape 1: pour tout flot f, coupe U, V/(f) < C(U): Soit T' 'ensemble des

extrémités des arétes coupées par U. On restreint le graphe a UU T’ et aux
arétes non contenues dans U. Cela définit un nouveau graphe G'.
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lci T" = {t{, t;, &z}. La restriction de f est un flot sur G’ de sa T’ (la loi de
conservation est respectée aux autres sommets).



Rappel: pour x € V,

ecOut(x) ecin(x)

En notant, pour X C V, f(X) = > . f(x), on a:

V() =f(s)=—KT")= > f(e) - Z f(e)

eU—U eU—U
< > fe)< > ce=C()
eU—U eU—U

On remarque que I'égalité V(f) = C(U) a lieu si et seulement si :

» f(e) = cepourtoute: U— U
» f(e) = 0pourtoute: U— U.



Etape 2: Il existe f, U tels que V(f) = C(U): Soit f un flot, soit
U 'ensemble des extrémités de chemins sous-optimaux

x € Us'il existe xy = 8, x2,...,Xp = X tels que:
> XiXi+1 OU Xj1X; appartient a E
> sixixi1 =eckE, f(e)<ce
> sixiy1Xx;=ec€E, f(e) >0.

Alors s € U, etsit € U, on peut augmenter f: en effet, dans ce cas, il existe
un chemin sous-optimal de s a t.

O P O
so—< W o—>ot

Soit € > 0 tel que, le long de ce chemin,

f(e) < ce — € si e pointe vers t, f(e) > e sinon.



On prend e maximal, et on modifie f le long de ce chemin en posant:
f'(e) =f(e) + e
suivant la direction de e. Alors, " est un flot, V(f') = V/(f) + € et le chemin

n’est plus sous-optimal.

En itérant ce procédé, on obtient un flot tel que t ¢ U. Alors U est une coupe
séparant s et t, et, par construction,

»sie:U— U, fle)=ce

» sie: U— U, f(e)=0.
Donc, V(f) = C(U), le flot est maximal et la coupe est minimale.
Remarques:

» La démonstration décrit un algorithme permettant de construire un flot
maximal a partir du flot nul.

» La démonstration montre que, si les capacités ce sont entiéres, il existe
un flot maximal a valeurs entiéres.



Le théoreme de Menger

Théoréme: [Menger, 1927] Si w est la valeur de la coupe minimale d’'un
graphe orienté dont les arétes ont pour capacité 1, alors il existe w chemins
orientés de s a t, deux a deux sans arétes communes.

s
min cut=2
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Le théoreme de Menger

Théoréme: [Menger, 1927] Si w est la valeur de la coupe minimale d’'un
graphe orienté dont les arétes ont pour capacité 1, alors il existe w chemins
orientés de s a t, deux a deux sans arétes communes.

S



Preuve:

» Sion a ntels chemins, alors on peut définir un flot qui vaut 1 sur ces
chemins et 0 ailleurs. Sa valeur est n donc par le théoréme mf-mc,
n<w.

» On en déduit le cas w = 0, puis on procéde par récurrence sur w.

» Soit U I'ensemble des extrémités de chemins orientés commengant en
s. Ona C(U) = 0, donc t € U donc un chemin orienté relie s a t.

» Par l'algorithme, il existe un flot maximal fmax qui vaut 1 le long de ce
chemin.

» On considére alors le graphe G’ obtenu en enlevant les arétes de ce
chemin et le flot obtenu par restriction. Sa valeur est
V(frnax) —1 = w — 1 donc G a pour valeur de coupe minimale w — 1
donc contient par récurrence w — 1 chemins orientés disjoints.



Codage de réseau

Informellement:
» G = (V, E) graphe orienté acyclique, S = {s}, T = {t1,..., t}
» Les arétes transmettent des éléments d'un alphabet A.
» A linstant 0, X € A" est émis par s

» Achaqueinstant k = 1,2, ..., K, un élément de A est transmis sur une
aréte e(k), qui est une fonction des éléments transmis sur les arétes
entrantes aux temps précédents.

» Chaque aréte transmet au plus un nombre c. d’élément de A au cours
de la session.

» A la fin, a chaque t;, une fonction de décodage D; appliquée aux
éléments arrivés en t; retourne un élément Y; de A”.

Si, pour tout i = 1,..., ¢, D; retourne X, on dit que le taux de transmission
multicast de ce schéma de codage est w.



Codage de réseau

Sans perte de généralité:
» On peut supposer ce = 1:

R

» On peut supposer In(s) = 0 et Out(t) = 0:

S
So -



Codage de réseau

Plus formellement:
» Une application: (I'ordre des transmissions)

{1,...,K} - E
k — e(k)
telle que, pour tout e € E, e(k) = e au plus une fois.
» Des applications: (f,(X) est transmis sur e(k))
A - A
X — fi(X)
telles que: il existe des applications ¢, avec

£ (X) = oi(fe (X) : k' < k, e(k') — e(k)) si e(k) ¢ Out(s)

» Pouri=1,...,¢, des applications D; : A" _, A"



Codage de réseau

» Le taux de transmission multicast est w si, pour tout X € A",

Pourtouti=1,...,¢, Di(fi(X) : e(k) € In(t)) = X.

On supposera que le graphe G est acyclique car dans ce cas:
» |l existe un ordre sur les arétes 'de haut en bas’, i.e. tel que:

Sie' - ealorsée < e.

» On prendra toujours un tel ordre pour les transmissions pour ne pas
avoir de probléeme de 'délai’ (toute I'information est arrivée a un noeud
avant que celui-ci transfeére).

» |l suffit alors de spécifier les fonctions globales xe := fo(X) ou les
fonctions locales pe(xer : € — €).



Théoréme: Si le taux de transmission multicast est w alors, pour tout
i=1,...,¢,
w < min cut(G, s, t;).

Preuve: Facile. Si U est une coupe séparant s et t;, les données qui arrivent

en t; sont fonction des données qui transitent par les arétes e : U — U. Plus
un peu de théorie de I'information.



Le routage est optimal avec un unique destinataire

Théoréme: Si T = {t}, le taux de transmission w = min cut(G) est atteint
par routage.

Preuve: Par le théoréme de Menger, il existe w = min cut(G) chemins
orientés sans aréte commune de s a t. On peut transmettre le long de ces
chemins w symboles distincts.

s

min cut=2
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Le routage est optimal avec un unique destinataire
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Le codage linéaire est optimal avec plusieurs destinataires

Théoreme: [Li, Yeung, Cai, 2003] Si A = F{ et Fq est un corps fini assez
grand, le codage linéaire permet d’atteindre le taux de transmission multicast

w=m in é min cut(G, s, t;).
i=1,..., 4

Codage linéaire: les applications f(X) sont Fg4-linéaires.

Koetter et Médard, 2003: preuve algébrique (g > |T|).
Jaggi, Sanders, 2005: Linear Information Flow Algorithm (q > |T|).

Notation: X € A" = (Fg')" est identifié & la matrice X € Fg™" dont les
lignes sont les ‘paquets’ X; € Fg.



Preuve algébrique

Pour touti =1,...,¢, la matrice Y; recue en t; s'écrit
Yi=TX, TieFg*"
Ce que 'on veut: pour tout i = 1,..., ¢, T; inversible soit
det(Ty)...det(T,) #0.

Soit xe € Fgq transmis par I'aréte e au cours de la session. A chaque paire
d’arétes consécutives (€', e) est associé un coefficient Ae/ o € Fq tel que:

Xe = Z Aer e Xer -

e'—e

En itérant, on voit que les coefficients des matrices T; sont des polyné6mes
en les \e . Donc []-_, det(T;) est un polynéme en les variables A . Donc,
si |Fq4| est assez grand, on peut choisir des valeurs pour A, . de telle sorte
qu’il ne s’annule pas.



Lalgorithme de Jaggi-Sanders

On va calculer itérativement des vecteurs Fe € Fy tels que
Xe = FeX.

Ce qu'on veut: pour touti =1,...,¢,
{Fe : e € In(t)} engendre Fy.

Pour chaque i = 1,..., ¢, par le Th de Menger, il existe w chemins orientés
disjoints joignant s a t;,. Notons
Pi={Ci1,...,Ciw}

On va calculer dans un ordre 'de haut en bas’ les F. de sorte que le rang soit
maximal le long de chacun des P;.



t

7]

t3












On élimine toutes les arétes n'appartenant pas a I'un des C; ;.

On rajoute w arétes en amont de s et on initialise leurs F. avec la base
canonique de Fj.

(0,1,0)

(1,0,0) (0,0,1)

On parcourt les arétes suivant un ordre 'de haut en bas’ pour choisir Fe.
Soit, sur chaque chemin C;;, F;; le dernier des F. calculé. Soit

Wi =Vec(Fi; : j=1,...w).

A Tinitialisation, on a dim(W;) = w. Notre objectif est de conserver le
rang w dans tous les W,.



» Supposons e € Cj, j, - - -, Notons e, son prédécesseur dans C;, ..

/s Js+

&1 e 4,

le
Notons que les indices i sont deux a deux distincts donc s < /.

» Soit
W = Vec(Fe,,...,Fe) (er€Ci ).

et soit
Wi = Vec(Fi.; : j #Jr)-

On va choisir Fe tel que:

Fe € W (ainsi x est comb lin des X/, € — @)
Fe ¢ W, (ainsi on maintient le rang w dans W)



» Ona:dim(W, + W) > dim(W;) + 1 donc
dim(W;, N W) = dim(W;) + dim(W) — dim(W, + W) < dim(W) — 1.

» Donc, si m = dim(W),

mm(OVVmW) (g = 1)+ 1.

r=1
» Sig>¢onag™>#q™ " —1)+1donc

S
il existe Fe € W\ (_J(W), n W).

r=1



» Si on choisit Fe aléatoirement dans W,

gt —1)+1

proba d’échec < - <=

£

qr q
donc ¢
proba de succés > 1 — 27

» Sichaque aréte e choisit F. aléatoirement, on parle de codage linéaire
aléatoire. La probabilité qu’un tel schéma atteigne le taux de
transmission optimal est donc au moins

<17§>‘E‘217@:170(1).



Conclusions

Avec une source et un destinataire, le routage permet d’atteindre la
limite théorique min cut(G) par les chemins prévus par le th de Menger.

Avec une source et ¢ destinataires, le routage ne permet pas d’atteindre
la limite théorique minf_; min cut(G, s, t,).

Par contre, dés que |A| > ¢, le codage linéaire le permet (algo
Jaggi-Sanders).

Si |A| > ¢, le codage linéaire aléatoire réussit avec probabilité proche de
1. Avantage: pas de connaissance a priori du graphe.

Ces résultats s’étendent aux graphes contenant des cycles. Par contre,
le cas des réseaux multi-source est beaucoup moins bien compris..



