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Dur�ee: 3 heures. Documents et calculatrices interdits.
Les quatre exercices sont ind�ependants. On peut �a tout moment admettre les
r�esultats d'une question pour traiter les suivantes.

I Relations coe�cients-racines
On note x1, x2, x3 les racines du polynôme complexe P = X3 + aX2 + bX + c.
1) D�eterminer le polynôme unitaire Q de racines les x2i , i 2 f1; 2; 3g (on pourra
d�evelopper le polynôme Q(X2)).
2) A quelle condition sur a, b et c l'un des x2i est{il la somme des deux autres?
II Etude d'irr�eductibilit�e et de r�esolubilit�e
On consid�ere le polynôme P = X5 � 15X2 + 1 de Q[X].
1) Montrer que la r�eduction modulo 2, P 2 F2[X], de P n'a pas de racine dans
le corps F4.
2) Le polynôme P est{il irr�eductible dans F2[X]?
3) Montrer que P est irr�eductible dans Q[X].
4) Le polynôme P est{il r�esoluble par radicaux sur Q? Donner le degr�e sur Q
d'un corps de d�ecomposition de P .
III Racines de l'unit�e dans Fp
Soit p un nombre premier. On note Fp une clôture alg�ebrique de Fp.
1) Soit x dans (Fp)*. Montrer que l'ordre multiplicatif s de x est �ni, premier �a
p.
2) Soit n entier � 1. Montrer que le sous{corps de Fp form�e des points �xes sous
l'automorphisme (Frp)n :x 7! xpn de Fp est l'unique sous{corps de cardinal pn de
Fp.
Dans la question 3) on pose q = pn et on note Fq ce sous{corps.
3) Pour s premier �a p, on note �s le groupe multiplicatif form�e des racines s-i�emes
de 1 dans Fp. Montrer que Fq contient le groupe �s si et seulement si on a s j q�1.
4) On revient au 1), on note d l'ordre de la classe de p modulo s, vue comme
�el�ement du groupe (Z=sZ)�. Montrer l'�egalit�e Fp(x) = Fpd .
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5) Application num�erique On consid�ere le polynôme P = X4+X3+X2+X +1
dans F19[X].
a) Soit x une racine de P dans F19. Montrer que x est d'ordre 5 dans (F19)*.
b) Utiliser 4) pour en d�eduire les degr�es des facteurs irr�eductibles de P dans
F19[X].
IV Existence d'un �el�ement primitif
Soit E � K une extension �nie, de caract�eristique 0.
1) Justi�er qu'il existe n � 1 et des �el�ements �1; : : : ; �n de E tels que E =
K(�1; : : : ; �n).
Pour i 2 f1; : : : ; ng, on note Pi le polynôme minimal de �i sur K et on pose
P =Qni=1 Pi.
2) Montrer l'existence d'un corps L contenant E tel que l'extension L � K soit
galoisienne.
On note G = Gal(LjK).
3) Utiliser 2) pour montrer que l'ensemble C des sous{corps de E qui contiennent
K est �ni. On indiquera l'ensemble �ni avec lequel C est en bijection par la
correspondance de Galois.
4) Soient �; � 2 E. On consid�ere les corps Kt = K(� + t�), t 2 K. D�eduire
de 3) qu'il existe t; t0 distincts dans K tels que Kt = Kt0 , et montrer qu'alors
Kt = K(�; �).
5) D�eduire de 1) et 4) que l'extension E � K est monog�ene, c'est{�a{dire qu'il
existe  2 E tel que E = K().
6) D�eduire de 5) le nombre de K-morphismes de E dans L.
7) On prend K = Q et E = Q( 3p5 ; i). Que vaut [E : Q]? Trouver un �el�ement 
de E tel que E = Q().
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