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Dur�ee: 3 heures. Documents, calculatrices et t�el�ephones portables interdits.
Les quatre exercices sont ind�ependants. On peut �a tout moment admettre les
r�esultats d'une question pour traiter les suivantes. Chaque r�eponse doit être
justi��ee; la qualit�e de la r�edaction sera un �el�ement important de l'appr�eciation.

I Questions isol�ees
1) On pose L = Q[X]=(X2+2X+4). Construire, s'il en existe, un isomorphisme
de corps entre L et Q(ip3) (resp. entre L et Q(p3)).
2) On note K le corps Q(i).
Donner une clôture alg�ebrique K du corps K. L'extension K � K est{elle �nie?

II Cardinal du groupe de Galois d'un polynôme
1. SoientK un corps de caract�eristique 0, et P 2 K[X] un polynôme irr�eductible.
On note n le degr�e de P , E un corps de d�ecomposition de P sur K, et 
1; : : : ; 
n
les racines de P dans E. En�n on pose G = Gal(P;K) = Gal(E jK).
a) Montrer que l'extension K(
1) � K est galoisienne si et seulement si E =
K(
1).
b) On suppose G ab�elien. Montrer que cardG = n.
2. Dans cette partie on montre avec un exemple que la r�eciproque de 1b) n'est
pas vraie.
On pose 
 = 4

p2 + i.
a) Prouver que i 2 Q(
) (on pourra consid�erer un polynôme rationnel annulateur
de 
 � i).
b) En d�eduire que Q(
) = Q(i; 4

p2). Que vaut [Q(
) : Q]?
c) L'extension Q(
) � Q est{elle galoisienne?
d) On note P = Irr(
;Q), G = Gal(P;Q). Quel est le cardinal du groupe G?
e) Existe{t{il F sous{corps de Q(
) tel que F � Q ne soit pas galoisienne?
f) Montrer que G n'est pas ab�elien.
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III Corps �nis
On consid�ere le polynôme P = X4 +X + 2 de F3[X], et on note � une racine de
P dans une extension de F3.
1) Montrer que P n'a pas de racine dans F9.
2) Quel est le degr�e de � sur F3? Donner une base de F3(�) sur F3.
3) Quel est le degr�e de � sur F9? Le polynôme P est{il irr�eductible dans F9[X]?
4) Donner le degr�e sur F3 de �9 et celui de �10.
5) Donner la liste des sous{corps de F3(�).
6) Trouver le nombre des polynômes irr�eductibles unitaires de degr�e 4 sur F3
(on pourra consid�erer les degr�es sur F3 des di��erents �el�ements d'une extension
convenable de F3).

IV Une extension r�eelle
Soit c le r�eel cos(2�=17). On pose aussi � = e2�i=17 et G = Gal(Q(�) jQ). Dans
cet exercice on �etudie l'extension r�eelle Q(c) � Q ; pour cela il sera souvent utile
de raisonner �a partir de l'extension Q(�) � Q.
1) Quel est le degr�e de � sur Q ? D�eterminer le degr�e de c sur Q.
2) L'extension Q(c) � Q est{elle galoisienne?
3) D�eterminer son groupe de Galois � �a isomorphisme pr�es. Expliciter un auto-
morphisme d'ordre maximal de Q(c) (on pourra commencer par expliciter un
�el�ement de G d'ordre maximal).
4) Donner les di��erentes images de c sous l'action de �. Montrer qu'elles forment
une Q{base de Q(c).
5) Faire une liste des sous{corps de Q(c).
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