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Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie, et u un endomorphisme deE. Pour tout x 2 E, on d�e�nit Ex = Vect(uk(x); k 2 N), et Ix = fP 2 K[X] jx 2 KerP (u)g.
1. Soit x 2 E. Montrer que Ix est un id�eal non nul de K[X]. On note �x song�en�erateur unitaire. Montrer que �x divise le polynôme minimal �u de u.
2. Pour quels x a{t{on deg �x = 1?
3. Comparer le degr�e de �x et la dimension de Ex.
4. Un exemple num�erique: E est un R-espace vectoriel dont une base est B =(a; b; c), et u est l'endomorphisme d�e�ni par sa matrice M dans la base B:
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D�eterminer le polynôme �a. En d�eduire le polynôme minimal de u.
5. Soient x; y dans E.
a) Montrer que �x+y divise le produit �x�y.
b) On suppose que �x et �y sont premiers entre eux. Montrer que �x+y = �x�y(remarquer que ��y = �y).
6. Montrer qu'il existe x 2 E tel que �x soit �egal �a �u (on utilisera la factorisationde �u dans K[X]).
7. Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur u pour qu'il existe x 2 E telque Ex = E.


