
Master1, math�ematiques
Alg�ebre 1

Devoir �a la maison n� 3
�a rendre la semaine du 6 janvier 2004

1. Soit le polynôme P (X) = X4 �X2 � 1 de F3[X].

a) Montrer que P est irr�eductible et d�eterminer son ordre.

b) Le polynôme P est{il irr�eductible dans F9[X]?

On note F81 le corps F3[X]=(P ), � la classe de X. Ainsi �4 � �2 � 1 = 0.

c) D�eterminer une base normale de F81 sur F3.

d) Donner le polynôme minimal de �6 sur F3.

e) L'�el�ement � est{il un carr�e dans F81?

f) On pose Q(X) = P (X2). Montrer que Q n'a pas de racine dans F81, ni dans
le corps �a 27 �el�ements. Factoriser Q en produit d'irr�eductibles sur F3.

2. Soient Fq le corps �a q �el�ements, et n � 1 un entier premier �a q.

a) On note K le corps de d�ecomposition du polynôme Xn � 1 sur Fq. Montrer
que Xn � 1 a toutes ses racines distinctes dans K.

L'ensemble des racines de Xn � 1 est un sous{groupe cyclique de K�. Pour
chaque entier d divisant n, on note �d(X) le polynôme produit des X � � o�u �
parcourt les �(d) racines primitives demes de 1 dans K.

b) Justi�er l'identit�e Xn � 1 = �djn�d(X). Montrer que �n(X) 2 Fp[X], o�u p
est la caract�eristique de Fq.

On veut �etudier la d�ecomposition de �n(X) en produit d'irr�eductibles sur Fq.
Pour cela on note P l'un de ces facteurs irr�eductibles, et s son degr�e. On d�esigne
par r l'ordre de q dans le groupe (Z=nZ)�.

c) En consid�erant un corps de rupture k de P , montrer que r divise l'entier s.

d) En consid�erant le sous{corps de k form�e des racines du polynôme Xqr � X,
conclure que s = r.

e) Donner la factorisation du polynôme X9�1 sur F2 et sur F7. Donner le nombre
et les degr�es des facteurs irr�eductibles de �9 sur F4 et F17 .
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