
Universit�e Joseph Fourier
L3, DKMat357 Alg�ebre2

Devoir �a la maison n�3
�a rendre avant le 22 novembre 2007

Exercice I

On note A l'ensemble des rationnels de la forme
m

5n
, o�u m 2 Z et n 2 N.

1. Montrer que A est un sous{anneau de Q contenant Z.

2. D�eterminer le groupe multiplicatif A�.

3. Soit I un id�eal de A non r�eduit �a f0g.

a) Montrer que I \ Z est un id�eal de Z.

b) Montrer qu'il existe k entier non nul et premier �a 5 tel que I \ Z = kZ.

c) Montrer que I = kA.

d) Trouver un anneau isomorphe au quotient A=I.

4. Montrer que l'anneau A est principal et d�eterminer ses �el�ements irr�eductibles,
aux inversibles pr�es.

Exercice II

Dans ce qui suit p et n d�esignent des entiers � 2.

1. Soient K un corps in�ni, et E un K{espace vectoriel. Montrer, par r�ecurrence
sur p, que la r�eunion de p sous{espaces vectoriels qui sont chacun distinct de E,
n'est pas tout E.

2. Application: soient a1; : : : ; ap p points de Rn, tous non nuls. En prenant pour
E le dual de Rn, montrer qu'il existe un hyperplan vectoriel de Rn qui ne contient
aucun des ai.


