
Master1, math�ematiques
Alg�ebre 1

Devoir �a la maison n� 1
�a rendre la semaine du 4 novembre 2003

On note G le groupe (Z=3�Z)�, o�u � � 2 est �x�e.
1.a) Pour tout y 2 N et tout j � 2 �etablir la congruence

(1 + 3)3j�2y � 1 + 3j�1y mod 3j :
b) D�eterminer l'ordre de 4 dans (Z=3�Z)�.
c) En d�eduire que l'�el�ement 2 engendre (Z=3�Z)� (on pourra utiliser l'homomor-
phisme canonique Z=3�Z! Z=3Z).
2. Soit a un entier non divisible par 3. Dans la suite on cherche �a r�esoudre la
congruence 2x � a mod 3� (logarithme discret dans G).
a) Montrer que cela revient �a r�esoudre l'�equation 2u � a = 1 dans le groupe G, et
que cette �equation admet une unique solution u dans f0; � � � ; 2 � 3��1 � 1g.
b) Montrer qu'on peut se ramener au cas o�u a � 1 mod 3, et qu'alors u = 2y est
pair.

Ceci nous ram�ene �a r�esoudre l'�equation (E) : 4y � a = 1 dans G, o�u on a
a � 1 mod 3 : on en cherche l'unique solution y 2 f0; � � � ; 3��1 � 1g.
3. Soit y dans cet intervalle. On note y = P��2i=0 3iyi, yi 2 f0; 1; 2g son �ecriture
en base 3, et y�1 = 0. Pour 1 � j � �, on consid�ere la congruence Cj :

4y0+3y1+���+3j�2yj�2a � 1 mod 3j (Cj)
De plus on pose a1 = a, aj (j � 2) est le reste de la division du premier membre
de Cj par 3�.
a) V�eri�er que C1 est vraie.
b) On suppose que la congruence Cj�1 est vraie pour l'entier j � 2. En utilisant
1a) et aj�1, montrer que Cj est vraie si et seulement si yj�2 est le reste de la
division par 3 de l'entier (1� aj�1)=3j�1.
4. En d�eduire un algorithme de r�esolution de l'�equation E. Montrer que cet
algorithme est polynomial en l'ordre de G, avec un nombre d'op�erations en O(�3).
5. Appliquer ce qui pr�ec�ede pour r�esoudre la congruence 2x � 101 mod 243.
V�eri�er le r�esultat par la m�ethode d'exponentiation rapide.
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