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�a rendre la semaine du 3 octobre

Les r�esultats doivent être soigneusement justi��es. La qualit�e de la r�edaction est un �el�ement
d�eterminant de l'appr�eciation du raisonnement.

Exercice 1

Le groupe (Q;+) est-il monog�ene ? Est-il engendr�e par un nombre �ni d'�el�ements ?

Exercice 2

L'objectif de cet exercice est la classi�cation �a isomorphisme pr�es des groupes �a 6 �el�ements.

1. Montrer que le groupe S3 des permutations de l'ensemble f1; 2; 3g est un groupe �a 6
�el�ements non ab�elien.

Soit (G; :) un groupe ayant 6 �el�ements. On note eG l'�el�ement neutre de G.

On suppose dans un premier temps que G n'est pas ab�elien.

2. Montrer que les �el�ements de G di��erents de eG ne peuvent pas être tous d'ordre 2.

3. En d�eduire que G poss�ede un �el�ement d'ordre 3.

On choisit un �el�ement x de G d'ordre 3. On note H le sous-groupe de G engendr�e par x.
Le groupe H est donc de cardinal 3. On choisit un �el�ement y de G qui n'est pas dans H.

4. Montrer que les parties H et yH sont disjointes et que leur r�eunion est G. En d�eduire
que H est distingu�e dans G.

5. Montrer que la paire fx; yg engendre G.

6. Quel est l'ordre de yxy�1 ? Montrer que yxy�1 = x2.

7. Montrer que y2 2 H, puis que y2 = eG.

8. En d�eduire que G est isomorphe au groupe S3 (on pourra utiliser les tables des lois de
groupe).

On revient au cas g�en�eral.

9. En �etudiant le cas des groupes ab�eliens, d�eterminer le nombre de groupes �a 6 �el�ements �a
isomorphisme pr�es.


