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Chapitre 1 : Introduction aux séries

1 Motivation

1.1 Le paradoxe de Zénon d’'Elée

Dans le paradoxe de Zénon d’Elée (V€ avant JC), un caillou est lancé
sur un arbre et parcourt la moitié de la distance, puis la moitié de
la moitié restante, puis la moitié€ de ce qui reste... Il semble ainsi
ne jamais arriver a destination car il lui faut franchir une infinité
d’étapes et chacune lui demande un temps non nul.
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Essayons de résoudre ce paradoxe. Mettons que pour parcourir la
distance d, il faut un temps ¢. Pour parcourir la moitié€ de la distance, il
faut un temps ¢/2. Pour parcourir la moitié du reste, il faudra un temps
t/4 et il restera d/4 a parcourir. Puis pour parcourir la moitié de la
distance restante, il faudra un temps /8 et il restera d/8 a parcourir. ..
Donc a I'étape n, il restera certes encore d/2" de distance qu’il faudra

t/2" a franchir, mais on n’a attendu que

t+t+t+ _%t_t ¢
2 4 8 7 ogn on

et donc c’est normal que le caillou n’ait pas encore atteint 'arbre. Au

passage, il semble que 'on puisse écrire carrément, pour ¢t = 1,

1 1 1
I I | 1.1
2+4+8+ (1.1)
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avec une somme infinie. Le paradoxe vient du fait que cette somme,
bien qu’infinie, ait une valeur finie. Méme s’il y a une infinité d’étapes,
on n'a pas encore passé plus qu'un temps 1 a observer la scéne. Mais
ici, nous n‘avons pas €teé trés rigoureux en écrivant (1.1) : quel sens
donner a ces < ... > et a une valeur pour cette somme infinie ?
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1.2 La série harmonique

Piles de dominos, extraites du site
< How round is your circle > par

John Bryant et Chris Sangwin.

Dans I'exemple précédent, nous addition-
nons une infinité de termes, mais ceux-
ci sont de plus en plus petits et tendent
vers (. Est-ce que cela suffit a faire que
la somme soit finie? Regardons mainte-
nant une pile de dominos (de longueur di-
sons 2 unités) que nous penchons pour la
faire avancer le plus possible. Le domino
le plus haut, afin de ne pas tomber, ne
doit pas étre avancé de plus de 1. Si nous
avangons de 1 le domino en-dessous, les
deux dominos basculeront.
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En fait, si on I'avance de d, I'isobarycentre des deux dominos doit étre
au-dessus de la pile, ce qui s’écrit

QA+ 2—d—1)>d+(d+1).

Autrement dit il faut que d < 1/2. Puis un calcul similaire, montre
que le troisieme domino ne peut pas étre avanceé de plus de 1/3 et par
récurrence, le n—iéme ne peut pas étre avancé de plus de 1/n.

Jusqu’ou peut-on aller, c’est-a-dire que peut-on atteindre avec

1+1+1+1+1+ +17
2 3 4 5  n
En fait, la réponse est qu'on peut aller jusqu’a aussi loin de I'on veut!
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En effet, prenons n = 27, on regroupe les termes par paquets

1+1+1+1+1+ +1—1+1
2 3 4 5 7 n 2
+1+1
3 4
+1+ +1
5 778
+1+ +1
9 716
1
+ .+§.

Pour j > 1, le paquet 1/(2"'+1) + ... + 1/2/ contient 2! termes qui
sont tous plus grands que 1/2’ et donc il est plus grand que 1/2. On
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obtient donc que

RIS I B
2 3 4 5 2 2
On peut donc obtenir une avancée de dominos aussi grande que 'on

veut, ce que 'on pourrait traduire de facon informelle par
1+1+1+1+1+...:+oo :
2 3 4 5

Ainsi, méme si les termes de la somme sont de plus en plus petits, la
somme entiere est infinie. Quand on compare avec le cas précédent,
on voit que la nuance est subtile : la vitesse a laquelle les termes
deviennent petits détermine le fait que la somme est finie ou non.

Remarquons que la divergence de cette série était connue depuis le

Moyen-Age d’apres les travaux de Nicolas Oresme.
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A propos de la situation présentée, on pourra consulter le site Image
des maths

http://images.math.cnrs.fr/Une-tour-de-cartes-qui-penche-a-1-infinihtml
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1.3 Seéries entieres

On sait que, quand x est proche de 0, on a
v’ a? x"

e :1+x+?+€+...+a+0(x) (1.2)

ou n est fixé et ou o(z") est un terme de la forme z"¢(x) avec ¢(x) —
0 quand r — 0. Le développement de Taylor nous donne donc une
approximation de ¢” mais seulement quand x se rapproche de 0 et a n
fixé. On ne sait pas si a x _fixé, le développement est d’autant meilleur
que n est grand. En particulier, peut-on écrire

22 B o

xr __ - _ -
e’ =1+x+ 5 + G +...+m+...
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avec une somme infinie ? Cela serait pratique pour calculer ne serait-
ce que e. En effet, seules les sommes et produits sont réellement cal-
culables. Est-ce ainsi qu'une calculette calcule e*? Et si oui, quels
nombres peuvent ainsi étre calculés par une somme infinie ?

10
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Les scientifiques indiens ont repris les travaux des grecs de l'anti-
quiteé et ont introduit les fonctions sin et cos. Pour calculer leur valeur,
ils mettent au point une méthode de calcul qui se traduirait par le

développement

3 2P

sihxr = — — + — — ..
§) 5

Ces méthodes seront reprises et développées par les perses et les
arabes avant de revenir en Occident. Depuis longtemps, ces sommes
infinies sont utilisées concretement.
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1.4 Des calculs étranges

Regardons le calcul formel suivant
14+2+4+8+16+324+...=1+2(1+24+4+8+16+...)
donc
0=14+(1+2+4+8416+...) puis 1+2+4+84+16+32+...=—1.

On voit bien qu’il y a anguille sous roche. Notre probleme est bien sur
d’avoir manipulé des sommes infinies qui ne sont pas définies. Ici,
on sent bien 'arnaque, mais on peut faire des calculs similaires plus
subtils : il faut définir proprement les choses pour savoir comment
les manipuler. Ci-dessous, deux exemples de grands mathématiciens
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a 'époque ou on commence a comprendre qu’il manque une théorie
propre sur les sommes infinies.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-17 16, Allemagne) utilise une série divergente dans
un calcul intermédiaire. Il obtient une valeur juste aprés soustraction de linfini de
chaque cété de l'égalité! Remarquons au passage que les notations tres diff érentes
d’auyjourd’hui comme le N pour Uégalité.

Puis : Leonhard Euler (1707-1783, Suisse) s’interroge sur le sens des sommes
infinies. Il dit par exemple que Leibniz penseque 1 —1+1—14+1—1+... vaut1/2 mais
que cela reste contesté. Il montre que les valeurs 0 ou 1 sont possibles mais donc qu’il
est normal de penser que le vrai résultat est la moyenne. Il donne aussi un exemple
de série dont la somme vaut —oo ou +oo suivant le raisonnement et conclut que le

résultat doit étre une valeur réelle intermédiaire !
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Theorema Arithmeticae infinitorum.

Binarius est summa seriei infinitae Fractionum, quarum Numerator
Unitas, Denominatores vero Numeri Triangulares inde ab Uni-
tate inclusa ordine crescentes in infinitum.

series O%+%+%+%}—}—f§+% etc. in infinitum [ 2.
Demonstratio.

Esto series infinita Fractionum quarum Numerator Unitas,
Nominatores vero sint Numeri Naturales inde ab unitate inclusa
ordine crescentes In infinitum

series ) % -+ % + -} +4 % + % + % etc. in infinitum.
Exponatur et series () dimidiata:

seriee 8 + 4+ ¢+ 55+ 2 + 3 + g ete. in infinitum

Quam ajo esse [7] 1.

Nam auferatur series § a serie ), singulae fractiones a singulis ordine
respondentibus, restahit% + % + % -+ E% -+ % 4+ % etc. sive
depreesis fractionum Terminis

series Q %—t—%-{—%{—%—{—%{—% etc. i infinitum.
Ab eadem wmerie ) auferatur 1, residua erit eadem series Q
Ergo 1 et series § sunt inter se aequales.

Quia ab eadem serie ) ablatae relinquunt idem, Ergo dupla
geries § sive peries () erit aequalis binario.

Quod demonstrandum sumseramus.
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s o X W o5

D E

SERIEBVS DIVERGENTIBVS“,'

Auitore LEON. EZLERO.
€. x. .

um feries contergentes ita definiantur , vt conffent
terminis continuo decrefcentibus , qui tandem , fi

feries in infinitum procefferit penitus evanefCant ; ﬁcﬂe
intelligitur ,” quariim ferierum termini infinitefimi non in
nihilum abeant, fed vel finiti maneant, Vel in infinituri
excrefeant, €as, quia non fint coruergerites , ad clafler
ferierarn  divergentiurh  refersi- oportere.  Prout igitnr
termiini feriei vitimi, ad quos progreffione in infinirum
_continmata peruenitur , fuerint vel ‘magttitudinis. finitae,
vel infinitae, duo habebuntur ferierum divergentium ge-
fiera , quorum Vtrumgae  porro in duas fpecies fubdiui-
ditor , prout vel omnes termini eodem fine affecti figno,
vel figna —~ et—alternatim f& excipiant, Omnino ergo
habebimus quatuor ferierum divergentium {pecies, ex, qui-
bus maioris per@xcuntans gratia aliquot exémpla fublung.lm.

L... I~ T 13-+ etc.

K -l—-;-l—’z == _5 ~+ & - 7 ete.
-+ —x - " etc.
- 5 = § - etc.

OL. ... 54243 4+ 564 etc
s I+2+4_+ 8'"-—[.{-16-?:—-35»}— ete.
We.i. X =243 — 4~ 5 — 64 etc.
:—z++a8+16—3z+ etc. -

Ccg §. 2,

¥

L - ;. 1—:—}-1'_
LR = o Bt

I
s
L]

vl -

L2 Ay I PreRe runv m—— -

§; 3. - Bx fpecie {ecunda Lelbmtlus anus hang
contempla.tus eft feriem 3 o
x—1—|~1—1+x~1—;—1—x+ etc. -
ciiius fummam vaiere —1" flamerat , his fatis frmis ra-
* tionibus 1nmxus . Primim enim haec feries prodit, i

-~ e 1.l Tl Amiflamame  mantiniam mare {0litn

ram  In hac l-pﬁmc CIUMLIUUL IS8Iu0  Ouiiitvs~ ~wp=—--73
quarum fummag fint finitae, atque adeo pegativae, feu ni-
Lilo minores. Cum enim fra&io. ;2 per divifionem
in feriem euoluta det; I-.-i—a-.~|—.a’-,—}- @' 4~ a* -4 ete,
deberet effe: T
-—I_I+z+4.+ 8+16+ ete;

—1+ 59+ -7+81+ etc.
}@Od aducrfariis non ‘immerito abfurdiffimum videtor

‘cum  per additionem” numegorum  affirmativorum pun=
- quam
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2 Notions et propriétés de base

Pour le moment, nous n’avons pas écrit les choses rigoureusement.
Typiquement, les <« ... > sont souvent problématiques (peut-on trou-
ver une unique logique pour boucher les trous ?).

2.1 Definitions et notations

Soit (u,),eny une suite de nombres complexes. Pour p < ¢, on note

q

n—p Un 12 somme des termes depuis n = p jusqua n = ¢, c’est-a-dire

q
n=p

16
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On introduit les sommes partielles comme étant les nombres
N
SN:Zun:u0+...—|—uN, N € N.
n=0

On appelle série de terme général u, et on note (., u,) la suite des
sommes partielles Sy.

Si la suite des sommes partielles converge quand N tend vers +o0
vers un nombre S € C, on dit que la série converge ou la série est
convergente et S = limy_, ;. Sy est appelé somme de la série. On peut

S:Zun:iun.
—0

n>0 n

alors noter

17
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Si la suite des sommes partielles diverge, on dit que la série diverge ou
la série est divergente et > ., u, n'a aucun sens en tant que nombre.
Concernant la convergence ou divergence de la série, on parle de
nature de la série.

Si la série () ., u,) est convergente et de somme S, on appelle restes
les termes du type S — Sy =5 — Zivzo u, que I'on peut noter

RN — S — SN = Zn2N+1 Up.
Par définition, ce reste tend vers 0 quand N tend vers +oo (s’il y a
convergence. .. mais écrire un reste n’a pas de sens si la série diverge).
Notons que faire démarrer l'indice a n = 0 n’est pas obligatoire et on
peut regarder des séries () ., u,) ou avec un autre indice de départ.

18
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A Le premier écueil est de confondre la suite de terme géneéral u,
avec la série (> | ., u,). La série est la suite des sommes partielles.
Etudier la nature de la série (>_n>0 un) NE consiste pas regarder
la convergence de la suite de terme général u,,.

19
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A L'objet « série > (> u,) est une suite. Il est important de ne pas
le confondre avec l'objet <« somme > ) u, qui est la limite de la
série, un nombre qui n'existe que si la série converge. Certes, la
diff érence d’écriture est subtile, ce n'est pas une convention générale qui se
retrouve partout en dehors de ce cours et on fera parfois des oublis et abus
dans ces notations, mais il est important de garder cette différence en téte.
L objet < série > ne peut se trouver que dans des phrases du type
< converge >, < diverge >, <« a pour somme >. ... Une expression
du type 2+ (>_, u,) est louche. On peut écrire 2+ ) u, au sens
que le deuxieme terme est la somme de la série, mais ceci ne

peut s’écrire que une fois que l'on sait que la série converge.

20



Introduction aux séries

A Lindice n dans la sommation est un indice muet. On
peut lui préférer d’autres indices comme £k, p etc. et
on peut aussi contraindre l'indice en posant par exemple
n = 2p pour écrire (), ,.yus) = (D_,uy). Dans tous
les cas, I'indice de sommation ne peut pas apparaitre en dehors

de la somme. S’il le fait, c’est souvent le signe d’'une erreur dans

le calcul ou les concepts. Cela peut aussi étre du a une mauvaise
notation ou n sert a deux choses différentes... ce qui aménera
a une erreur a coup sur. En particulier, la somme d'une série
convergente, ) u,, ne peut pas dépendre de n!
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2.2 Propriétés élémentaires

Les séries n'étant qu'une écriture de suites particuliéres, les pro-
priétés connues des limites de suites nous donnent directement des
propriétés élémentaires pour les séries :

Proposition 1.1. Soit A € C\{0}, les séries (>, u,) et(>_ Au,) ontméme
nature (c’est-a-dire elles convergent toutes les deux ou divergent toutes
les deux). Si elles convergent alors les sommes vérifient » ., \u, =

A ano Uy,
Soient (> u,) et (>, v,) deux séries convergentes, alors (> (u, +vy,))

converge et a pour somme » . (Uy + V) = D ogUn + D50 Un-
Démonstration : Toutes les affirmations se démontrent de la méme facon en
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utilisant les propriétés élémentaires des limites de suites. Faisons par exemple

le cas de la somme. Soit NV € N, on a

N N N
Z(unJrvn) = ZunJr Zvn
n=0 n=0 n=0

car il s’agit d'une somme finie de termes et donc leur ordre peut étre

changé. Par hypotheése, les deux sommes de droite convergent vers les

limites » - u, €t ) -,v, quand N — oo. Donc la somme de gauche

converge vers leur somme.

23
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A Le mécanisme de la démonstration ci-dessus est important : on
ne manipule surtout pas une somme infinie sans précaution et
encore moins sans savoir si elle converge ou pas. On verra par
exemple que l'ordre des termes dans une somme infinie peut
changer le résultat de la somme! Il est donc important de :
considérer d’abord une somme finie de termes, manipuler ainsi les
sommes partielles, puis a la fin faire tendre le nombre de termes

vers Uinfini. Ce mécanisme de preuve sera commun a quasiment
toutes les démonstrations.
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A Au passage, on notera qu’il n’y a pas de résultat sur une série
du type (>, u,v,) puisqu’il n’y a pas de rapport entre ny:o UpUp,

Zg:o Uy, €t Zfzvzo Up.

Notons que par les résultats ci-dessus :
L'ensemble des séries convergentes a une structure de C-espace vec-
toriel.
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La proposition suivante insiste sur le fait que la nature d'une série
est une propri€té asymptotique, cad. elle ne dépend pas des premiers
termes de la série (ce qui n'est évidemment pas le cas de sa somme
en cas de convergence).

Proposition 1.2. Soit (} ., u,) une série. Pour tous rangs n; etn, dans
N, les séries () >, un) €t ()_,>,, u,) ont méme nature.

Démonstration : On regarde de nouveau les sommes partielles. Si

N >ny>niona
no—1

N N
Zun:ZunJr Zun

n=nj n=nsy n=nj

Les deux suites des sommes partielles indexées par N ne different
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ng—1
ainsi que d'une constante E u, : donc 'une converge dés que l'autre

n=nj

converge. ]
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Le critere de divergence suivant est important.

Proposition 1.3. Soit (> u,) une série de nombres complexes. Si elle
converge alors la suite (u,) tend vers 0. Autrement dit, si (u,) ne tend
pas vers 0 alors () u,) diverge. On parle alors de divergence grossiére
ou triviale.

Démonstration : Par hypothése la suite Sy = > u, tend vers une

limite S. Alors w, = S,, — S,,_; tend vers S — S = 0. (]
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A I1 s’agit d’'un criteére de divergence puisque prouver que (u,) tend
vers () n'implique pas que (> u,) converge. Il s’agit pourtant d'une
erreur trés courante que beaucoup trop d’étudiants font malgreé
les avertissements.

Exemples : La série 1 —1+1—-1+1—1+... mentionnée par Euler est
donc divergente. Il est normal de ne pas pouvoir définir précisément
sa somme. De méme, le calcul 1 +2+4+8+ ... = —1 ne veut donc
rien dire. Pour les séries (> 1/2") et (>_ 1/n), le terme général tend
vers 0... et cela ne permet pas d’en déduire leur nature. D’ailleurs la
premiéere converge alors que la seconde diverge.
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