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1. Pour certaines valeurs de l'entier p, on consid�ere l'�equation en entiers
E(p): x2 + 5y2 = pz2. On note Ep l'�equation x2 + 5y2 = 0 consid�er�ee dans
Z=pZ.

a) On prend p = 11. Montrer que l'�equation E11 a pour unique solution (0; 0).

On note N l'ensemble des nombres premiers p pour lesquels �5 n'est pas un carr�e
modulo p.

b) On suppose que p 2 N . R�esoudre l'�equation Ep. Montrer que l'�equation E(p)
a pour unique solution le triplet (0; 0; 0).

c) Caract�eriser en terme de congruence les nombres premiers p qui sont dans N .

2. L'anneau quotient A = Z[i]=(3 + i) est-il int�egre?

Montrer que la classe de 7 dans A est inversible et d�eterminer son inverse.

3. Soit p un nombre premier impair. On note G le groupe (Z=pZ)� et on se
donne une classe n de G qui n'est pas un carr�e modulo p. Soit a 2 G un carr�e
modulo p. Le but de l'exercice est de trouver une racine carr�ee de a, c'est{�a{dire
un �el�ement y de G tel que y2 = a. Pour cela on �ecrit p� 1 = 2st o�u t est impair,
et on note b = nt.

a) D�eterminer l'ordre de b dans G. D�ecrire en fonction de b le sous{groupe de G
form�e des �el�ements x tels que x2

s�1
= 1.

b) On pose r = a(t+1)=2. Montrer que (a�1r2)2
s�1

= 1.

c) D�eduire de a) et b) qu'il existe j 2 [0; � � � ; 2s�1 � 1] tel que (rbj)2 = a.

d) Appliquer ce qui pr�ec�ede pour trouver une racine carr�ee de 2 dans Z=41Z.

4. Soit p un nombre premier impair tel que q = 2p � 1 soit premier. On pose
n = pq.

a) Calculer le nombre de classes d'entiers b modulo n telles que bn�1 � 1 mod n.

b) D�enombrer: les classes d'entiers b modulo q qui v�eri�ent b(p�1)=2 � 1 mod q,
celles qui v�eri�ent bp�1 � 1 mod q, en�n celles qui v�eri�ent b(p�1)=2 � �1 mod q.

c) D�eterminer la proportion de t�emoins d'Euler dans (Z=nZ)� (les t�emoins d'Euler

sont les classes d'entiers b modulo n qui v�eri�ent b(n�1)=2 6� ( b
n) mod n).
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