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Sans document; les exercices et questions de cours sont ind�ependants.
On justi�era soigneusement les r�eponses.

Cours
1 Soient a, b deux �el�ements d'un anneau int�egre A tels que a et b n'ont pas de
pgcd. L'id�eal (a; b) de A peut{il être principal?
2 Soient E un espace vectoriel et F un sous{espace vectoriel de E. On note
�:E ! E=F la surjection canonique. D�e�nir sa transpos�ee t� et montrer que
l'espace vectoriel (E=F )� est isomorphe �a l'orthogonal de F .
3 Soient u, v des endomorphismes d'un espace vectoriel E de dimension �nie.
Donner en justi�ant la d�e�nition de detu. Montrer que det(v �u) = det v�detu.

Exercices
4 Soient p un nombre premier et n � 2 un entier. On consid�ere l'anneau
quotient A = Fp[X]=(Xn).
a) Quels sont le cardinal de A? sa caract�eristique?
b) L'anneau A est{il isomorphe �a un quotient de Z?
c) Etablir la liste de tous les id�eaux de A. Pr�eciser les id�eaux maximaux.
d) Pour k entier � 2, donner les �el�ements nilpotents de l'anneau produit (Fp)k(c'est{�a{dire les �el�ements dont une puissance est 0). Existe{t{il k tel que l'anneau
A soit isomorphe �a l'anneau (Fp)k?
5 a) Le groupe G des �el�ements inversibles de l'anneau Z=68Z est{il cyclique?
Quel est son cardinal?
b) Dans l'anneau Z=68Z, r�esoudre l'�equation x2 = 1 .
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6 Soit E un espace vectoriel de dimension �nie. On suppose donn�ees n formes
lin�eaires l1, . . . , ln sur E (n � 1), telles qu'on ait pour tout x 2 E:

l1(x) = : : : = ln(x) = 0 entra�ne x = 0 :
Montrer que dimE � n. (On pourra consid�erer le sous{espace de E� engendr�e
par les li.)
7 Soient a1,. . . , an n �el�ements d'un corps K (n entier � 2). On consid�ere le
d�eterminant

Dn =
��������

a1 + a2 a2 + a3 : : : an + a1a21 + a22 a22 + a23 : : : a2n + a21... ... : : : ...
an1 + an2 an2 + an3 : : : ann + an1

��������
:

a) Pour 1 � i � n, on note Ai le vecteur colonne t( ai a2i : : : ani ). En utilisant
les propri�et�es du d�eterminant, notamment sa n{lin�earit�e, montrer que

Dn = c � det (A1; : : : ; An) ;
pour un �el�ement c de K qu'on d�eterminera.
b) Calculer le d�eterminant Dn. (On rappelle la valeur du d�eterminant de Van-
dermonde ��������

1 : : : 1
a1 : : : an... : : : ...
an�11 : : : an�1n

��������
= Y

1�i<j�n
(aj � ai) :)

� � � � �


