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Les quatre exercices sont ind�ependants. La lettre A d�esigne toujours un anneau
commutatif unitaire.

Exercice 1. Si N 6= 0 est un Z-sous-module de Q isomorphe �a Zn (n � 1),
montrer que n = 1. Le Z-module Q est-il libre?

Exercice 2. Soient A un anneau local d'id�eal maximal M et e un �el�ement
de A v�eri�ant e2 = e. D�emontrer que e = 0 ou 1.

Exercice 3. Soient I et J deux id�eaux d'un anneau A. En utilisant la pro-
pri�et�e universelle du produit tensoriel, d�emontrer que les A-modules A=I 
A=J
et A=(I + J) sont isomorphes.

Exercice 4. Soit A un anneau, et soient A1 � A2 � A3 trois id�eaux embô�t�es
de A. On consid�ere le A{module M = A=A1�A=A2�A=A3. Pour i = 1; 2; 3, on
note ei l'�el�ement deM correspondant �a l'unit�e de A=Ai; ainsi (e1; e2; e3) engendre
le A-module M .

a) D�eterminer l'annulateur Ann(M) de M , c'est{�a{dire l'id�eal des a 2 A, tels
que pour tout m 2M , am = 0.

b) Pour r � 4, identi�er le A-sous-module �rM de l'alg�ebre ext�erieure de M .
c) Montrer les inclusions A2 � Ann(�2M) et A3 � Ann(�3M).
d) Montrer que l'on d�e�nit bien une application A{multilin�eaire altern�ee

� :M3 ! A=A3 en posant �((Pi xi;jei)j=1;2;3) = det(xi;j)i;j, o�u pour a 2 A,
a d�esigne la classe de a modulo A3.

e) En utilisant c) et d), prouver que Ann(�3M) = A3.
f) D�eterminer de même l'id�eal Ann(�2M) de A.
g) La suite croissante A1 � A2 � A3 d'id�eaux de A est-elle bien d�etermin�ee

par la donn�ee du A-module M �a isomorphisme pr�es?
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