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1 Introduction

Le tour de taille d’un graphe est la longueur du plus petit circuit. Pour un graphe fini,
connexe, k-régulier le tour de taille est toujours plus petit que le logarithme du nombre de
sommets. Le but de cet article est de constuire explicitement une famille de graphes, dont le
nombre de sommets tend vers 'infini et dont le tour de taille croit aussi vite que le logarithme
du nombre de sommets — en d’autres termes, une famille de graphes qui a un grand tour de
taille.

De tels graphes peuvent étre utiles dans la modélisation d’un réseau de propagation d’in-
formation. En maximisant le tour de taille, on cherche a éviter les redondances. Le fait que le
nombre de sommets d’une telle famille tend vers l'infini reflete 'exigence d’avoir des réseaux
arbitrairement grands. La restriction aux graphes k-réguliers est aussi bien naturelle : certes, le
meilleur réseau pour transmettre de 'information entre m sommets est donné par le graphe
complet (i.e. il existe une aréte de chaque sommet vers chaque autre sommet), le nombre
d’arétes est pourtant %m(m — 1), il croit avec le carré du nombre de sommets. Les graphes
k-réguliers sont ainsi un bon compromis entre les contraintes économiques et le désir d’avoir
un bon réseau de transmission : le nombre d’arétes est %k‘ m, il croit linéairement en m, le
nombre de sommets.

La construction proposée n’utilise que des moyens élémentaires. On emploie le théoreme
des quatre carrés de Jacobi et les quaternions, ainsi que le groupe fini PGL2(q) sur le corps fini
Fy, ¢ premier. On rappellera les résultats utilisés au début de ’article. Pourtant, on suppose
que le lecteur connait quelques notions de I’algeébre, comme groupe et anneau et qu’il est en
particulier familier aux groupes libres.

2 Préliminaires

2.1 Graphes et graphes de Cayley
2.1.1 Définitions

Définition. Un couple X = (V, E), ou V est un ensemble non vide (dit les sommets)
et E CV xV est une relation sur V' (dite les arétes), est dit graphe. On note | X| = |V| le
nombre de sommets. Pour un tel graphe, on définit les propriétés suivantes :
fini : le nombre de sommets est fini
symétrique : E est une relation symétrique
— sans boucles : Vr € V : (x,x) ¢ E
— k-régulier (k € N) : il y a exactement k arétes partant de chaque sommet

Définition. Soit X = (V| F) un graphe. On dit que Y = (V' E’) est un sous-graphe de
X,si0£V' CcVet EECENV xV.

Définition. Soit X = (V, E) un graphe symétrique et sans boucles.

1. Soit m € N. (zg,...,zm) € Vmtl gappelle chemin de longueur m de xg & x,, dans
X, si (x5, mi41) € E, quel que soit 0 <i < m — 1 (quand m > 0) et si la condition

Ti—1 # xjp1 pour 1 <¢<m—1.



est remplie (dés que m > 2), i.e. on interdit un aller-retour sur la méme aréte. On dit
que X est conneze, s’il existe un chemin de chaque sommet vers chaque autre sommet.

2. Soit m > 2. C' = (zq,...,Tm) € V™! est un circuit de longueur m, si C est un chemin
avec Ty, = Tg

3. Le tour de taille' g(X) d’un graphe X est la longueur du plus petit circuit dans X.
S’il n’existe pas de circuit dans X, on pose g(X) = +oc et on dit que X est un arbre.

2.1.2 Une borne supérieure du tour de taille

Pour un graphe fini, connexe et k-régulier, nous allons maintenant trouver une borne
supérieure du tour de taille.

Proposition 1.  Soit X = (V| E) un graphe fini, conneze, symétrique, sans boucles et
k-régulier avec k > 2. Alors

kE—2+2/|X
g(X) <2logy_; |X|+ 2 logy_, <+/||> + 2

k

Preuve: Supposons d’abord par I’absurde g(X) = +o0. Soit 29 € V. Par k > 2, on trouve
z1 € V, tel que (zo, 1) € E et puis successivement des éléments xz; € V tel que (zj_1,z;) € E
et xj # xj_2, j > 2. Comme il n’y a pas de circuit dans X, tous les x; sont distinct et on a
un nombre infini de sommets, une contradiction.
1 1

Notons maintenant r = [5(g(X) — 1)], le plus grand entier plus petit que 5(g(X) —1).

Pour x € V', on définit par récurrence la boule de rayon s € N autour de x
Bo(w) = {z},  Bi() = Bo(a)U{v eV : (x,0) € )
Bs(z) = Bs—1(z) U{v € V : Jw € Bs_1(z) tel que (w,v) € E}, s>2
ainsi que des parties Fs(z) de E
Ey(z) =0, Ei(z) ={(v,w) € E:v € By(z), w € Bi(x)}

Es(x) = Es_1(z) U{(v,w) € E:v € Bs_1(x), w € Bs(z)}, s>2

Alors, le couple X(x) = (Bs(z), Es(x)) est un sous-graphe de X. On voit déja qu’il n’y a pas
d’arétes entre deux éléments de Bs(z) \ Bs—1(z) dans Xs(x). De plus, pour 1 < s < r, on a
la propriété suivante 2

Pour tout v € Bs(x) \ Bs—1(x), il y a un unique w € Bs_1(x) tel que (w,v) € E;. (1)

On montre (1) par récurrence sur 1 < s < r. Le cas s = 1 est évident. Soit 1 < s <r —1
et soit (1) vrai pour tout 1 < ! < s. Supposons par ’absurde que (1) n’est pas vraie pour
s + 1. Comme lexistence d'un tel w est garantie par la définition de Bsii(x) et Esiq(z),
seulement 1'unicité ne peut étre valable. Alors, il existe un v € Bsi1(x) \ Bs(x) et v # w dans
Bs(z) tel que (u,v) et (w,v) € Es. Par hypothese de récurrence, on trouve pour u, w € Bg(x)

1. 7girth” en anglais, ” Taillenweite” en allemand
2. On peut en fait démontrer plus : X;s(x) est un arbre



d’uniques chemins de longueurs ¢1,ts < s jusqu’a l'origine z. On les note (u = ug, ..., u, = )
et (w=wo,...,w, = z), d’olt on obtient un circuit

(ﬂj‘:utl,...,UO:U,U7w:w07-'-’wt2 :LIZ‘)

de longueur ¢ +2+t3 < 2s+2. Mais 2s+2 < 2(r—1)+2 = 2[1(g(X)—1)] < g(X)—1 < g(X),
d’ott on a trouvé un circuit de longueur strictement plus petite que g(X) dans X.
On voudrait maintenant compter le nombre de sommets de X, (x). On remarque que

B, (z) = U Cs(x) avec Cs(z) = Bs(z) \ Bs—1(z),s > 0 et Cyp(z) = {z}

Par Bs_1(x) C Bs(x), 1 < s <, les cercles Cs(x) sont bien disjoints. Vu qu’il y a k arétes
partant d’un sommet, on a déja |Ci(z)| = k. Quand 2 < s < r, remarquons d’abord que
toutes les k arétes partant d’'un sommet de Bs_1(z) sont dans X, (z). La propriété (1) montre
que, pour chaque sommet de Cs_;1(x), il y a exactement k — 1 sommets qu’on peut atteindre
dans Cs(z). En effet, seulement un sommet est dans Bs_2(x) et il n’y a pas d’arétes entre les
éléments de Cs_1(z) ; sinon, on aurait un circuit de longueur plus petite que 2(s—2)+3 < g(X).
De plus, on déduit de (1) que tous ces k — 1 sommets sont issus d’un unique élément dans
Cs—1(z), d’out la formule |Cs(z)| = (k — 1)|Cs—1|. On obtient donc

X, (2)] = | By ()| = i|cs(x)| ket k(= D) k(=124 k(e — 1)
=0
r—1 r
- 1+k;(k—1)i_1+k(k_kl_)2_l

En utilisant I'inégalité triviale |B,(z)| < |X| on obtient

@) = M2y
= (k-1 < ‘X‘<k_24];2/‘X|>

En prenant le logarithme de base & — 1, on obtient

3600 ~ 1) = < logy_s X+ log, ., (=2E2/)

et finalement

k—2+2/|X
g(X) <2 logy_y | X|+2logy_ </“> +9

k

Soit (X, )nen une famille de graphes k-réguliers (k > 2), connexes, symétriques et finis,
telle que | X,,| = 0o (n — 00). On sait maintenant que le tour de taille satisfait

9(Xn) < (2+0(1))logy,_; [ Xn|



ou o(1) est une quantité qui tend vers 0 lorsque n — co. Nous nous intéressons aux familles,
qui satisfont
Il existe C' > 0 telle que g(X,,) > (C + 0o(1)) logy,_; | Xn|

et nous disons qu’une telle famille a un grand tour de taille. Evidemment, on a déja C' < 2.
D’abord, il n’est pas vraiment clair que de tels graphes existent : une premiere preuve non
constructive a été trouvée par Erdos et Sachs 1962 [3], avec la constante C' = 1. Notre but est
une construction explicite d’une telle famille de graphes avec méme une constante meilleure
C =4/3.
Les graphes utilisés seront des graphes de Cayley du groupe fini PGLa(q), construits a
partir d’un ensemble provenant des solutions du théoreme des quatre carrés de Jacobi.

2.1.3 Graphes de Cayley

Définition. Soient (T',-) un groupe et S C I une partie finie, telle que 1 ¢ S et S~ C S.
Le graphe de Cayley, noté G(I', S) = (V, E) est défini par V =T et (z,y) € E, si et seulement
s'il existe s € S tel que y =z - s.

Remarque 2.

— G(I', S) n’a pas de boucles (car 1 ¢ S).

— G(T',S) est symétrique (car S~ C 9).

— G(T', S) est k-régulier avec k = |S|, car xsi,...,xs, sont k sommets distincts autour
dex el (ouS={s1,...,s1})

— G(I', S) est conneze, si et seulement si I' est engendré par S, car il existe un chemin
de chaque sommet vers le sommet 1, I’élément neutre de T'.

— T agit par automorphisme sur G(I',S), plus précisément par multiplication & gauche :

G(z-T,9) =g(,8S), pour tout z € I,
Remarque 3. Soit G(T',S) un graphe de Cayley et T' un sous-groupe de T', tel que
S cI'. Alors, G(I', S) est un sous-graphe de G(T', S).

Preuve: Soient G(I', S) = (V, E) et G(I, S) = (V', E’). Alors, (z,y) € E' = [(z,y) € V'xV’
et IseStelquey=xs|= (z,y) e ENV' x V' car V' =I"CcT'=V.0O

2.2 Somme de quatre carrés
Théoréme 4. (Jacobi) Soit n un entier positif impair. Alors, I’équation
it aidati=n (2)

admet 8- %, d solutions dans 72,



Avant de démontrer le théoréme, introduisons deux notations. On pose pour n, k € N,

k>1
k

re(n) = {(x1, ..., 25) € Z5 > af =n}

i=1
le nombre de possiblités d’écrire n comme une somme de k carrés et

k
Ni(n) = {(z1,...,2x) € NF . ZxQ n avec z; = 1 (mod 2),1 < i < k}|

i =
i=1

le nombre de représentations de n comme une somme de k carrés d’entiers impairs positifs.

Pour la preuve du Théoreme 4, nous avons besoin de la proposition suivante sur les sommes

de deux carrés.

Proposition 5.  Soit n € N. Notons di(n) le nombre de diviseurs de n congruents 1
modulo 4 et d3(n) le nombre de diviseurs de n congruents 8 modulo 4. Alors,

ro(n) = 4(d1(n) — dz(n)).

Preuve: Cf. [1], p.45, Theorem 2.2.11. pour la preuve. O

Preuve: (du Théoréme 4)
La preuve utilise les trois égalités

r4(4n) =r4(2n) pour tout n € N
r4(2n) =3rs(n) pour tout n € N impair
et 7r4(4n) = 16Ny4(4n)+r4(n) pour tout n € N impair

que nous allons montrer dans trois lemmes au-dessous. Avec ces égalités, on obtient pour

n € N impair

3ra(n) = ra(2n) =rqe(4n)
16N4(4n) + ra(n)

d’ont
ra(n) = 8Ny(4n).

Il reste donc a montrer 1’égalité :

Ny(4n) = Z d pour n € N impair.
dln

Comme une somme de quatre carrés est une somme de deux sommes de deux carrés, on a

Ny(dn)= > Na(s) Na(t)

(s,t)EN2: s+t=4n



Maintenant s et t sont forcément congruents 2 modulo 4, car on ne regarde que les solutions
a coordonnées impaires. Donc, on a

Ny(4n) = Z Na(s)Na(t)

(s,t)EN2: s+t=4n,
s=t=2(mod 4)

On cherche a exprimer Nj(s) en termes de ra(s). Dans la formule ro(s) = 4(dy(s) — ds(s))
donnée par Proposition 5, le facteur 4 disparailt quand on compte seulement les solutions
positives. Comme s = 2(mod 4) implique que s est carré de deux entiers impairs, on a

No(s) = di(s) — ds(s)

De plus s/2 est impair, d’ott on obtient

Ny(s)= > (—1)“%

(a,b)eN2: s=2ab

ou a et b sont impairs. En effet,

a1 +1, sia=1(mod 4)
—1, sia=3(mod 4)

Noty= Y (T =Y (7

(c,d)EN2: t=2cd (c,d)EN?: t=2cd

et puis

Ny(4n) = > (-1

(a,b,c,d)EN4, impairs
2ab+2cd=4n

On fait maintenant un changement de variables
a=zxz+y, b=v—w, c=zxz—y d=v+w

avec l'inverse

a+c a—c _b+d d—0b

v w
2 YT o 2 2
qui nous donne bien une bijection entre

{(a,b,c,d) € N*: a,b,¢,d impairs, ab + cd = 2n}

et {(z,y,v,w) € Z*: n=zv—yw, |y <z, |[w| < v, xZ y(mod 2), v # w(mod 2)}

Ainsi, on a
Ny(4n) = > (-1)Y
(z,y,0,w)EZ*: n=xv—yw, ly|<z, |w|<v,
rZy(mod 2), vZw(mod 2)
Notons d’abord, que x et v sont positifs. Selon les cas y < 0, y = 0 et y > 0, on divise cette
somme dans trois parties :
N4(4’I7,) =N_+ NO + N+



Nous montrons N_ = N, = 0. Ensuite, ’examination de Ny va nous donner le résultat.

Premiere étape : N_ = N,. En effet, 'application
(.T7 Y,v, ’U)) — (.T7 —-Y,v, —’U))

est une bijection entre les indices de N4 et de N_.

Deuxiéme étape : Ny = 0. L’ensemble des indices de N est
Q={(z,y,v,w) eN*: n=2v—yw, 0 <y <z, |w <wv, z#y(mod 2), v#w(mod 2)}.

On fait un changement de variables o : Q — N*, (z,y,v,w) — (2,9, v',w’), défini par
¥ =2u(z,y)v—w, y=v, vV=y, w=2u(ryy-—=z
ou u(z,y) dénote I'unique entier positif, tel que

2u(z,y) — 1< g < 2u(z,y) +1

(En effet, % > 1 et c’est un nombre rationnel qui n’est pas un entier impair, puisque x et y
n’ont pas la méme parité.)

Maintenant, « vérifie les trois propriétés

1. a(Q) C Q. C’est un calcul pénible, mais facile.

2. o = Id. Notons que u(z',3') = u(z,y). En effet, on a Z—; = w = 2u(z,y) — %
et 2u(zr,y) — 1 < 2u(z,y) — ¥ < 2u(z,y) + 1 a cause de |w| < v. Puis, on montre
facilement que o® = Id.

3.y # y(mod 2), si (z,y,v,w) € Q. Comme n = xv — yw est impair, on a xv #
yw (mod 2). Supposons par l'absurde v = y(mod 2). Alors v, y # 0(mod 2) par
I’équation précédente. Mais y = v = 1 (mod 2) entraine z = w = 0 (mod 2), car = # y,
v Z w (mod ¢q), d’olt n est pair, une contradiction.

On déduit de 1. et 2. que « est une bijection et on a donc
R SR T SRt
d’ot Ny = 0, car le terme associé a (2/,y/,v',w') € @ est le négatif du terme associé a
(z,y,v,w) € Q (par 3.). Alors N_ = N, =0 et il nous en reste
Ny(4n)=No= Y 1
(z,v,w)EP

avec
P ={(z,v,w) €Z>: n=xv, |w| <v, v#wmod 2)}

Nous devons donc compter le nombre d’éléments de P. Comme n est impair, v et x sont
forcément impairs. Puis, pour v € N impair fixé, il y a exactement v entiers pairs dans
I'intervalle [—v, v], d’ou

Ni(dn)=No=IPl= >  wv=> v

(z,v)eEN2: zv=n vln

7



ce qui complete la preuve. [

Passons maintenant aux preuves des égalités utilisées.

Lemme. Pourn €N, on a r4(4n) =r4(2n).

Preuve: Soit (21,22, 73,74) € Z* une solution de x2+z3+2%+22 = 4n. En regardant cette
équation modulo 4, on trouve que les z; sont soit tous pairs, soit tous impairs (car les carrés
modulo 4 sont 0 et 1). Le changement de variables Z* — Z*, (1, 22, 23, 24) — (Y1, Y2, Y3, Y1)

défini par
T — X2 _ T1+ 22 T3 — X4 T3+ Ty

2 ) Y2 = 2 ) ySZTv Yq = 2

est bien défini et nous donne une bijection entre les solutions de x? + 23 + 22 + 23 = 4n et
celles de y? +y3 +y3 +y3 = 2n. En effet, on définit Pinverse & partir des relations x1 = y1 +y2,
Ty = Y2 — Y1, L3 = Y3 + Y1, T4 = Y4 — y3. U

Y1 =

Lemme. Pourn € N impair, on a r4(2n) = 3ra(n).

Preuve: Soit (71, 72,73, 24) € Z* une solution de 22 + 22 + 22 + 23 = 2n. On regarde
cette équation modulo 4. Comme n est impair, il y a exactement deux coordonnées impaires
dans (z1,x2, 3, z4), d’out chaque solution appartient & exactement un des trois classes

x1 = 29 (mod 4) x1 = x3 (mod 4) 1 = x4 (mod 4)
x3 =x4(mod 4) ’ x9g = x4 (mod 4) ' 9 = x3 (mod 4)

Comme dans la preuve du lemme précédent, on trouve pour chaque cas un changement de
variables Z* — Z*, (x1, 22,73, 24) = (Y1,%2, Y3, y4), qui est bijectif et envoie une solution de
2% + 22+ 23 + 22 = 2n sur une solution de y? +y3 +y3 +y7 = n, ce qui nous donne le résultat.
O

Lemme. Pourn € N impair, on a r4(4n) = 16N4(4n) + ra(n).

Preuve: Soit (21,22, 73, 74) € Z* une solution de x? + 2% + x% + 22 = 4n. Comme on
a vu dans la preuve du premier lemme, soit tous les x; sont pairs, soit ils sont tous impairs.
Dans le premier cas, le changement de variables Z* — Z*, (1, 22, 23, 24) — (y1,%2, Y3, y4), Ol
yi = 2;/2, 1 < i < 4 est une bijection entre 'ensemble des solutions de x? + 23 + 23 +x3 = 4n
a coordonnées paires et les solutions de y7 + 35 + 43 + y2 = n. On en a donc r4(n).

Dans le deuxieme cas, on a 16N4(4n) solutions. Le facteur 2* = 16 provient du choix du
signe de chaque coordonnée (N4 ne compte que des solutions positives, tandis que r4 compte
les solutions dans Z*). O

Notons encore qu’on obtient exactement 8 (p + 1) solutions de (2), quand on applique le
Théoréme 4 & un nombre premier n = p. Maintenant, supposons p = 1 (mod 4). En réduisant
I’équation (2) modulo 4, on trouve qu’exactement un des z; est impair et que les autres sont



pairs (car 0 et 1 sont les seuls carrés modulo 4). Ainsi, on obtient
{(x1, 2,23, 24) € Z : 23 + 23 + 23+ 25 = p et xy impair, 21 >0} =p+1

Ces p + 1 solutions jouent un role important dans la construction de nos graphes. On les
regardera dans le contexte des quaternions que l'on introduit dans la prochaine partie.

2.3 Quaternions
2.3.1 Quaternions sur un anneau A quelconque

” N

Soit A un anneau commutatif avec unité. Sur le A-module (A%, +), on définit une opération ”-
en posant pour a = (a1, as,az,aq) et 3 = (by,ba, b3, by) € A* :

a-p=(c1,c2,c3,c4), OU

C1 = a1b1 —a2b2 —a3b3 —a4b4 Cy = a1b2 +a2b1 +a3b4 —a4bg
c3 =a1 bz —asby+azby +as by c4 = a1 by +azbz —azbs +aysby
Définition. L’ensemble A* avec ces deux opérations "+7 et ”-” est noté H(A), les

quaternions sur A.
On introduit les abréviations
1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=1(0,0,1,0), k=(0,0,0,1)
a l’aide desquelles, on réécrit
H(A)={a=a114+asi+asj+ask avecai,as, as,aq € A}

” N

En appliquant la définition de , on voit que 1, ¢, j et k sont soumis aux relations suivantes :

“=7 =k2=—1, ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik=j

Proposition.  L’ensemble H(A) est un anneau non-commutatif avec unité 1. De plus,
il existe un morphisme d’anneauz injectif 1 : A — H(A), a — a -1, qui permet de considérer
A comme un sous-anneau de H(A)3.

”.” ” "

est associative, que est distributive par
7.7 Les relations pour 1, 4, 5 et k au-dessus

Preuve: En calculant, on montre que
rapport & "4+” et que 1 est I’élément neutre de
montrent la non-commutativité.

L’application 1 est évidemment additive et multiplicative et injective. [

Définition. Soit @ = a; + agi + azj + ask € H(A). On définit le quaternion conjugué
@ comme élément a; — azi — agj — ask et la norme de a comme N(a) = aa = aa =
a%—i—a%—i—a%—i—ai.

3. Dorénavant, on identifie souvent a € A avec le quaternion o = a - 1



Remarque 6.

1. Le centre* Z(H(A)™) de H(A)* est le groupe AX = AX -1 C H(A)*.

2. L’application - : H(A) — H(A) vérifie aff = Ba, quels que soient o, 3 € H(A)
3. N :H(A) — A est multiplicative.

Preuve: Afin de faciliter I’écriture, notons e; = 1, e =4, e3 = j et e4 = k.
1. D’abord, on remarque que sa = as pour tout s € A* (et méme pour s € A), d’ou
A* C Z(H(A)™). Soit alors a = Z?Zl a; e; dans le centre de H(A)*. Alors,

4 4
aej = E aieiej:alejJrE a; (—eje;)
i=1 =2
4
= eja:ejal—i—g a; €; €;
i=2

pour tout j € {2,3,4}, donc 22?:2 a;eje; = 0 et puis ag = a3 = ag = 0, ce qui montre
Z(H(A)*) C A*.
2. On trouve pour «, § € H(A)

af = (a1by —azby —azbs —asgby) — (a1 ba + az by + az by — ag b3)i
— (a1 b3 —agby + agby +agba)j — (a1 by + a2 by — az by + ag by)k
= (bya1 —bgas —bzag —bgaq) + (b1 (—az) + (—b2) a1 + bz ag — by as)i
+ (b1 (—a3) —baasg + (=bs) a1 + bgaz)j + (b1 (—aq) + baag — bgaz + (—by) a1)k
= fpa

3. En utilisant 2., on trouve

pour tout o, 5 € H(A). O

Définition. Soit o € H(A). On dit que « est irréductible, si o n’est pas inversible et si
a = [+ dans H(A) entraine que 3 ou +y est dans H(A)*.

2.3.2 Quaternions sur 7Z
En particulier, en se placant dans le cadre A = Z, on obtient les trois résultats suivants.
Proposition 7.  Soit « € H(Z). Alors N(a) = 1 < «a € H(Z)*. En particulier, les
éléments inversibles de H(Z) sont exactement {£1, i, +j, £k}.

Preuve: Remarquons d’abord que N(a) = 1 implique o € H(A)*, quel que soit 'an-
neau A, car 1 = N(a) = aa = @a, d’ou @ est l'inverse de a.

4. Le centre Z(G) d’un groupe G est le sous-groupe défini par Z(G) = {g € G: Vh € G, gh = hg}
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Dans le cas A = Z, a € H(Z)* implique 1 = N(1) = N(aa™!) = N(a)N(a™1) et puis
N(a) € Z* = {#£1}. Par N(a) > 0 pour tout a € H(Z), on obtient le résultat.

Enfin, on remarque que {£1,+i, £j, £k} sont les seuls éléments de norme 1 dans H(Z).
O

Proposition 8.  Chaque o € H(Z) \ {0} peut s’écrire comme un produit de quaternions
irréductibles.

Preuve: On procede par récurrence sur N(a). N(«) # 0 quel que soit o € H(Z) \ {0}.
Si N(a) = 1, alors « est inversible, donc un produit de zéro irréductibles. Supposons donc
N(a) > 1. Si « est irréductible, il n’y a rien & prouver; sinon, on trouve (3, v dans H(Z),
tels que a = By et que ni B, ni 7 est inversible. Cela entraine N(3), N(y) > 1. Or N(«a) =
N(B) N(v) par la Remarque 6, d’ou N (), N(v) < N(«). Par 'hypothese, 3 et v sont produits
d’irréductibles, d’ou « I'est aussi. [J

Proposition 9. Sid € H(Z) est irréductible, alors N(0) est un nombre premier dans Z.

Preuve: Cf. [1], p.66, Corollary 2.6.10. pour la preuve. (]

2.3.3 Quaternions sur [,

Regardons maintenant les quaternions sur le corps fini Fy & ¢ éléments (ol ¢ est premier
et impair). On a le lemme suivant :

Lemme. L’équation 1+ 22 +y?> = 0 admet une solution dans Fy, q premier et impair.

Preuve: Les ensembles A = {1+2?:2 € F,} et B={—y?:y € F,} sont deux ensembles
a qg—l éléments. Pour le voir, on considére I'homomorphisme ¢ : o — F, z +— z2. Le noyau

contient certainement {—1,1} (et —1 # 1 car ¢ # 2) et chaque élément a du noyau satisfait
a?—1=0,donc (a —1)(a+1) =0, d’ott @ = +1. On obtient donc

Fy | q—1
Im (p)] = 7 =
| ker(e)] 2
En comptant aussi 0, on obtient le résultat pour A et B. Comme |Fy| = ¢, A et B se

rencontrent forcément. [

Ce lemme montre aussi, que H(k) (ol k est un corps) n’est pas forcément un corps (certes
non-commutatif). Pour z, y € F, tel que 1+ 22 +y?> =0et a =1+ yi + zj € H(F,), on a
aa = N(a) =0et a, @ # 0, d'ott @ n’est pas inversible. Examinons maintenant la structure
de H(F,) : fixons z et y qui satisfont 1 + 22 4+ y*> = 0 et considérons I'application
—a2y — az + a4 a1l — aT — a4y

¢, : H(F,) — Mz(F,), o= ai+azi+tazj+ask— ( a1+ a2% + agy  —apY + a3 + 4T )
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Proposition 10. &, est un isomorphisme d’anneauz. Il vérifie det(P4(a)) = N(o)
pour tout o € H(Fy) ; de plus, ®4(a@) = ®4(a ) est une matrice scalaire.

Preuve: Comme H(IF,) est bien un Fy-espace vectoriel de base 1,14, j, k et Ma(IF;) I'est aussi
(on prend ((1) 8), (8 (1)), ((1] 8), (8 (1)) comme base), on peut réécrire ¢, de la maniere suivante en

une application linéaire ®, : IE“q1 — IF‘qL, ou

1 T 0 Y a
~ . 0 —y 1 T as
(I)q(OZ) = (I)q(alaa27a37a4) = 0 —y -1 €T as

0 —=z 0 —y a4

La matrice de <T>q est inversible (son déterminant vaut 2 # 0 (mod ¢)), donc <T>q est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels et ®, lui-méme aussi.
Il reste a démontrer la multiplicativité de ®,. Ecrivons e; =1, ex =4, e3 = j et e4 = k.
4 4
Poura=)>_ a;e;, B = Ej:l bje; € H(IFy), on a

4 4
Oy(aB) = 04 Y abjeie;) = Y aibj®y(e;e))
ij=1 ij=1
ot 4 4 4
Pg(r) Dq(B) = Zai‘bq(ei) ijq)q(ej) = Z aibj®q(ei)Pq(e))
=1 =1 ij=1

par la linéarité de ®,. ®, est donc multiplicative, si ®4(e; ej) = Pq4(e;)Py(e;) pour 1 <4, 5 < 4.
Notons que

e = (3 0) w7 ) w0 1) e (Y %)

En calculant tous les produits de ces éléments, on vérifie que la condition ci-dessus est bien
remplie. Donc, ®, est multiplicative et ’anneaux Im ®, = My (F,) est isomorphe a H(IF,;). O

2.4 Groupes finis

Nous venons de constater dans la Proposition 10 que H(F,) = Ma(F,), ¢ premier, # 2.
Donc GL3(g), le groupe des matrices 2 x 2 inversible a coefficients dans F, est isomorphe a
H(F,)*. Il est pourtant quelquefois plus commode de travailler dans GL2(q), car par exemple le
nombre d’éléments est facile a estimer. Ainsi utilise-t-on les groupes suivants dans la construc-
tion de nos graphes.

Le groupe GLs(q)

Le nombre d’éléments de GLa(q) est q (¢ — 1) (¢* — 1). En effet, on a (¢? — 1) possibilités de
choisir la premiére colonne d’une matrice inversible et on en a ¢ — ¢ pourque la deuxieme
colonne reste linéairement indépendante de la premiere.

12



Le groupe SLy(q)
Le sous-groupe SLa(q) de GLa(gq) est formé des matrices de déterminant 1. On a donc
SLa(q) = ker(det : GLa(q) — F), ce qui entraine

|GLa2(q)| _

L = | ker det 21
|SLa(q)| = | ker det | = T det| =q(¢"—1)

car det est surjective.

Le groupe PGLs(q)

Notons Z(GLa(g)) le centre de GL2(g). Comme GLa(gq) = H(FF,)* via I'isomorphisme ®,,
la Remarque 6 nous montre que Z(GL2(g)) est formé de matrices scalaires. On définit alors
PGLsy(q) comme le quotient de GLa(g) par son centre et il s’ensuit que |PGLa(q)| = ¢ (¢* —1).

Le groupe PSLy(q)

Soit kg : GLa(q) — PGLa(q) ce passage au quotient. On pose PSLa(q) = k4(SL2(q)). Pour
calculer I'ordre de PSLa(q), on regarde la restriction de s, sur SLa(g). Le noyau de cette
restriction est I'intersection du noyau de x4 avec SLa(gq), donc égal a {(1 ) ( )} Comme
q # 2, ceci sont deux éléments différents. On obtient donc

SLa(q)] 1,

-q(q

PSL = =
[PSL2() |ker kg N SLy| 2

—1)

Remarque 11.  Soit A € GLa(q). On a k4(A) € PSLa(q) si et seulement si det A est
un carré dans Fy.

Preuve: k4(A) € PSLa(q) & A=0-C,ouC € Sly(q) et beF, & 1 =detC =
det(b™1-A)=b"2-A & det A=b? un carré dans F,. O

Dans la preuve du Théoreme 21, on va utiliser une propriété des sous-groupes propres de
PSLs(q), énoncée dans le théoréme suivant. Ici, on note [g,h] = ghg th™! le commutateur
de deux éléments g et h de PSLa(q).

Théoréme 12. (Dickson) Soit ¢ un nombre premier, ¢ > 7. Alors chaque sous-groupe
propre H de PSLa(q) d’ordre |[H| > 60 est métabélien, i.e. [[g1, g2, [93, 9a]] = 1 pour tous g,
92, 93, ga € H.

Preuve: Cf. [1], Theorem 3.3.4. pour la preuve. [J

3 Les Graphes X,

Passons maintenant & la construction de notre famille de graphes X, , = G(I'y 4, Spq)-
Dorénavant, supposons que p et ¢ sont deux nombres premiers impairs distincts et que p =
1 (mod 4). Afin de définir notre ensemble S, 4, retournons aux (p + 1) solutions de

x%+x%+x§—l—xi:p, T1,%2,T3,%4 € 7, r1 impair et z; > 0
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Chacune de ces solutions nous fournit un quaternion entier. Notons .S;, I’ensemble des quater-
nions obtenus dans H(Z). Puis, considérons la réduction modulo g,

pq : H(Z) — H(Fy)

que 'on compose avec I'isomorphisme &, : H(F,) — Ma(F,) de (2.3.3). Soit o € S), alors
det(®4 0 pg)(a) = N(a) = p # 0 dans Fy, car p # ¢, d'out (P4 0 pg)(cr) est une matrice
inversible. De plus, on constate que @ est dans S, pour tout a € S, et que (P4 0 py)(a @)
est une matrice scalaire. Cela suggere de passer au quotient par les matrices scalaires et de
travailler dans PGLy(q) — afin de remplir la condition S~! C S. On pose

Spg = tiq © Pg 0 pg(Sp)

Proposition 13.
1' Sp7q71 C Sp7q'
2. 8iq>2./p, alors (kg o ®qopy)s, est injective et 1 € Sy 4.

Preuve: Ecrivons a =aj +asi+asj+ask et 5 =0b;+bsi+bsj+bsk € H(Z).

1. L'inverse de A = (k4 0 ®4 0 pg)(a) est I'image de @ € S}, sous k4 0 Py 0 py.

2. Montrons d’abord que Pays, est injectif : supposons que a et 8 sont deux éléments
différents de S,. Alors, il existe un 7 € {1,2,3,4} tel que a; # b;. Par a?, b? < p, on sait que
a;, bj € [=\/p,/P]. Or ¢ > 2,/p, d’ol a; # b; (mod q) (en effet, si a; = b; +tq, t € N\ {0},
alors |a; — b;| = |t| ¢ > 2,/p, une contradiction). Alors, p(a) # p(53).

Soient ensuite A = ®,(pq(a)), B = ®y(pq(B)). Alors, kq(A) = k¢(B) implique A =c¢- B
avec ¢ € F qX. En appliquant le déterminant, on obtient det A = ¢ - det B avec det A =
det B=p # 0 dans F,, d'ott ¢ =1 et puis ¢ = £1. Mais ¢ = —1 entraine A = —B, d’ou

= —f(mod ¢q) ce qui est équivalent & a; + b; = tq pour 1 <1i < 4, ou t € Z. De nouveau, on
a aj, by € [—/p,/p] pour 1 <i <4, ce qui implique a; + b; € [-2,/p,2,/p] et puis t = 0, car
q > 2,/p. On obtient enfin @ = —3 dans H(Z), donc a; = —by, ce qui contredit le fait que a,
b1 > 0. Alors, c=1et a = .

Pour le dernier point, supposons par I'absurde qu’il existe un a € Sy, tel que (kg 0 @40
pg)(a) = 1 € PGLa(g). Donc ®4(pg(a)) = ¢ - (é (1)), c € Fy. Alors, ¢- 1 = py(a), d’ott
a — ¢ =0(mod q) avec ¢ € ¢ = ¢ + qZ. Donc, ag, as, ay € qZ. Encore une fois, on utilise le
fait que |a;] < \/p, 1 < i < 4 et on déduit de ¢ > 2,/p que az = a3 = a4 = 0 dans Z. Mais
cela revient & dire que a? = p dans Z, une contradiction. [J

On remarque que Sy, , C PSLa(g) si et seulement si p est un carré dans F, en utilisant
Remarque 11, car det(®, o pg)(a) = p pour tout a € S,,.

Définition. Soit ¢ > 2,/p. On distingue les deux cas :
1. Si p est un carré dans F,, alors S, , C PSLa(q) et on définit

Xp,q = g(PSL2(Q)a Sm)'

Ceci est un graphe (p + 1)-régulier & % ¢ (¢*> — 1) sommets.
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2. Si p n’est pas un carré dans Fy, alors S, ; C PGL2(q) \ PSLa(q) et on définit
Xp,q = G(PGL2(q), Sp,q)-

Ceci est un graphe (p + 1)-régulier & g (¢?> — 1) sommets.

Il reste encore a démontrer que ce graphe est bien connexe : cela revient a dire que S 4
est une partie génératrice du groupe correspondant. Ensuite, on voudrait estimer le tour de
taille de X, ;. Dans la partie suivante, on abordera ces deux problemes en construisant des
graphes Y), ; que I'on comparera aux graphes X ,.

4 Les Graphes Y),,

Notre point de départ est I’ensemble
N ={aeH(Z): N(a)=p", ke Net a=1(mod 2)}.

On vérifie facilement, que A’ est un monoide multiplicatif dans H(Z) et que S, C A’. L’objectif
est maintenant de construire & partir de A’ un groupe libre A qui est engendré par Sp,.

Définition. Un mot w sur lalphabet Sy, est un élément w = oy -+ - oy, de A/, ot a5 € S,
pour 1 <i <m, avec m >0 (ou w =1 et m = 0). Dans ce cas, la longueur d’un mot est m.
On dit qu'un mot est réduit lorsqu’il ne contient aucun sous-mot de la forme a@ ou @ a.

Théoréme 14. Soit « € A’ et N(a) = p",r € N. Alors o s’écrit de facon unique
a=cp®uwm,
ou € € {£1}, wy, est un mot réduit de longueur m sur Sy, et k € N vérifie r = 2k +m.

Preuve: On montre d’abord 'existence d’une telle écriture : Par la Proposition 8, on sait
qu’il existe des éléments irréductibles 01, ...ds € H(Z), tels que

a=0 -0

Comme N (4;) divise p" = N(«a) et comme N (d;) est un nombre premier (cf. Proposition 9),
on a N(d;) = p pour tout i, d’out s = 7.

Pour i fixé, il existe maintenant ¢; € H(Z)* et v; € Sp, tels que 6; = ;. En effet, si
0; = di +doi+dsj+ dgk, on déduit de N(4;) = p = 1(mod 4), qu'il existe un unique
J € {1,2,3,4} tel que d; est impair. Soit e; le symbole de {1,4, j, k} correspondant a la j-ieme
coordonnée. On pose alors €; = sign(d;) e; € H(Z)*, d’ott v; = €;0; € Sy, et d; = €;;, si 'on
pose g; = & L.

Dong, a s’écrit de la maniere

X

a:glf)/l...grfy’r

En appliquant le raisonnement au-dessus a un élément de la forme ye avecy € S, , ¢ € H(Z)*,
on trouve v/ € S, et &’ € H(Z)*, tels que y& = ¢’ 4. Donc on peut mettre tous les inversibles
a gauche et écrire

/ /
a=ey,
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avec un inversible ¢ et des éléments v, € S,, 1 <14 < r. Afin d’obtenir un mot réduit, on sort
tous les facteurs de la forme 7% ou 7’4" qui donnent un facteur p et on obtient alors

azspkwm

avec wy, un mot réduit de longueur m € N et k € N tel que r = 2k + m. Regardons cette
équation modulo 2 : Comme p = 1 (mod 2) et «, wy,, = 1 (mod 2), on a

1=a=¢(mod 2)

d’ou € € {£1}, ce qui montre 'existence.

Pour montrer I'unicité, nous allons compter le nombre de mots réduits sur S, et le com-
parer au nombre de solutions donné par le Théoréeme de Jacobi 4. Ce théoréeme nous dit que
I’équation N(«) = p", possede

pr-i-l -1
8 Z d=28 (p—l) solutions pour a € H(Z)
dlp”

Tenant compte du fait que ’on a fixé la coordonnée impaire si a € A’, il y a exactement

pr+1 1
2 <1> possibilités pour a € A’
p J—

D’autre part, le nombre de mots réduits de longueur m est

1 sim=20

(p+1Dp™ 1t sim>0
Ceci découle du fait que pour un mot de longueur m > 0, on a (p + 1) possibilités pour la
premiere lettre et p possibilités pour chaque lettre suivante, car on doit éviter tout sous-mot
de la forme 7% et 7. Ensuite, on compte le nombre d’expressions de la forme e p* w,,, ot

e € {£1}, wy, est un mot réduit de longueur m et 2k + m = r. Selon la parité de r, m est ou
bien toujours pair, ou bien toujours impair. Donc, on obtient

214+ Y (p+D)pmt =214+ X pm+pmt si r est pair
0<m<r 0<m<r
m pair m pair
2 > (p+1)pmt| =2 S o pm4pmtt si r est impair
0<m<r 0<m<r
m impair m impair

ce qui se simplifie dans chaque cas en 2 (p"*! —1)/(p—1), donc le nombre d’éléments coincide.
Or, on sait par l'existence, que chaque o de norme p",r € N et dont la premiere coordonnée
est impaire, s’écrit de cette facon, d’ou une telle écriture doit étre unique. [J

Notons ensuite, que o € S, entraine @ € S, et que a # @. On peut donc écrire S), de la
fagon
Sp = {al,...,a%,al,...,a%}
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Pour faire apparaitre un groupe libre, on considere la relation d’équivalence ~ sur A’ définie
par
a ~ [ si et seulement 8’1l existe € € {1}, k, [ € N tels que pFa=ceplp

On note A=A/ ~et 7: AN — A, x — [z] Iapplication quotient. La remarque suivante nous
montre que I'on peut considérer S, comme une partie de A, que nous allons noter [S,].

Remarque 15. Ts, est injective.
Preuve: Soient o, 8 € S, tels que [o] = [8]. Il existe ¢ € {£1}, k,l € N tels que

pka = ep'B. Supposons | > k, alors a = ep'~%B. Mais a est réduit, d’ott o« = 3 par le
Théoreme 14. On traite le cas | < k analoguement. [J

Corollaire 16. A est un groupe libre sur les % générateurs {[aq], ..., [apt1]}.
2

Preuve: 1l est facile & démontrer que ~ est compatible avec la multiplication dans A’.

Donc, A est un monoide. Puis, soit [a] € A, alors [@] est 'inverse, car [o] [@] = [a][a] =
[N(a)] = [1]. Donc A est un groupe.
Notons d’abord que ¥ = {[a1],...,[ap+1]} est bien un ensemble & 1%1 éléments par
2

Remarque 15. Afin de montrer que A est libre de base ¥, on considere le Théoreme 14 qui
se lit dans ce contexte de la maniére suivante : ¥ engendre A et chaque classe d’équivalence
[w] € A a un unique représentant @ qui est un mot réduit sur X. Il reste donc a vérifier la
propriété de groupe libre ci-dessous. [1

Proposition 17.  Soit G un groupe et X une partie génératrice de G. Supposons que
pour chaque élément w € G, il existe un unique entier m et d’uniques x;,,...,z;,, € X et
ep € {£1},1 < k < m, tels que

w=1 sim=20
— Sl .. pfm i » €k —€k+1 .
w =z z;" sim >0, ou x; #* T, " pour tout 1 <k <m—1.

Alors G est libre de base X .

En d’autres termes, chaque mot sur X a un unique représentant réduit. Ici, la notion d’un
mot réduit est plus générale (un mot w sur X s’appelle réduit, s’il ne contient aucun sous-mot
de la forme x 27! ou ™ 2 avec z € X).

Preuve: Soit L(X) le groupe libre de base X. Par la propriété universelle de L(X), il

existe un unique morphisme de groupes ¢ : L(X) — G, tel que le diagramme commute.
On va montrer que ¢ est un isomorphisme.
Notons d’abord qu’on a ¢(u(z)) = x pour tout z € X. Comme ¢ est un morphisme,

I’antécédent d’un élément xfll expm € Gyou gy, € X, g € {1}, 1 <k < m est 'élément
t(xi))*t - - 1(xg, )™ dans L(X). Or, X est une partie génératrice de G, d’ou ¢ est surjective.

Supposons ensuite qu'il existe w € L(X), w # 1r(x), tel que p(w) = 1g. L’image de ¢ dans
L(X) est par définition une partie génératrice de L(X), donc il existe z;, € X, e € {£1},
1 <k < m, tels que w = u(x;,) -+~ 1(x;,,)"™. Quitte & remplacer tous les v(z)c(z)™1 et
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t(z)"1i(z) dans I'écriture de w par 11(x), on peut se ramener &
w = (i) - o(w,,)
avec m > 0 (car w # 1p(x)) et t(2;") # (2, ) %+ pour 1 <k <m —1. Donc

lg = Sp(w) = ;1;1611 coogbm

im

et x3* # x;kikl“, 1<k <m-—1avec m > 0. Mais ceci contredit I'unicité de I’écriture dans

G, d'ott ker(p) = {11(x)} et ¥ est injective. Ceci complete la preuve. [J

A nouveau, considérons p, : H(Z) — H(F,) la réduction modulo g. Par la propriété
universelle de A comme groupe libre, on trouve maintenant un unique morphisme 7r(’1, qui fait
commuter le diagramme En le composant avec ®, et xy, nous obtenons un morphisme
de groupes

T = (kg0 ®qom) : A — PGLa(q)

On observe que (mg 0 7)(Sp) = Sp 4, d’ott on peut définir (par Proposition 13) :
Définition. Soit ¢ > 2,/p. Le graphe Y}, ;, est défini par
Ypq = G(Immg, Spq).
Ceci est un graphe (p + 1)-régulier, connexe.

Notons que I'on a bien Im 7, C PSL2(q), si p est un carré modulo ¢. Par la Remarque 3, on
sait déja que Y}, ; est un sous-graphe connexe de X, , . Malheureusement, on ne connait pas a
priori le nombre de sommets de Y}, ;. En revanche, le tour de taille de Y}, ; est facile & estimer,
car Y, , est donné comme quotient d’un arbre — I’arbre du groupe libre A : la proposition
suivante nous en donne une premiere indication.

Proposition 18. Soit L(X) le groupe libre de base {x1,...,x,} et notons S =
{x1,.. . xp, 27", .. 2} Soit N un sous-groupe normale de L(X) et notons 7 : L(X) — L(X)/N
Vapplication quotient. Supposons que g est injective. Alors,

9(G(L(X), S)) = min{m : m longueur du mot w € N, w # 1 sur l'alphabet S},

i.e. le tour de taille de G(L(X),S) est le minimum des longueurs des mots différents de 1
dans N.

Preuve: Ecrivons g = g(G(L(X),S)). Pour démontrer 1’égalité, construisons d’abord un
circuit a partir d'un élément w € N\ {1}. Onaw =y - ym avec y; € S, 1 < i < m et on
peut supposer que ’écriture de w est réduite. Cela implique d’abord m > 2 :

m nest pas 1; sinon, 7(y;) = 1 = 7w(y;!), mais y; # y; ', une contradiction avec s
injective.

m n’est pas 2; sinon, 1 = 7w(y; y2), d’ou 7(y1) = W(ygl), donc y; = y;l et w = y1ys =
y;lyg n’a pas été réduit.
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Ensuite, [[i_, m(y:) # [T (yi), (1 < k < m —2), car m(yrs1) # m(yrs2) ", parce que w
est réduit et mg est injective. Alors

m

C=1nm(y) m(y)m(y2), - Hﬂ'(yi) )
i=1
=m(w)=1rx)/Nn
est un circuit de longueur m, ce qui montre que g est inférieur ou égal le minimum sur les m.
Examinons la réciproque. Comme G(L(X), S) est un graphe de Cayley, on peut supposer
que tout circuit dans G(L(X),S) commence & 1, quitte & translater par un élément de L(X).
Soit alors C' = (1, s1, 8152, ..., ][4 ) un circuit de longueur g, ot s; € L(X)/N,1<i<g.
Il existe d’uniques y; € S tel que 7(y;) = s;, 1 <@ < g. Or, 1 = [, s = ([T, i),
donc y = [[2_,y; € kerm = N. Si on suppose par Pabsurde y = 1, on trouve un indice
je{l,....,g—2} tel que [[_,y; = H{;Q y; (sinon, y serait un mot réduit sur S de longueur
g > 2,donc #1). Mais [[1_; s; = m([T1_; vi) = ( 5212 Yi) = 1212 s;, ce qui viole la condition
du circuit.
On a donc trouver un élément y dans N \ {1} qui s’écrit comme un mot de longueur g sur
S. O

Examinons maintenant le noyau de ’application 7,. On a
kermy ={[la] e Ata=a1+agi+azj+ask, g divise ag, a3, as}

Pour le vérifier, soit [o] € A, tel que my(a) = 1, i.e. (kg0 P40 pg)(5) = 1 pour chaque S € [a].
Donc (®40pq)(8) = ¢ ((1) (1)), c € Fy et puis pg(B8) = ¢ 1, ce qui est équivalent & 8 = ¢ (mod ¢q)
avec ¢ € c=¢+qZ. Alors, si B =by +byi+b3j+bysk € H(Z), on a b, b3, by =0 (mod q).

Réciproquement, soit 3 € [a] et o = a -1 (mod q), a € Z. Alors p'3 = ep*a, ot k, 1 € N
et ¢ € {£1}. Comme p est inversible modulo ¢, il existe s € Z tel que sp = 1(mod q) et
B=cespba=cspFa-1(mod q) d’'on

10
@l 0) = @6+ 1) = 506 () = Tranacy
avec b =¢es'pFa + qZ. Ceci est valable quel que soit 3 € [a], d’ott [a] € ker 7.

Proposition 19. ¢(Y,,) > 2 log, q. De plus, si p n'est pas un carré dans Fq, alors
9(Yp,q) = 4 log, q.

Démontrons d’abord un lemme auxiliaire.

Lemme. Soit ¢ € Z un premier impair qui ne divise pas a, b € Z. Alors

a? = b? (mod ¢%) = [a = b(mod ¢®) ou a=—b(mod q2)]

Preuve: Comme ¢ est premier, (a —b) = 0(mod ¢) ou (a + b) = 0(mod ¢q). Si g divise
(a—10) et (a+Db), il divise 2a, donc a (car ¢ # 2). Supposons donc que ¢ ne divise pas (a —b).
Or, le pged de (a — b) et g% est 1, il existe donc s € Z tel que s(a — b) € 1 + ¢°Z. Alors

(> =b?)=0(mod ¢*) = s(a—b)la+b)=s-0(mod ¢*) = 1-(a+b)=0(mod ¢?)
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d’ott @ = b(mod ¢?). Egalement, on trouve a = —b (mod ¢?), si 'on suppose que ¢ ne divise
pas (a +b). O

Preuve: (de la Proposition)

Notons g pour g(Y,,). Comme A est libre et Imm, = A/kerm,, nous allons appliquer
Proposition 18 pour N = ker 7 . Puis, Tq|is,] = (WqOT)\Sp = (kg0 ®g0pg)|s, est bien injective.
Alors

g = min{m : m longueur du mot [a] € kerm,, [o] # [1], sur 'alphabet [S,]}

par Proposition 18. Prenons maintenant un [o] € ker 7, \ {[1]}, ot le minimum est atteint, et
soit « = ay + agi+agj+ ask € A’ son représentant réduit. On obtient alors

N(a) = a? + a3+ a3 + a2 = p? (3)

Comme [a] # [1], il existe un 7 € {2, 3,4} tel que a; est non nul (x). D’autre part, ¢ divise ag,
ag et ag, donc p9 > a? = t2¢*> > ¢%, avec t € Z \ {0}. Cela implique

g=>2log,q

Si p n’est pas un carré modulo g, alors g doit étre pair : sinon, on aurait ¢ = 2k+1, k € N;
comme p Z 0 (mod q), on trouve s € Z tel que s-p = 1 (mod ¢), d’ott p9 = p***! = a2 (mod q)
est équivalent & p = s%*a? = (sFa1)? (mod q) et p serait un carré modulo ¢q. Donc g = 2k,
k e N.

L’équation (3) nous donne en fait

Par le lemme auxiliaire, on trouve
p* = a; (mod ¢?) ou p" = —a; (mod ¢?)

et méme
p* = a; (mod 2¢?) ou p* = —a1 (mod 2¢%) (4)

parce que p et aj sont impairs et ¢ # 2. De plus, on a a? < p9, donc |a1| < p*.

Supposons maintenant par I'absurde g = 2k < 4 log, g, ce qui est équivalent a pk < ¢
Alors
p* F ar| <p*+|ay| < 2pF < 247

Ajouté a I’équation (4), cela nous donne p* = +a; et puis p? = a%. Il s’ensuit que as = ag =
aq = 0, une contradiction avec (x). [

Corollaire 20. |Y, | > %. De plus, si p n’est pas un carré modulo q, |Yp 4| > %2.

Preuve: Ecrivons g = g(Y,4) et N =Y} 4|. Rappelons I'inégalité de la Proposition 1, qui

nous donne |+ 2/N
p=1+2/N )+2

g§2logpN+210gp( )
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De la Proposition 19, on tire 2log, ¢ < g. En réunissant les deux inégalités et en appliquant
le logarithme, on obtient

qSN.<Pl+2/N>.

p+1

<1

d’ou le résultat. Si p n’est pas un carré modulo g, alors 4log, ¢ < g par Proposition 19 et on
conclut de la méme facon. [J

Théoreme 21.  Siq > p®, alors Xp,q est connexe et donc Yy 4 = Xp 4.

Preuve:
Il faut montrer que

. — PSLa(q)  sip est un carré modulo ¢
771 PGLa(q) sip n’est pas un carré modulo ¢

Posons H = Im 7, N PSLa(q). Alors, il suffit de montrer H = PSLy(gq). Cela est évident dans
le premier cas. Dans le deuxieme cas, nous savons déja que Sp, C PGL2(q) \ PSLa(g). Or
PSLa(q) est un sous-groupe d’indice 2 de PGLa(q), d’ot PGL2(q) = PSLa(q) U g - PSLa(q),
pour g € PGL2(q) \PSL2(g) quelconque. Donc, S 4 engendre déja PGL2(q), si H = PSLy(q).

Afin d’appliquer le théoreme 12, il nous faut |H| > 60 et il faut démontrer que H n’est
pas métabélien. On sait ensuite que H n’est pas un sous-groupe propre, d’ou H = PSLa(q).

Vérifions d’abord |H| > 60 : en employant le Corollaire 20 et en utilisant le fait que p > 5
(par p = 1(mod 4)) et I'hypothese ¢ > p®, on obtient

Yol = [lmmg| > > 120

Si Im7y, ¢ PSLa(q), H reste un sous-groupe d’indice 2 dans Im 7y, d’ott on obtient |H| > 60
dans tous les cas.

Pour démontrer que H n’est pas métabélien, on va trouver quatre éléments g1, g2, g3,
gs € H tels que

[lg1, 92], [93, 94]] # 1.

Si d’abord p est un carré modulo g, alors on choisit quatre éléments de S, , C H de la

maniere suivante : soit g1 € S, 4 quelconque, prenons gs € S, 4 tel que ga & {glﬂ}. Puis, on
_ ;o +1  +1 :

pose g3 = g1 et on choisit g4 € Sp4 tel que g4 & {977, 95 }. Notons que cela est possible,

grace a [Sp 4| =p+1 > 6. En calculant [[g1, g2], [93, 94]], on trouve un mot réduit de longueur

16 sur Sp 4. Or, par Proposition 19, ¢g(Y, ,) satisfait
9(Ypq) >21log,q>16  (car g > p®)

et par conséquent, tout mot réduit de longueur 16 sur .S, 4, ne peut étre égal 1, parce qu’il
nous fournirait un circuit de longueur inférieure ou égale 16 dans Y, ,.

Si p n’est pas un carré modulo g, on choisit d’abord trois éléments h1, ha, hg € Sp , comme
suit : soit h1 € Spq quelconque, ho, tel que hy & {h?} et hs, tel que hz ¢ {hf,h;t}. Puis,
on définit g1 = hihs, g2 = hshs, g3 = hiho et g4 = hzho. Comme H est un sous-groupe
d’indice 2, les g; sont dans H (ils sont produits de deux éléments de Imm, \ H). Ensuite,
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[91,92] = Pihghohi'hy'hy ! et [gs, ga] = hihahshi'hy'hyt et [[g1, 2], [93, 9a]] est un mot
réduit de longueur 24 sur S, 4. En utilisant la Proposition 19, on obtient

9(Ypq) = 4log,q > 24 (car q > p®)

et on conclut par le méme argument qu’au premier cas. [J

Corollaire 22.  Soit ¢ > p®. Alors le graphe X, est (p + 1)-régulier et conneve. De
plus, on peut estimer le tour de taille g(Xp )€

1. Sip est un carré modulo q, alors
2
9(Xpq) = 3 Ing | Xp.ql

2. 51 p nest pas un carré modulo q, alors

4
9<Xp,q) > 3 1ng ‘Xp,q‘

Preuve: 1l ne reste que les estimations a montrer. On sait déja

1X,.| = 2¢*(g—1) sip est un carré modulo ¢ <3
pat q2(q —1) si p n’est pas un carré modulo ¢ | — q

En employant Proposition 19, on obtient le résultat. [J

5 Conclusion

Remarquons d’abord que la constante 4/3, trouvée dans le cas ou p n’est pas un carré
modulo g, est déja optimale. En effet, un travail de Biggs et Boshier montre que

9(Xp,q) < 4log,q+log, 4 +2

d’ott on obtient le résultat puisque | X, 4| croit cubique en q.

Par ailleurs, on peut affaiblir les hypotheses utilisées. La restriction p = 1 (mod 4) n’est pas
vraiment nécessaire. On peut également construire les graphes X, ; et montrer leur connexité
dans le cas p = 3 (mod 4). Méme la borne inférieure de g(Xp4), trouvée dans Corollaire 22
est seulement modifiée par un terme d’ordre o(1). Plus précisément,

9(Xpq) > 4log,q —log, 4

dans le cas, ol p n’est pas un carré modulo ¢ (cf. Proposition 19). Cependant, on ne trouve
pas de groupe libre dans le cas p = 3 (mod 4), car S, a une structure différente. Le fait que
l'on s’est limité au cas p = 1 (mod 4) n’a donc pour but que de dégager plus de structures
sousjacentes.

Notons enfin, que les graphes X, ; ont encore plus de bonnes propriétés. Ils sont en fait
des graphes de Ramanujan (cf. [1], p.114, Theorem 4.2.2., Remark 4.2.3.). Pourtant, il n’y a
— a ma connaissance — pas de moyens de le démontrer avec des méthodes élémentaires.

22



Références

[1] G. Davidoff, P. Sarnak, A. Valette, "Elementary number theory, group theory and
Ramanujan graphs”, Cambridge University Press, London Math. Soc. Student Texts 55
(2003)

[2] A. Valette, "Graphes a grand tour de taille”, Images des mathématiques (2004)

[3] P. Erd6s, H. Sachs, Regulire Graphen gegebener Taillenweite mit minimaler Knollen-
zahl, Wiss. Z. Univ. Halle-Wittenberg Math. Nat. R., (1963), p.251-258

23



