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Introduction

Dans 'espace euclidien de dimension 3, il est possible de classer tous les
sous-groupes finis du groupe spécial orthogonal, appelé aussi groupe des
rotations, grace a 'étude des isométries laissant invariant un polygone ou un
polyedre régulier.

Nous verrons par ailleurs que l'action du groupe des rotations sur la sphére
unité donne lieu & un paradoxe dit de Hausdorff.

1 Propriétés de base du groupe SO;

1.1 Engendrement, connexité, non commutativité

La premiére étape de cette étude consistera & mieux appréhender le groupe
des rotations, en cherchant les éléments qui ’engendrent. On pourra alors
exhiber plusieurs propriétés intéressantes.

Définition 1. Soit E un espace vectoriel de dimension n, (n > 3) . On ap-
pelle un retournement une symétrie orthogonale par rapport & un sous espace
vectoriel de E de dimension n — 2.

Définition 2. Soit E un espace vectoriel de dimension n, (n > 3) . Une
réflexion orthogonale est une symétrie orthogonale par rapport & un sous espace
vectoriel de dimension n — 1 - c¢’est a dire par rapport 4 un hyperplan-.

Remarque :

En dimension 3, les retournements sont les rotations d’angle 7 et les réflexions
sont les symétries orthogonales par rapport & des plans, de déterminant —1.

Théoréme 1. Le groupe O3(R) est engendré par les réflexions orthogonales et
le groupe SO3(R) est engendré par les retournements orthogonaux.

Remarque : Ces résultats se généralisent aux groupes O, (R) et SO, (R) par
récurrence sur n.

Démonstration. .

Pour la premiére partie de 1’énoncé, on prend E un espace vectoriel de di-
mension n et on montre par récurrence sur la dimension de E que O(E) est
engendré par les réflexions orthogonales.



Le groupe O(E) est engendré par les réflexions en dimension 1 car on a alors
O(FE) = {Id,—Id} et —Id est une réflexion. On suppose que le groupe or-
thogonal de tout espace euclidien de dimension n € N* est engendré par les
réflexions. On se donne alors un espace euclidien E de dimension n + 1 et

u € O(E).
Si w = Id, u est bien un produit de réflexions.
Sinon, Jda € E,u(a) # a. Puisque ||u(a)|| = ||a||, on peut montrer qu’il existe

une réflexion s échangeant a et u(a) (c’est géométriquement clair et on peut
préciser que s est la réflexion par rapport a I'hyperplan Vect(u(a) — a))t).
Alors s o u coincide avec Iidentité sur Vect(a).

En particulier, s o u stabilise Vect(a). Puisque s o u est un automorphisme or-
thogonal, il stabilise également Vect(a)’ . Ainsi sou induit un automorphisme
orthogonal de Vect(a)t. Par hypothése de récurrence, cet automorphisme in-
duit est un produit de réflexions de Vect(a)*. On peut prolonger ces réflexions
de Vect(a)* en des réflexions de E en les faisant coincider avec l'identité sur
Vect(a). On vérifie alors que sow est le produit de ces réflexions et u est alors
également un produit de réflexions puisque s~! = s en est une.

Tout élément de SO3(R) est alors la composition d'un nombre pair de ré-
flexions (car le déterminant est 1). I suffit donc de montrer que la composée
de deux réflexions est une composée de deux retournements. Soient s et s’ deux
réflexions de R? euclidien usuel. On a so s’ = (—s) o (—s') et —s et —s’ sont
des retournements. |

1.2 Simplicité et action sur la sphére unité

Définition 3. Soit F un espace euclidien de dimension n avecn > 1. On ap-
pelle sphére unité, Uhypersurface constituée des points de distance 1 a ['origine.
On la notera S™ 1.

Théoréme 2. Le groupe SO3(R) est simple.

Dans la suite, on munit R du produit scalaire usuel. Les sous-groupes
SO3(R) et SO(R?) sont alors isomorphes par 1'isomorphisme
RS SO(R?)) = Mathanonique (u)

Démonstration. .
Nous admettrons le lemme suivant :

Lemme 1. Les retournements sont tous conjugués dans SO(R3).
Soit H # {Id} un sous-groupe distingué¢ de SO(R3). D’aprés les lemmes pré-

cédents, il suffit de montrer que H contient un demi-tour pour conclure qu’il
les contient tous (cf Lemme 1) et que H = SO(R3) (cf Théoréme 1).

Comme H # {Id} , H contient une rotation r d’angle # # 0. Il n’est pas
restrictif de supposer 6 €]0, 7] (quitte a remplacer r par r—1).



Montrons qu’il existe k& € N* tel que r* soit une rotation d’angle kf €)%, m].
Ceci vient du fait que R est archimédien : si 0 €]0, 7] : Ik € N, kf > T.
Ainsi, en prenant £ minimal vérifiant la propriété précédente, on a :
(k—1)0 < g < ko
65% donc k=(k-1)0+0<5+5=m.

r* € H est donc une rotation d’angle 0’ €)%, ).
De la valeur de 6" on déduit que #SW) €]0,1[. On peut donc Pécrire sin?(t)

pour un certain t €]0, 7].

Montrons que 3z € S?, < x,r¥(x) >= 0.
Soit = de coordonnées (cos(t), sin(t),0) dans B une base orthonormeée dans

laquelle
0 0

1
Matg(r®) = [0 cos(@) —sin(0)
0 sin(0) cos(¢)

Donc r*(z) a pour coordonnées ((cos(t), sin(t)cos(6'), sin(t)sin(¢')) et on vé-
rifie que
<z, rF(x) >=0.

Construisons maintenant un demi-tour :

Soit p; le retournement d’axe < z >€ SO(R3).

Posons ' = rk .

Alors H contient h := p,r'p; 7'~ car H < SO(R3?)

alors pur'p, ' 11 () = pur'pa(z) = per’ ().

Or '(z) €< & >+, donc p,(r'(z)) = —r'(z).

Donc h € H envoie '(z) € S? sur —/(x).

C’est donc un retournement ( les seules rotations de R® dont —1 est valeur
propre). |

2 Sous-groupes finis de SO;

Comme premiére étape dans notre travail de classifier tous les sous-groupes
finis de rotations de I’espace euclidien de dimension 3, on va s’intéresser a des
sous groupes particuliers de SOs : les groupes diédraux et le groupe des
isométries laissant invariant les solides de Platon. Mais avant de commencer,
il nous faut définir certains objets mathématiques.

Définition 4. On appelle "polytope” un ensemble P de points d’un espace
euclidien de dimension finie qui est compact, intersection finie de demi-espaces.

Définition 5. En dimension 3, un drapeau d’un polytope est un triplet du type
sommet, arréte, face : (s,a, f) on s €a C f.

Définition 6. Un polytope P est "réqulier” si le groupe des isométries qui
laissent P stable agit transitivement sur l'ensemble des drapeaux de P.



Définition 7. En géométrie, le dual d’un polytope est un polytope vérifiant :
o Le dual du polytope dual est le polytope initial.
o Les faces de l'un sont en correspondance avec les sommets de l'autre,
en respectant les propriétés d’adjacence.
Pour un polyédre régulier, on obtient un polyédre dual en joignant les centres
des faces adjacentes.

2.1 Groupe Diédral

On se place dans le plan euclidien usuel. Etant donné un polygone régulier,
quelles sont les isométries qui le laissent globalement invariant ?

Al AOD

A2 AT

A3N A6
N

Ad AS

Définition 8. Soit n € N tel que n > 3.

Dans le plan euclidien usuel, le groupe diédral d’ordre 2n est le groupe des
1sométries du plan euclidien usuel qui conservent un polygone régulier conveze
a n cotés, disobarycentre lorigine, et dont 'un des sommets est (1,0). On le
note Do,.

Proposition 3. D,y, est d’ordre 2n et Doy, =< r,s > ou r est la rotation

d’angle %’T et s la symétrie par rapport a laze des abscisses. On a srs =11,

Démonstration. Soit P, le polygone régulier convexe & n c6tés, d’isobarycentre
Vorigine O, et dont l'un des sommets est (1,0). Soient i et j dans [0,n — 1].
Il existe une rotation r qui envoie laréte orientée [A;A;1] sur l'aréte orien-
tée [AjAj4+1]. On peut aussi envoyer [A;A;41] sur [Aj11A4;] en composant la
précédente rotation par la symétrie d’axe la médiatrice de [A;14;].

Comme (Oji,Oz+1) forme une base de R?, les isométries précédemment
considérées, qui fixent O, sont déterminées par 'image de A; et A;11.

P, ayant n arétes distinctes, elle a donc 2n arétes orientées distinctes. L’ordre
de Ds,, est donc 2n.



r et s sont des éléments de Do, donc < r, s >C Dao,. En outre, < r, s > contient
2n éléments deux a deux distincts : {Id,r,r%, ..r" !} (de déterminant 1) et
{s,rs,r%s,..7" 15} (de déterminant —1).

Donc Dy, =< 1,8 >.

Enfin, sr est une isométrie négative, donc une réflexion : on a (sr)? = Id, donc
srs =11, |

Proposition 4. En reprenant les mémes notations, si l’on plonge P, dans R3,
le groupe G des rotations de R? qui conservent P, est isomorphe d Do, par
Uapplication de restriction des rotations au plan du polygone.

Démonstration. On identifie le plan euclidien R? & R? x {0}, plongé dans R3
euclidien usuel, et on considére le polygone P, de R? introduit dans la preuve
de la proposition 3.
On note G le groupe des rotations de R? qui conservent P,, on considére le
R : G — O(R?

9 = gRr2x{o0}
R est bien défini car tout élément g de G stabilise le plan R? x {0} engendré
par P,.

morphisme :

Alors R est injectif car si g € G est I'identité sur R? x {0}, la rotation g contient
un plan de points fixes, c’est donc l'identité.

Il est, de plus, immédiat que Im(R) C Isp2(P,) = Dap.

Il nous reste & montrer que Do, C Im(R).

On se donne ¢ une rotation de R? qui stabilise P,.

rg est 'image par R de rg € G, la rotation d’axe ez et d’angle 6.

Soit alors sp une réflexion d’axe D dans R? qui stabilise P,. On définit une
isométrie positive sp de R en posant s}(eg) = —e3 et S?)‘RQX{O} = sp : c’est

un renversement d’axe D, qui vérifie sp € G et R(sp) = sp. [ |

2.2 Groupe des isométries du tétraédre régulier.

On se place dans un espace affine réel euclidien de dimension 3.

A
A

;’/. \
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Théoréme 5 (Isométries du tétraedre). Soit A un tétracdre régulier. Le groupe
des isométries préservant A | Is(A) est isomorphe & S4. De plus, le groupe
des isométries positives préservant le tétraédre, noté Is, (A), est isomorphe au
groupe alterné 2Ay.

Démonstration. .
On fait agir le groupe Is(A) sur 'ensemble des sommets S = {A, B,C, D}, ce
qui induit un morphisme de groupes donné par :

f o Is(A) — 6(5)~6,
g = 4

. On va montrer que f est bijective :

— f est injective : si f(g) = id, alors g|S = id. Or S est un repére affine
de R3, donc ¢ ne peut étre que id.

— f est surjective : soit M le milieu de [AB]. La réflexion par rapport au
plan (M CD) réalise la transposition (AB). De méme, toutes les trans-
positions sont dans f(Is(A)) et elles engendrent S(.5), donc f(Is(A)) =
S(9).

Donc, f est un isomorphisme et I's(A) >~ &4. Or Isy(A) est d’indice 2 dans
Is(A) -

det : Is(A) — {1,-1}

est un morphisme surjectif, dont le noyau est Is; et comme 24 est le seul
sou-groupe distingué d’indice 2 de &4 on a : sy (A) ~ Ay. |

2.3 Groupe des isométries du cube.

z

. AN
Bs / o

Théoréme 6 (Isométries du cube). Soit [J un cube. Le groupe des isométries
préservant [0, que 'on notera Is(lJ) , est isomorphe & &4 X Z/27. De plus,
le groupe des isométries positives préservant [, noté Isi ([), est isomorphe a
G4.



Démonstration. Le cube a 4 grandes diagonales, qui relient chacune deux som-
mets opposés. Elles réalisent les plus grandes distances existant entre 2 points
du cube, donc les isométries du cube stabilisent ’ensemble des grandes dia-
gonales du cube. Pour ¢ € [[1,4]] , on note donc D; la diagonale (A;B;) et D
Pensemble de ces grandes diagonales. Le groupe Isy([) agit sur D, d’ou le
morphisme de groupes :

¢ : Isi () — S(D)~6y
g = 9D

On va montrer que ¢ est bijective :

— ¢ est injective :
soit g tel que ¢(g) = Idp.
Alors pour tout 7 € [1,4], g(A4;) = 4; et g(B;) = B; ou g(A4;) = B; et
g(B;) = A;. Supposons qu’il existe i € [1,4] tel que g fixe A; et B;. On
peut supposer sans perte de généralité i = 1.
Comme Ay As # A1Bs et que g € Is([), nécessairement, g(As) = As.
De méme, g(A4) = Ay et g(Bg) = Bj.

g fixe donc un repére affine de V'espace, d’otl g = Idps.

Désormais, on suppose que Vi € [1,4], g(A;) = B;. Notons O le centre
du cube, en notant sp la symétrie par rapport a ’origine, on a :
Vi € [1,4], so o g(4;) = A; , d’ott sp 0 g = Idgs . Ceci contredit alors
la positivité de g.
¢ est donc injective.

— ¢ est surjective :
En effet, la transposition (D D) est l'image par ¢ du retournement
d’axe (M N) ou M et N sont les milieux des segments [A; Az| et [B1 Ba]
(qui laisse stable D3 et Dy).
Ainsi, Is4 () ~ &4.

Enfin, on remarque que

Sy x7)27 — Is(00)
(0,k) = ¢ (o) o (~Id)F

est un isomorphisme, d’ot le premier résultat.

Remarque : Les isométries conservant le cube sont les mémes que celles
conservant ’octaédre régulier, puisque 'octaédre est le dual du cube.

2.4 Groupe des isométries de 1’icosaédre.

Nous admettrons la construction de 'icosaédre et son existence, et
rappellerons via deux lemmes quelques propriétés fondamentales qui serviront
au développement des théorémes suivants.



Lemme 2 (Propriétés importantes de l'icosaédre régulier). .

o L’icosaédre régulier est un polyédre possédant 20 faces, 30 arétes et 12
sommets.

o Le point O est centre d’une sphére contenant les points Ay, ..As, Aj, ... AL
et est isobarycentre de ces points.

e Tous les triangles formant les faces de 'icosaédre régqulier sont équilaté-
rauT.

Lemme 3. . L’ensemble des 15 droites joignant O au milieu d’une aréte peut
étre partitionné en cing triplets de droites deux & deux orthogonales. Le groupe
des isométries conservant l’icosaedre agit transitivement sur l'ensemble de ces
triplets de droites.

Le résultat du lemme 3 vient du fait qu’une isométrie préserve I'orthogonalité.

Théoréme 7 (Rotations conservant Iicosaédre régulier). .
Les rotations conservant l’icosaédre sont les suivantes :
o Id
o Les rotations d’ordre 5 d’aze (OA;) : il y en a 24.
e Les rotations d’ordre 2 (retournements) d’aze le milieu de deux arétes
opposées : il y en a 15.
o Les rotations d’ordre 3 d’axe le centre de deuz faces opposées : il y en
a 20.

Démonstration. L’icosaédre posséde 30 arétes, et chaque arréte peut étre asso-
ciée a 2 faces et 2 sommets, ce qui fait 4 x 30 = 120 drapeaux. L’action étant
fidele et transitive, cela correspond a card(Is(I)) = 120 et comme sp € Is_(I)
on a donc card(Is4(I)) = 60. En outre, on vérifie facilement que chacune de
ces rotations conserve l’icosaédre. |



Théoréme 8. Le groupe des rotations conservant [’icosaédre régulier est 1so-
morphe au groupe alterné AUs.

Démonstration. .
Nous allons voir que Isy(I) agit fidélement sur l’ensemble des 5 triplets de
droites décrits dans le lemme 3. On aura alors un morphisme injectif

(;3 : IS+(I) — 6({t0,t1,t2,t3,t4})265
g = ¢(9)

on Blg)(ts) = gt Vi€ [0,4].
En étudiant 'image de ¢, on pourra identifier s (I) au groupe alterné 2As.

Soient D1, Dy et D3 les droites deux a deux orthogonales joignant O et (respec-
tivement) les milieux des arétes [AgA4], [A3AL] et [A1 As]. On note g le triplet
{D1, Da, D3} et t; = ri(to) oil rg est la rotation d’axe (OAp) transformant A;
en As. Soir r une rotation conservant I et les triplets ¢;. Montrons que r = id.

On sait par le théoréeme 7 que ord(r) € {1,2,3,5}. Procédons par disjonction
de cas :
e Siord(r) =5: Alors r est une rotation d’axe (OS) ou S est un sommet

de T’icosaédre. Dans ce cas, un des triplets ne sera pas conservé : par
exemple, si S = Ag alors (D) ¢ t1, donc r(ty) # ti.

e Siord(r) = 3 et r conserve la face M NP.
Alors un triplet ¢ contenant la droite D joignant O au milieu de [M N]
ne sera pas conserve.
En effet, r[MN] est une aréte de MNP donc est adjacent & [MN].
Or la droite joignant O au milieu de cette aréte adjacente n’est pas
orthogonale & D (on peut le montrer avec la réciproque du théoréme de
Pythagore), et r ne conserve donc pas t.

e Siord(r) = 2 alors r est un retournement, par exemple, d’axe joignant
O au milieu de [ApAs]. Alors r(D;) est la droite passant par 0 et le
milieu de [AgA;] et n’est pas dans t; car r(A4) = Aj.

Ainsi, r = id, et Vaction de Isy(I) sur {tg,t1,t2,t3,t4} est fidele car seul
I’élément neutre fixe tous les points. De 14, ¢ est injective, il reste & montrer
qu’elle est surjective.

Par le théoréme précédent, on sait que les deux groupes ont méme cardi-
nal : 60. Ce théoréme nous donne aussi la "composition" de Is;(I), donc
de celle de Im(¢). 11 contient au moins (44 = 24 4 20) permutations paires (5
cycles et 3 cycles), relativement aux rotations d’ordre 3 et 5 de Isy (/). Enfin,
d(Isy (1)) NA{to, t1,t2,t3,t4}) C A({to,t1,t2,t3,t4}) est un sous-groupe et
contient au moins 44(> 31) éléments, donc du théoréme de Lagrange, il est
égal a A({to,t1,t2,t3,t4}) qui est isomorphe & Us.

Donc ¢(Is4 (1)) = Us. Ainsi on a Isy(I) ~ As. [
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2.5 Classification des sous-groupes finis.

Il s’agira d’associer chaque sous-groupe fini de rotations de I'espace euclidien
a I'un des sous-groupes des isométries conservant les polygones et polyédres
étudiés précédemment.

Lemme 4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble non vide X. Soit P €
X.

Soit P’ € Orb(P) : g € G, P' = g(P)

et alors Stab(g(P)) = g o Stab(P) o g~!.

Démonstration. On montre ce résultat par double inclusion.
e Si f € goStab(P)og ! alors 3g; € Stab(P),f =gogiog '
On vérifie f(P') = fog(P) = gogiog tog(P) = gogi(P) = g(P) = P’
donc f € Stab(g(P)).
e Si f € Stab(g(P)) alors f(g(P)) = g(P)
donc g~to fog(P) = P donc g 'ofog € Stab(P) donc f € Stab(g(P)).
|

Proposition 9 (Caractérisation des polyedres réguliers). .
Un polytope P est régulier si el seulement si les trois conditions suivantes sont
réalisées :
o l’ensemble Is_(P) est non vide.
o le groupe Is(P) agit transitivement sur l’ensemble des sommets
o il existe un sommet S de P tel que le groupe des rotations conservant
P et firant S agit transitivement sur l’ensemble des sommets adjacents

as.
Démonstration. On admettra ce résultat, détaille dans Szpirglas (Proposition
8.72.). |
Théoréme 10. Soit G C SO3(R) un sous-groupe d’ordre n (n > 2).
Z/nZ
7.)27 x 7|27

Alors G ~ D,, dm > 3,n=2m

2y

G4

As

Remarque : Ces groupes sont deux & deux non isomorphes. On va comme
plus haut travailler dans SO(R?), isomorphe & SO3(R).

Démonstration. Soit g une rotation non triviale d’un sous-groupe fini

G C SO(R3) d’ordre n. Alors 'axe de g intersecte la sphére unité en deux
points que I'on appelle les pdles de g. Notons-les P et —P.

Nos rotations étant des isométries vectorielles, G agit sur la sphére unité, S2.
Vh € G : hgh~'h(P) = hg(P) = h(P) donc h(P) € S? est un pole de hgh™!
c’est & dire hStab(P)h~! C Stab(h(P)). Le lemme précédent montre en fait
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qu’il y a égalité. Ainsi, G agit sur I’ensemble des poles de ses éléments non
triviaux, que l'on notera P.

Remarque : faire opérer G sur P est plus précis que de faire opérer G sur
I’ensemble des axes des rotations car une droite conservée par une rotation
n’est pas forcément 'axe de cette rotation (considérer les retournements), et
un podle conservé par une rotation non triviale caractérise 'axe de rotation.

Nous allons voir que l'application de la formule de Burnside* donne des ren-
seignements sur le cardinal de G. Nous admettrons ce résultat.

Formule de Burnside® : Soit X un ensemble fini et G un groupe fini agissant
sur X. Pour tout g € G, on pose :

Fiz(g) ={r € X,g.x = x}

Alors le nombre k d’orbites pour l'action de G sur X est égal a
71 Sec |Fia(s)]

Si P € P : Stab(P) (notons le Sp) est 'ensemble des rotations de G d’axe
(OP), qui est un groupe de rotations de méme axe et fini : il est donc cyclique.
¢ : Sp — ¢(Sp) c Cx

re ‘> eif)
phisme bijectif, donc ¢(Sp) est un sous-groupe fini de C* donc est isomorphe
AU, onm>1.

En effet, il suffit de considérer qui est un mor-

On définit [’ordre d’un pole P comme |Stab(P)|.

Les stabilisateurs des "poles appartenant a ’orbite de P" c’est-a-dire des poles
P’ tels que 3¢’ € G, ¢ (P) = P’ sont des sous-groupes conjugués de Stab(P)
d’aprés le lemme 4, donc ils ont méme cardinal. Les podles d’une méme orbite
ont donc méme ordre, dit ’ordre de 'orbite.

Chaque rotation non triviale ayant exactement deux poles, on a :

card(P) <2 x (card(G) — 1)

P et G étant finis, on peut appliquer la formule de Burnside :
le nombre k d’orbites pour l'action de G sur P est k = ﬁ >gec | Fiz(g)] ot
Fix(g) ={P € P,g(P) = P}.
On observe que Fiz(id) = P et Fix(g) = {P,—P} Vg # id ou P est un pole
de g, donc k = I%\ X <2(]G\ —1)+ card(P)) < 4(|‘GG||_1) =4 (1 — ﬁ) <4
card(P) — 1)

|G|

>0

donc k € {2,3} (car 2 < k puisque k 2y +

Procédons par disjonction de cas :
Cas(0) : Si k = 2, alors toutes les rotations ont le méme axe donc toutes les

rotations stabilisent le plan vectoriel orthogonal a cet axe (notons le II) et on
[ G = (&)

g — gme€E SO(R2)
fini d’ordre n de SO(R?), il est unique et c’est le groupe < 72z > isomorphe &
Z/nZ. !

a lisomorphisme ou f(G) est un sous-groupe
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Il reste a traiter les cas ou k = 3.
Notons wi,ws,ws ces trois orbites avec pour ordres respectifs ny < ng < ns.
On rappelle que n; = [Stab(P)| pour P € w;. On a Vi € [1,3] : |w;| = ‘—GZ'
car G/Stab(P) ~ Orb(P), donc card(P) = ;- + ;- + ;- et d’aprés 2) : 3 =
2-24+ L4+ b4

—|— + ( ) + > 1.

Or n1 > 2 car un pole est stable en particulier par id et une rotation non

triviale. Comme 2 < n; < ny < ng, au regard de (*), on a car sinon,
ny1 > 2 et alors ny et ng aussi, donc Vi € [1,3]n; > 3 donc - + -+ 773 <1ce
qui est absurde.
De méme, on trouve

-no=2=n=2ng3

—n2—3:>n—5 %+%—>n3€{3,4,5}etn:162_x£f
. Ainsi, on trouve 4 configurations lorsqu’il y a 3 orbites.

Cas 1 ( ) = (2, 2 ,n3) n=2n3 |wi|=n3 |wi]=n3 |ws]=2
Cas 2 (ni,n2,n3)=1(2,3,3) n=12 J|wi|=6 |w2|=4 |w3]=4
Cas 3 (ni,n2,n3) = (2, 3 4) n=24  |w|=12 J|we| =8 |w3|=6
Cas4 ( )=10(2,3,5) n=60 |wi|=30 J|w2 =20 |w3]=12

ni,nz,ns

ni,n2,n3

Le but est maintenant d’identifier pour chaque cas le groupe de rotation cor-
respondant et de montrer que les groupes correspondant & un meéme cas sont
isomorphes. Pour cela, on remarque que les orbites sont stables par ’action de
G et pour chaque cas, on va choisir une orbite qui va s’avérer étre un polygone
ou un polyédre régulier.

Cas1:

e Supposons n3g = 2 : configuration (2,2, 2)
Onaalors |G| =2x2=4 et |wi|=]w2|=|ws|=2.
donc G contient 3 retournements, et l'identité : G = {id, r1,72,r3} ou
r1, 72,73 sont des retournements d’axes orthogonaux car G est abélien.

En effet, si deux retournements distincts r et 7/ commutent, alors tout
sous espace propre de r est stable par r’ (c’est valable pour tout endo-
morphisme). On peut aussi I'expliquer ainsi : si 7 est une rotation d’axe
D d’angle 6, alors ' oror’~! = r (par hypothése de commutativité) est
une rotation d’axe /(D) d’angle 6.

Ainsi, cela nous impose /(D) = D. Dans le cas de retournements, si r
et v’ sont distincts, cela nous impose que D est orthogonal & D’'.
On a donc G ~ Z /27 x 7./ 27.

e Supposons ng > 2 : configuration (2,2,n3 > 2)
Montrons que w; est un polygone régulier et que G est le groupe des
rotations qui le conservent.
On sait que |wi1| = n3 et |G| = 2ng3
L’orbite w3 est la seule des trois orbites qui est d’ordre 2 (les autres
étant d’ordre ng). Il existe donc une rotation r € G d’ordre ng ayant
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ses deux poles dans ws donc les points de wy (et de wo) ne sont pas sur
I’axe de r.

De la, si P € wy : pour i € [0,n3 — 1] les 7¢(P) sont les sommets d’un
polygone régulier inscrit sur le plan vectoriel orthogonal a l'axe de la
rotation r. Ils forment 'orbite wy .

Or |G| = 2n3 et |G| conserve ws = {—P, P} : G est le groupe des
rotations dans R3 qui conservent ce polygone : G =~ Dy,

(cf. Proposition 4)

Cas 2 :

On se place dans la configuration (n1,n2,n3) = (2,3,3) avec |ws| = 4.

On va montrer que ws est 'ensemble des sommets d’un tétraédre régulier, et
que G est le groupe des rotations qui le préserve.

Soient Pp, P> € ws tels que P; # — Py

Comme nz = 3 = |Stab(P1)| (d’aprés le lemme 4).

Alors P; est pole d'une rotation r de G d’ordre 3,
conservant ws. Ainsi, wg = {Py, Ps,7(P),r%(P)} car
les < r > — orbites ont cardinal 1 (pour P et —P) ou
3.

Or Py est équidistant des 7¢(P2), i € [0,2] et w3 étant une G-orbite, Vj € [0,2] :
Jg € G, (Py) = g(P1) et g conserve les distances donc g(Py) est équidistant
aux g(r'(Py) qui sont les trois autres points de ws. Ainsi, tous les points de ws
sont équidistants. On en conclut que ws est un tétraédre régulier.

Et comme G C Isy(ws) et |G| = |Isy(ws]) = 12, alors G est le groupe des
rotations conservant le tétraédre ws.

Cas 4 :

On considére la configuration (n1,n2,n3) = (2,3, 5) avec |wz| = 12 et |G| = 60.
Nous allons utiliser la proposition 9 pour montrer que ws est I’ensemble des
sommets d’un icosaédre régulier dont le groupe des rotations le conservant
est G. On va donc montrer que les trois conditions de la proposition 9 sont
satisfaits.

o G C Is;(w3) agit transitivement sur w3 par définition de l'orbite, donc
Is;(ws3) agit transitivement sur ws a fortiori.

e w3 est symétrique par rapport & l'origine : deux poles d’une rotation
d’ordre 5 de GG sont nécessairement dans ws car seule ws est d’ordre 5.
Par suite, I'isométrie négative so (—Id) appartient a Is(ws).

e Soient Py et P; dans ws tels qu’ils soient adjacents,
c’est & dire que P; minimise la distance entre Py et
P pour P € w3\ {Py}. Comme |Stab(Py)| = |ws| = 5,
on peut construire 5 points adjacents & Fp :

en notant r = r(op) 2r : {P,7(P1),....,r4(P1)} P1 o

14



Le nombre de sommets adjacents a Fy, noté a, est supérieur ou égal a
3.

a ne dépend pas du sommet choisi car Is; (w3) agit transitivement sur
ws. Montrons que a = 5 : on va admettre la formule d’Euler * pour les
polyédres :

Formule d’Euler : Si un polyédre convexe de I'espace a S sommets, A
arétes et F faces, alors S — A+ F =2

Dans le cas présent, ws est contenue dans S2, on peut donc appliquer
la formule d’Euler & son enveloppe convexe. Une face contient au moins
3 arétes et chaque aréte est située sur deux faces donc 24 > 3F (3F <
{(a,¢), 0 € ¢} < 2A ) donc avec la formule d’Euler :

3A=35+3F—-6<2A+3x12—-6

comme il y a 12 sommets (points de w3) on a A < 36 — 6.
Finalement A4 < 30.

Or 2A = S x a (le 2 apparait car on
construit deux fois la méme aréte en faisant
partir 5 arétes de chaque sommet, puisque
l'aréte contient le nouveau sommet).

Donc 60 > 12 x a donc a < 5. D’ou .

Ainsi, le stabilisateur dans G d’un sommet agit transitivement sur 1’en-
semble de ses sommets adjacents.

La proposition 9 montre donc que w3 définit un polytope régulier & 12 sommets :
c’est un icosaedre régulier.
Ona G C Is4(ws), et ces groupes ont méme cardinal donc : G = I'sy (Icosaedre).

Cas 3 :

On considére la configuration (ni,ne,ng) = (2,3,4) avec |ws| = 6 et |G| = 24.
Nous allons montrer que ws définit un octaédre régulier, dont le groupe des
rotations le conservant est G. La preuve est, mutatis mutandis, identique &

celle pour le cas 4.

Dans ce cas, une face contient au moins 3 arétes et chaque aréte appartient &
deux faces, donc (Euler) A <3 x5—-6=18 -6 =12 donc A < 12.

Or2A=5xadonc24>6xa= A<4. Donc
G C Is4(ws3), et ces groupes sont de méme cardinal : G = Isy (Octaedre).
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2.6 Application : des caractéres irréductibles de 2, &, et 25

Les représentations de degré 3 de ces trois groupes issues de ce qu’ils sont les
groupes d’isométries positives de polyédres réguliers sont en fait irréductibles
sur C, on les trouve dans leur table des caractéres :

Ay | Id | (12)(34) | (123) | (132) Ay 0 [1+2cos(9)
xi| 1 1 1 Id 0 3
pIgy TiT
x2 | 1 es e’s (12)(34) | =« -1
Y3 | 1 e5 | e (123) | 0
xa| 3| -1 0 | 0 (132) [ 0
S, [ 1d ] (12) [ (12)(34) | (123) | (1234)
xi| 1] 1 1 1 1
Xe | 1] -1 1 1 -1
X1 | 2 2 —1 0
Xs | 3| 1 —1 0 —1
xc| 3| -1 -1 0 1
Sy 6 | 1+ 2cos()
Id [0
(12) |« -1
(12)34) | = -1
(123) | = 0
(1234) | ¢
\/ 4
/ / /
1
/
| 0
As | 1d | (123) | (12)(34) | (12345) | (21345) Sy | 0 [1+ 2cos(0)
x1 | 1] 1 1 1 Id 0 3
Ystd | 4 1 -1 -1 (123) | =F 0
Xs | 5| —1 0 0 (12)(34) | = —1
xs | 3] 0 ~1 L5 | =45 (12345) | 22| 156
xc|3] o - | ] LB (21345) |4 | 156
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3 Sous-groupes infinis engendrés par deux rotations

Le but de cette section est de montrer le théoréme de Hausdorfl.

3.1 Paradoxe de Hausdorff ou paradoxe de la sphére

Définition 9. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit E C X. On
dit que F est G— paradozal si pour des entiers naturels n et m, il existe des sous
ensembles de E deux & deux disjoints Ay, ..., An, B1, ..., Bm €t g1, ooy Gny P14 ooy B
€ G tels que E = Ug;(A;) et E = Uh;(B;y).

En d’autres termes, E contient deux parties disjointes qui, quitte a les
réarranger via l'action de GG, peuvent recouvrir E.

Dans la suite, on se placera dans I’espace euclidien R? usuel. On considérera
I'action de SO3(R), identifié & SO(R?) sur R3.

Théoréme 11 (Théoréme de Hausdorff, (1913)). .
Soit S? la sphere unité de R3. I1 existe deux rotations vectorielles a et b, d’angles
respectifs w et 2w/3, et une partition de S? en quatre ensembles X, Y, Z, T tels
que :

o T est dénombrable

e OnaY =bX,Z=bY =b°X et X =a(Y UZ).

Remarque : Ce théoréme dit que X est a la fois isométrique & Y , & Z et a
Y U Z, donc a son double, puisque Y et Z sont disjoints (par définition d’une
partition)...

Les rotations proposées par Hausdorff sont les suivantes :

01 0
a=1[1 0 O
00

1
b=[0 -1

i ©

Proposition 12. Les endomorphismes a et b de R3 sont des rotations. La
rotation a est d’aze R(ey + e2) et d’angle w, donc d’ordre 2. La rotation b est
d’axe dirigé par ey et d’angle —%ﬂ, donc d’ordre 3.

Démonstration. Pour b, le résultat est évident.

Il est clair que a xt (e1, ez, e3) =! (e2, €1, —e3) est une base orthonormée, donc

a est une isométrie, de déterminant —1 x det( ((1) é)) =1 (on développe par

rapport au coefficient —1). Donc a est une rotation.
En outre, on vérifie que a? = I3, donc a est un retournement, d’axe dirigé par
e1 + eg puisque ce vecteur non nul est fixé par a . |

On note par la suite G =< a,b >, le groupe engendré par a et b.
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Proposition 13. Vr € G\{Id,a} : I(e1,e2) € {0,1}? : Tk € N* : I(ny, ..ny) €
{1, Q}k tels que v = aLb™ab™...ab™a®?. Cetle écriture est unique.

Autrement dit, tout élément de G s’écrit de maniére unique comme un mot
écrit avec Ualphabet a,b et les relations a®> = b> = Id.

Démonstration. Comme G =< a,b > avec a® = b® = I3, il en résulte que tout
élément de G s’écrit comme produit fini des éléments a, b et b? donc G contient
tous les produits finis de a, b qui apparaissent dans I’énoncé. Il reste & montrer
I'existence et 'unicité de I’écriture de r. On utilisera le lemme suivant :

Lemme 5. Tout produit ¢ = b™a..b"a avec k > 1 et n; € {1,2} est de la

D1 p2 p3V3
forme : ¢ = 2% q ps V3| avec les pi,qi € Z et p; pairs et g;

Q3\/§ ps\/g qa

wmpairs. Un tel ¢ ne peut étre égal a I3 ou a.
e On montre le lemme par récurrence sur k.
0
V3
1

Initialisation : lorsque k = 1, ¢ € {b%a, ba} et on a b*a = %

|
S s
S O N

0o 2 0
etba=3| -1 0 —V3
-3 0 1
Hérédité : On suppose le lemme vrai pour un certain k > 1 fixé. Il
suffit alors de calculer les produits ¢ x b%a et ¢ x ba pour montrer le
résultat au rang k+ 1. Par hypothése de récurrence, le premier produit,
multiplié par 2F+1 s'écrit :

P1 P2 p3V3 0 2 0 —p2+3ps  2p1 V3(p2+p3)
a pe @V3|x| -1 0 V3| = —pa+3c 201  V3(psi+q)
V3 V3 @ V3 0 1 V3(qa —ps) 2¢3V3  3ps+aqu

Or le produit de deux nombres impairs est impair. Le produit d’un
nombre pair par un nombre impair est pair. La somme (resp. soustrac-
tion) d’'un nombre pair et d’'un nombre impair est impair. La somme
(resp. soustraction) de deux nombres impairs est paire.

On vérifie alors que tous les coefficients de la matrice produit sont de
la forme souhaitée.

Le second produit est de la méme forme que le précédent, puisque les
changements des sommes en soustractions ne modifient pas la parité.
Enfin on remarque que le coefficient c3, 1 vérifie :

2641 % e31 € {V/3(qs — p5), —V3(ps + g5)}, donc c31 ne peut s’annuler
puisqu’une somme (resp. soustraction) d’un nombre pair et d’un nombre
impair ne s’annule pas. Comparé au méme coefficient au sein de a et
I3, un tel ¢ ne peut lui étre égal.

Existence : on gardera les notations de I’énoncé.
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G =< a,b > est par définition, le plus petit sous-groupe de SO3(R) contenant
a et b.

Si on montre que 'ensemble des mots de la forme a0 ab™...ab™ a?, avec
n; et ¢; comme dans ’énoncé de la proposition 13 que 'on note F forme un
groupe, alors on a G C F', d’ou l'existence de I’écriture.

Pour cela, on se donne deux éléments de F' : r et r’. Il nous suffit de vérifier
queror’ € Fetquer~!eF.
Notons, selon les notations de la proposition 13 :

r=atb™ab™...ab™ a2
¥ = a1 b ab™...ab"k

On a alors :
rl = a®2p?ab?-1q...ab*2ab?™ a2 car (a%) ! = a et (b)) = p?

Comme n; € {1,2}, 2n; € {2,4}. Or b* =bo (b3) =b.

Ainsi, cela revient & avoir des exposants sur b dans {1, 2}.

De manieére générale, pour la suite, on identifiera (pour simplifier I’écriture) les
exposants de b & leur représentant dans {1,2} (modulo 3).

On pourra faire de méme avec les exposants de a, qu’on identifiera a leur
représentant dans {0,1} (modulo 2).

avec cette identification, 7~ est donc de la forme souhaitée, donc r—! € F.
/ / ! / !
rr’ = atb™ ab™...ab™a? o a1 b™ ab™2...ab"k a2

Si ey # €}, alors on a bien a® o a1t = a, donc 1’ est de la forme souhaitée.
Si €9 = €}, alors a2 o at = I5. 11 peut alors y avoir des simplifications. Suppo-
sons, sans perte de généralité, que k < k'.
On distingue deux cas :
e i € [[0, k — 1]], Ne_; + n;_H * 0[3]
En prenant 7 maximal, on a : rr’ = a1b™ ab™? cab i1 g it gk qb
qui est bien un élément de F
o Vic [0,k —1], ng_;+mn; =03
alors rr/ = a1b™+1q...b"%a est bien un élément de F.
On a montré que F est un groupe, donc il y a bien existence de ’écriture
conformément & 1’énoncé.

Unicité :

Soient r et 7/, notés comme dans la partie précédente, deux écritures distinctes
de r € G . On suppose que r = r’. On suppose, sans perte de généralité k < &’
et on prend r de longueur minimale [ (on définit la longueur d’un élément de
G comme le nombre de monémes non triviaux qui le composent, lorsqu’il est
écrit sous la forme de I’énoncé).

Sil=0,alors r = I3. ST k' > 1 on a alors une contradiction avec le lemme 5.
Si k" = 0, alors par convention, €5, = 0 et donc €j = 0.
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Si 1 > 1, 'hypothése de minimalité impose €3 # €}, donc

ror~t = aabmab2. . ab™ a2t b ab?-1q...ab® et = Id

En composant & gauche par a! et & droite par afllﬂ, on obtient :

B ab2 . .ab™ a2t p2 b k1. .ab?ia = ai et € {13, a}

ce qui contredit le lemme 5. On a donc 'unicité de ’écriture, conformément &
I’énonceé. |

Corollaire 1. Le groupe G est dénombrable.

Démonstration. Notons 2,3,p1 = 5, pa = 7... 'ensemble des nombres premiers.
On considére 'application :

I G — N
Id — 0
a — 1

ni,na Nk
a“ab™ab™...ab™a? — 2903%2p i py*.p,

L’unicité de la décomposition en facteurs premiers dans N montre que f est
injective, donc G est dénombrable. |

L’idée clé du théoréme de Hausdorff est de découper le groupe G en trois
parties disjointes X,Y, Z vérifiant Y =bX , Z =bY =b?°X et X = a(Y U 2).
On note Ap ensemble des mots commengant par a (e; = 1), By ’ensemble
des mots commencant par la lettre b ( € = 0 et ny = 1) et Cp 'ensemble des
mots commencant par b? (e; = 0 et n; = 2).

On peut écrire G sous forme d'unions disjointes : G = Ay U By U Cy U {Id}.
Il est clair qu’on a les relations suivantes :

Co =bBy, By = b2CO, bAg = By \ {b}, b2A0 =) \ {b2}, a(BQ @] C()) = Ay \ {CL}
On a presque les relations recherchées, mais il y a les problémes avec les
éléments a,b et c. L’idée est de les rajouter suivant le principe de "[’hétel de
Hilbert" qui met en évidence le fait que pour tout entier naturel = : N\ {z}
est en bijection avec N, autrement dit on peut ajouter/enlever un élément a
un ensemble de cardinal infini sans modifier son cardinal.

Pour mettre cela en ceuvre, il faut disposer dans G d’un ensemble qui
ressemble & N et il suffit pour cela de trouver un élément d’ordre infini. Le
lemme 5 nous assure que ¢ = b%a est d’ordre infini. On note N le monoide
engendré par cet élément : N = {Id, b%a, (b*a)?,...} On remarque que

N\ {Id} Cc Cy, aN C Ay et baN C By , ce qui prouve que ces ensembles sont
disjoints.

On a b?aN = N \ {Id} donc ab(b*a)N = ab(N \ {Id}) = N. On a donc
ajouté Id & N. De méme, on peut ajouter b par bN = aN U {b} (en écrivant
les deux ensembles, on voit qu’ils sont égaux), et pour ajouter b? on écrit
b2N = baN U {b?}.

Posons A’ = Ag \ aN, B’ = By\baN et C' = Cy\ b*aN = Cy \ (N \ {Id})
On a bA" = B'\ {b}, car

bA’ = b(Ag\ al) = bAq\baN = (Bo\ {6}) \baN = (Bo\baN)\ {b} = B'\ {b}
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Pour rajouter le b manquant, on voudrait utiliser la formule bN = aN U {b}.
Pour cela, il faut au préalable mettre N dans A’ et aN dans B’. La méme
considération sur les autres ensembles nous conduit & poser :

A=A"UN, B=B'UaN, et C=C"UbaN

Ap, By et Cy étant disjoints, A’, B’ et C’ aussi, et comme N,aN et baN sont
eux aussi digjoints, alors A, B et C sont disjoints. Comme leur union recouvre
G tout entier, ils forment donc une partition de G.

Proposition 14. Les parties A, B et C construites ci-dessus vérifient : B =
bA,C =bB =b*A, A=a(BUC).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les formules précédentes en notant que si
g € Getsi X etY sont des parties de GG, comme la multiplication par g est
bijective, les formules g(X —Y) = gX —gY et g(X UY) = gX U gY sont
valides.

On a d’abord A = (Ap \ aN)U N, donc

bA — (bAo \ baN) U bN
= (Bo\{b}\baN)UaN U{b}
= B'UaN =B

On a ensuite

bB = b((Bo\baN)UaN))
= (bBy\ b*aN) UbaN
= (Cy\b?aN)UbaN
= C’'UbaN
= c

On a enfin

a(BUC) = a((Bo\baN)UaN U (Cy\ (N \{Id}))UbaN)
= (aBp\ abaN)UN UaCy\ (aN \ {a}) UabaN

En tenant compte de la formule donnant a(By U Cp) et des simplifications des
termes abaN et {a}, on trouve a(BUC) = (4g\aN)UN = A .

Découpage de la sphére

On considére I'action de G sur la sphére S? : G x S? — S2.

On note T P’ensemble des poles des éléments de G, qui est une partie de S2.
Chaque élément de G\ {Id} ayant deux poles, on a card(T) = 2(|G| — 1) et
donc T est dénombrable.
Sixze S2\T,alors Vg € G\ {Id} : g(x) # =
On a pour un tel élément x : Orbg(z) ~ G par 'application
fo + G — Orb(x) . . N N
g g qui est clairement surjective. Si gx = hx avec g # h
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dans G, alors ¢ = gh~'.2 donc z est sur 'axe de gh™!, ce qui est absurde car
x ¢ T par hypothéese. Donc f, est bijective.

On a donc une partition de S\ T par Z , ensemble des orbites des points de

S2\ T. I’axiome du choix nous permet de choisir un point dans chaque

f I — 52
O

orbite, donc de choisir une application telle que x € O.
On a alors Im(f) C S%. Notons Im(f) = E.
Chaque orbite est représentée par un seul point de F.
X =AF ={g9(x),g€ A,z € E}
On pose : ¢ Y = BE ={g(z),g € B,x € E}
Z=CE={gy(x),ge C,x € E}

Vérifions qu’on a les relations du théoréme de Hausdorff & 1’aide de la
proposition 14.

Montrons que Y = bX :

Soit z € X.

dg € A:Jde € E,xz = ge donc bx = bge et comme bA = B alors bg € B et
bge e Y, dou bX CY.

Inversement, soit y € Y.
Alors dh € B:3Jde € E,y = he. Or B =bA donc dg € A, h = bg. Ainsi, on
peut écrire y = b(ge) € bX.

Montrons que Z = bY :
OnaZ=»5bY & CE=bBE or bB = C d’ou l'égalité.

Les autres relations bY = b*X (qui vient de bB = b*A) et X = a(Y U Z) ( qui
vient de A = a(B U (C)) se vérifient de la méme facon.

On a alors prouvé le théoréme de Hausdorff.

Ce théoréme montre en particulier que la sphére est G-paradoxale, dans le
sens défini dans la définition 9, G étant un groupe infini engendré par deux
rotations bien particuliéres.
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