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1 Introduction

Lorsque 'on souhaite étudier en détail les propriétés d’un groupe fini, on peut rapidement étre
amené a s’intéresser a ses représentations et donc & dresser sa table des caractéres. Le but de cet
article est d’établir un certain nombre de résultats concernant cette derniére. Ceux-ci permettront
de prévoir certaines valeurs de la table a partir de propriétés du groupe concerné et faciliteront donc
la recherche des caracteres irréductibles. Inversement, si 'on connait déja une table des caracteres,
on pourra en déduire des propriétés sur le groupe.

Comment trouver plusieurs caractéres irréductibles a partir d’'un seul 7 A quelle condition une
table des caracteéres est-elle a valeurs entiéres 7 Un caractére irréductible s’annule-t-il toujours ? Tel
est le genre de questions qui nous intéresse ici. Pour y répondre, on définira des actions de groupes
de Galois d’extensions de Q sur les lignes et les colonnes d’une table des caractéres. Mais avant d’en
arriver 13, il faudra étudier quelques caractéristiques des algébres de groupes et des entiers algébriques
qui sont liées aux représentations.

Dans cet article, on supposera connus les résultats fondamentaux de la théorie des groupes et
plus particuliérement ceux concernant les actions de groupes.

On ne redonnera pas explicitement les définitions et théorémes de base de la théorie des représen-
tations mais ils sont bien str primordiaux. Les théorémes d’orthogonalité des caractéres, notamment,
seront abondamment utilisés.

De plus, les résultats de la théorie de Galois seront admis, surtout concernant le théoréme de
prolongement des isomorphismes, les extensions cyclotomiques et la correspondance de Galois.

Enfin, on utilisera des notions élémentaires de la théorie des modules, dans la quatriéme partie
exclusivement.



2 Notations et premiers résultats

2.1 Notations

Avant tout, commengons par poser quelques notations de base qui seront utilisées tout le long de [article. Si la plupart
sont standards, certains caractéres (en gras) sont également fixés pour lintégralité de cet article. Et, bien sir, de nouvelles
notations seront définies au fur et a mesure des paragraphes.

Si a et b sont entiers, [|a;b|] = [a;b] N Z est I'ensemble des entiers compris entre a et b.

Si E est un ensemble, son cardinal sera noté |F| et 'application identité sur E sera Idg.

Si A et B sont des ensembles tels que A C B, B\ A désigne ’ensemble des éléments de B n’étant
pas dans A. De plus, si f est une application de B vers un ensemble E, fi4 est sa restriction a A.

Si a et b sont dans le méme ensemble, leur symbole de Kronecker est d,, = (1) s?;oi =b )

Si a et b sont entiers, on écrira a‘b si a divise b (dans Z) et a A b pour leur plus grand diviseur
commun (positif).

De plus, pour tout m € N, ¢(m) = [(Z/mZ)*| est 'indicatrice d’Euler de m.

Si g est I’élément d’un groupe quelconque, on notera ord(g) son ordre et <g> le sous-groupe qu’il
engendre. De méme, si H est une partie d’'un groupe, <H > est le sous-groupe engendré par H.

Si un groupe A agit sur un ensemble X, X4 = {r € X | Va € A, a.x = x} désigne I'ensemble
des points fixes de X sous I'action de A. De plus, si z € X, Stab(z) = {a € A | a.x = z} sera son
stabilisateur et Orb(z) = {a.z | a € A} son orbite.

Si f: B+ F est un morphisme de groupes ou d’espaces vectoriels, Ker(f) = f~1(0p) désigne
son noyau.

Si V' est un espace vectoriel, End(V') sera I'ensemble des applications linéaires de V' dans lui-
méme. L’application trace sera notée tr, pour les endomorphismes comme les matrices.

Soit L et M deux corps avec M C L, on note L/M 'extension de corps. Le groupe de Galois de
cette extension est Gal(L/M) = Auty (L), ensemble des automorphismes de L valant I'identité sur
M.

Si L est un corps, L est sa cloture algébrique.

Enfin, si m € N*, on notera (,,, € C, une des racines primitives m-iéme arbitraire de 'unité.

Dans l'intégralité de cet article, G sera un groupe fini. Son neutre sera noté 1 et on pose de
plus n = |G| et e son exposant.

Cl(G) est I'ensemble des classes de conjugaison de G, Car(G) I'ensemble des caractéres de G sur
C et Irr(G) I'ensemble des caractéres irréductibles de G sur C.

Enfin, si x et ¥ sont des fonctions centrales sur GG, on pose le produit scalaire suivant :

Xl == 3" x(a)o(™)

geG
m

2.2 Lemmes préliminaires

Avant dentrer dans le vif du sujet, il nous faut établir quatre résultats basiques qui serviront a de multiples reprises
dans la suite. I est a noter que, si les deux derniers sont purement techniques, les premiers sont fondamentaux dans le cadre
de cet article.



Lemme 2.1 : Si (p; V) est une représentation de degré d € N* sur GG et y est son caractére alors,
pour tout g € G, x(g) est une somme de racines e-iémes de 1'unité. En particulier, x(g) € Q(().

Preuve : Soit g € G. Comme p est un morphisme de groupes et o(g)}e, on a :

p(9) = p(g°) = p(lg) = Idy

Ainsi, le polyndéme X¢ — 1 annule p(g). Comme c’est un polynéme scindé a racines simples sur C,
la matrice M de p(g) dans la base canonique est semblable a une matrice diagonale. Si P est la
matrice de transition et (\g)1<k<q sont les valeurs propres de M, on obtient, si I, est l'identité :

€ €

M O - 0 M O - 0 X0 - 0
0 )\ 0 O )\ 0 0 )\5 O

L=Mm=|pP| 72 T |pt|=p|. 7 | pti=p| * T |pt
0 0 - N 0 0 - N 0 0 - X

Ainsi, pour tout k € [|1;d|], A{ = 1 : ce sont donc des racines e-iémes de I'unité. x(g) étant par
définition la somme des Ay, on obtient le résultat souhaité.

Lemme 2.2 : Soit m € N*. Q((,,)/Q est une extension galoisienne, et méme abélienne. De plus,
Gal(Q(Cn)/Q) = {ox | k € [|1;m]], k Am =1} o oy, est le Q-automorphisme de Q(,) qui envoie
Cm sur ¢k

Preuve : Q((y) est le corps de décomposition du m-iéme polynéme cyclotomique, irréductible
sur Q, donc I'extension est normale et de degré ¢(m). Et, comme Q est de caractéristique 0, 1’ex-
tension est séparable, donc galoisienne.

De plus, pour tout k € [|1;m]], si kK Am = 1, (¥ est aussi une racine du m-iéme polynéome cy-
clotomique et ¢* € Q((,). Par théoréme de prolongement des automorphismes, le plongement oy,
existe et est dans le groupe de Galois car I’extension est normale. Ainsi, o, € Gal (Q(Cm) / Q) et
on a donc une inclusion. Mais |Gal(Q((y)/Q)| = [Q(Gn) : Q] = ¢(m). Les oy, étant différents, on
a aussi ’égalité des cardinaux, donc 1’égalité de ces ensembles.

Ainsi, Gal(Q((n)/Q) est abélien et méme isomorphe a (Z/mZ)*, par lisomorphisme
{(Z/@Z)* — Gal(Q(Gn)/Q)

’ : kxk'
(c’est un morphisme car oy 0 opr 1 Gy ~> ().
k — O m m

Lemme 2.3 : Soit p € N premier. Pour tout g € G, il existe (z;y) € G? tels que g = zy = yz,
ou l'ordre de x est une puissance de p et 'ordre de y est premier avec p.

Preuve : Soit « la valuation p-adique de ord(g) et b = or;ig). Alors b est premier avec p, donc

avec p“ : il existe (\; u) € Z? tels que A\p® + ub = 1. 1l ne reste plus qu’a poser
r=g" et y=g"".

_p%
p¥b N ub
= b et on a donc le résultat.

Par construction, g = xy = yx. De plus, ord(x) = = p® car p® A u = 1 par la relation de
pb

Bézout précédente. De méme, ord(y) = A e




Lemme 2.4 : Pour tout g € G, les éléments de G qui engendrent le méme sous-groupe que g
sont exactement les g™, pour m entier premier avec n = |G/|.

Preuve : Soit h € G engendrant le méme sous-groupe que g. Alors h = ¢g* pour un k € [|1;n|].

Mais ord(g) = ord(h) = % donc k est premier avec ord(g).

Sin= prl est la décomposition en facteurs premiers, soit a = H p;t et b= 2. Alors ord(g)
iel icl
p;lord(g)
est premier avec b par construction. Par le théoréme des restes chinois, il existe donc un entier m
congru & 1 modulo b et & k& modulo ord(g). La deuxiéme condition assure g™ = ¢g* = h tandis que
la premiére donne que m est premier avec b. Mais, comme k, m est premier avec ord(g) donc avec
a. Ainsi, m est premier avec ab = n et donc h est bien de la forme voulue.

Réciproquement, sim € 7Z est premier avec n, il 'est avec ord(g) et donc <¢™> a autant d’éléments
que <g>. Comme <g"> C <g>, ce sont les mémes sous-groupes.




3 Prologue : algébre de groupe et représentations

Cette partie a pour but d’établir divers résultats qui seront utilisés par la suite. Le premier paragraphe introduit la
définition d’une algébre de groupe tandis que le second se focalise sur les propriétés de son centre. La derniére, indépendante
du reste, fournit un théoréme dont on fera usage plus tard.

3.1 Algébre de groupe

Soit L un corps.
Définition : La L-algébre du groupe G, notée L[G], est le L-espace vectoriel de base G et
muni de la multipication définie par :

Wby € 17 (z ‘. g> (z b h> - Y o
geG heG (g;h)€G?
Remarque : Cet ensemble est, par construction, une L-algébre de dimension n = |G|. De plus,
L|G] est commutative si et seulement si G est abélien.
Théoréme 3.1 :  Soit k = |[Irr(G)| et (p;; Vi)i<i<k les représentations irréductibles de G, a
k
clG]  — []Endvi)

Z@gg — (Z% pi(9)

geG geG

isomorphisme prés. Alors & : > est un isomorphisme
1<i<k

d’algébres.

Preuve : Notons tout d’abord que la projection de ® sur I'un des End(V;) est la prolongation
C-linéaire de p;, qui est un morphisme de groupes. ® est donc un morphisme d’algebres, par
concaténation de morphismes d’algebres.

k k
De plus, la dimension de H End(V;) est Z(di)Q =n, ou d; est le degré de la i-éme représentation
i=1 i=1
irréductible. Par égalité des dimensions, il suffit donc de montrer que ® est injective pour conclure.

Soit © = Zag g € Ker(®). Alors, pour tout i € [|1; k], Z aq pi(g) = 0. Par somme, ce résultat
9eG gelG
est donc vrai pour toutes les représentations de G, notamment la représentation réguliére (p; C[G]).
En appliquant cela au neutre multiplicatif de C[G], on trouve 0 = Z ag p(g)(1) = Z ay g. Ainsi,
geG geG
les coefficients a, sont tous nuls. On a donc que Ker(®) = {0}, ce qui donne I'injectivité de ®.

3.2 Centre d’une algébre de groupe
Définition : Le centre d'une algébre de groupe L[G] est :

Z(L[G)]) ={z € LIG] | Vy € L[G], zy =yz} = {z € L|G] | Vg € G, gzg™' = z}.



heK
vectoriel de dimension est |CI(G)].

Théoréme 3.2 : (Z h) est une L-base de Z(L[G]). En particulier, c’est un espace
KeCl(G)

Preuve : Soit K € CI(G). Pour tout g € G, g(Zh)g_l = Zghg_1 = Z h' car la
heK heK heK
conjugaison par g agit par permutation sur K. Donc ces éléments sont bien dans Z(L[G]).

Soit x = Zah h € Z(L[G]). Alors, pour tout g € G :
heG

Zah h=x=qgxg ' = Zah ghg™L.

heG heG

Ainsi, le coefficient devant h est le méme que celui devant ghg™!, pour tout ¢ € G : il est
constant sur les classes de conjugaison. Si ax € L est la constante associée a la classe K,

xr = Z a K( Z h) et cette écriture est unique car celle dans la base G est.
KeCl(G) heK

1
Définition : Pour tout x € Irr(G), soit e, = x{) Zx(g_l) g €C[G].
n
geG
Remarque : Les e, sont dans Z(C[G]). En effet, comme x est une fonction centrale,

1

ey = MX(g[}l) (Z h), ou gx € K : e, est donc un élément du centre, par combinaison
KeCl(G) n heK

linéaire d’éléments du centre.

L'intérét de ces éléments se révéle lorqu 'on regarde leur image par ['isomorphisme du paragraphe précédent. Mais avant
d’en arriver 4, énongons un théoréme qui resservira dans la partie suivante.

Théoréme 3.3 : Soit (p, V') une représentation irréductible de G de caractére x et (a,)gec € C™.
Si (a,) est constante sur les classes de conjugaison (VK € CU(G),V(h;h') € K?, a, = ap), alors

1
f= Z ay p(g) € End(V) est une homothétie de rapport A = eh Z agx(g).
geG X( )geG

Preuve : Ce résultat repose sur le lemme de Schur. Commengons donc par montrer que f est
un morphisme de représentations. C’est bien stir un endomorphisme de V', comme combinaison
linéaire d’endomorphismes. De plus, pour tout h € GG, on a :

Fop(h)=> ayplg)op(h)=>> a, plgh) =Y angn-1 p(hg') = > ay p(h)op(g’) = p(h)o f.

geG geG g'eG qg'eG

Ainsi, par le lemme de Schur, f est une homothétie. Si A est son rapport, comme x(1) est la

dimension de V, A x(1) = tr(\ idy) = tr(f) = Z ag tr(p(g)) = Z agy X(g), d’ot le résultat.

geG geqG

Théoréme 3.4 : En reprenant les notations du théoreme et si x; est le caractére associé a
pi, on a que P(ey,) = (6;; Id%)1<j<ka pour tout i € [|1; k|]. En particulier, (e,,)1<i<x est une base de
Z(CI[G]) et ce sont des idempotents : €2 = e, pour tout i € [|1;kl].

7



Preuve : Soit (i;5) € [|1; kH Par le théoréme précédent, la j-iéme composante de ®(e,,) est

une homothétie de rapport Z Xi(97") x;(g) = 0;; par orthogonalité des caractéres. Ceci

donne le premier résultat.

(ey;)1<i<k est donc une famille libre, comme image réciproque d’une famille libre par un isomor-
phisme. Ces éléments étant dans Z(C[G]), il suffit de rappeler que k = |Irr(G)| = |CI(G)] est la
dimension du centre pour conclure que cette famille en est une base.

Enfin, pour tout i € [[1;k[], ®(e2,) = D(ey,)* = (0 Idv)i<j<)” = (8 Idv )1<j<r) = Pley,). Par
injectivité de @, on a donc que ei = e, : ce sont bien des idempotents.

3.3 Un théoréme important

Avant de clore ce prologue, on veut montrer que les caractéres sur C et Q sont les mémes.

Théoréme 3.5 : Soit L un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Il y a exactement
|Cl(G)| représentations irréductibles de G sur L, a isomorphisme prés. De plus, leurs caractéres
forment une base orthonormée de I'espace des fonctions centrales de G dans L.

"Preuve" : Ce théoréme a déja été vu dans le cas ou L = C. La preuve est similaire dans le cas
général et donc admise, notamment pour L = Q.

Théoréme 3.6 :  Soit x un C-caractére de G et d € N* son degré. I existe une représentation
p de G sur Q telle que x = tr(p).

Preuve : Toute représentation pouvant se décomposer en somme directe de représentations
irréductibles, on peut sans perdre de généralité supposer que x est irréductible.

Soit k = |CUG)| = [Irr(G)|. Soit (x;)i1<j<k et (¥i)i<ick les caracteres irréductibles de G sur C
et Q respectivement. Pour tout ¢ € [|1; k||, on peut décomposer v; dans la base des C-caractéres
k

irréductibles : soit (a;;)1<j<x € N* non tous nuls tels que ¢; = Z aijX;j-

Les (1;)1<i<k ¢tant orthogonaux, ils forment une base des fonctions centrales de G sur C. Ainsi, la
matrice carrée formée par les (a;j)1<;j<k est une matrice de changement de base, donc inversible.
Notamment, elle ne contient pas de colonne de zéros donc, comme ses coefficients sont des entiers
naturels, pour tout s € [|1; k|| :

k k k k
Sk =1 don DY ak) =D ()P =n
i=1 s=1

i=1 s=1

D’autre part, on a :

n= ZWW = Z (Z ainj(1)> => > (XS(1>Xt<1> Z%%) .




Comme ce sont des sommes de termes positifs et que le total est déja au moins atteint pour les
k

termes ou s = t, les autres sont nuls et 'inégalité précédente était une égalité : Z AisQiz = Ogt.
i=1

Ainsi, la matrice de changement de base était seulement une matrice de permutation : les familles

(Xj)1<j<k €t (¥i)1<i<k sont donc les mémes a l'ordre prés. Ceci prouve qu'a chaque caractére

irréductible sur C, on peut associer une représentation sur Q.



4 Entiers algébriques

Dans cette partie, nous allons montrer que les valeurs des caractéres sont des entiers algébriques. Ceci motive ['étude de
certaines de leurs propriétés, mais ces derniéres utilisent la théorie des modules, dont les résultats de base sont admis.

Définition : Un élément d’un anneau commutatif est appelé entier sur Z s’il est racine d’un
polyndéme unitaire & coefficients entiers. Si I’anneau en question est C, les entiers sur Z sont appelés
entiers algébriques et 'ensemble des entiers algébriques sera noté E.

Commengons par un résutat d 'ordre général que ['on réutilisera a de multiples reprises :

Théoréme 4.1 : Si x est un entier algébrique rationnel, alors c¢’est un entier. Autrement dit :

ENQ="Z.
Preuve : Soit z un entier algébrique rationnel : il existe donc (p;q) € Z x N*, p A ¢ = 1, tels
k—1
que x = g ainsi que (a;)o<i<k_1 € ZF tels que a* + Z a;xz' =0, pour un k € N*.
i=0

En remplacant x par § et en multipliant par ¢*, on trouve :

k—1 k-1
0=p"+> ap'd"" =p" +qx ) ap'¢
=0 =0

Ceci montre que ¢ divise p* mais, p et ¢ étant premiers entre eux, ceci implique que ¢ = 1 et donc
que r =p € Z.

Le prochain objectif est de montrer que les entiers algébriques forment un anneau, ce qui nécessite un lemme prélimi-
naire.

Lemme : Tout sous-Z-module d'un Z-module de type fini M est lui-méme de type fini.

Preuve : Commengons par montrer ce résultat dans le cas ou M est une puissance de Z, par
récurrence. Un sous-Z-module de Z étant un idéal, il est engendré par un unique élément, Z étant
principal. Soit maintenant d € N*. Supposons que tout sous-Z-module de Z¢ est de type fini et
soit N un sous-Z-module de Z4+!,

Soit p : { N — Z . C’est un morphisme de Z-modules, donc son image est un module
(ai)ocica > ao

engendré par un y € Z et il existe un z € N antécédent de y. De méme, Ker(p) C {0} x Z¢ ~ Z¢

est un sous-module, qui admet une famille génératrice finie F' par hypothése de récurrence. Soit

FE le sous-Z-module de Z*! engendré par 'union de F et {z}. Montrons que F = N.

x € N par définition et, comme Ker(p) C N, c’est aussi le cas de F' donc £ C N. Récipro-

quement, un élément de N est nécessairement de la forme (ky; (ai)lgigd), pour un k € Z. Mais

(ky; (Gi)lgigd) = kx + ((ky; (ai)lgigd) — kx) € FE car le premier terme est un multiple entier de
x et le second terme est dans le noyau de p, donc combinaison linéaire de F. Ainsi, N = E et,

ce dernier étant de type fini par construction, on a donc prouver le théoréme suivant : pour tout
d € N*, les sous-Z-modules de Z% sont de type fini.

10



Passons maintenant a la preuve du lemme. Soit d € N*, (m;)1<;<q4 une famille génératrice de M et

Vi — M
N un sous-Z-module de M. Alors f: (a:) R ia m est un morphisme de mo-
i)1<i<d i My
i=1

dules surjectif. Ainsi, 'image réciproque f~(IN) est un sous-module de Z¢, donc de type fini par
le premier point. Mais, par surjectivité, N = f(f~*(N)) : 'image d’un module de type fini par un
morphisme étant de type fini, ceci achéve la preuve.

Théoréme 4.2 : Si A est un anneau commutatif, I’ensemble des entiers sur Z de A est un
sous-anneau de A. Notamment, E est un anneau.

Preuve : Tout d’abord, les neutres de A sont bien siir des entiers sur Z, comme racine de X et
X — 1. Il faut donc vérifier que cet ensemble est stable par les opérations élémentaires.

Soit x et y deux entiers sur Z de A. On pose Z[z] 'anneau engendré par z : ¢’est un Z-module de

famille génératrice (z%);cy. De la méme fagon, on considére Z[y] et Z[x;y], les anneaux engendrés

par y puis x et y, vus comme des Z-modules.

x étant racine d'un polynome unitaire a coefficients entiers, il existe k € N* et (a;)o<i<k—1 € 7F
k—1

— Z a; r'. Ainsi, ¥ est une Z-combinaison linéaire de la famille (2%)o<i<k_1 €t, par
i=0

récurrence, il en va de méme pour les puissances supérieures. Cette famille est donc génératrice de

Z[z]. De méme, il existe I € N* tel que (y7)o<j<i—1 soit une famille génératrice de Z[y] et on a alors

que (z'y”)o<i<k—1 est une famille génératrice de Z[z;y]. Notamment, ce dernier est de type fini.
0<5<i-1

tels que z¥ =

Soit a = zy. Alors Z[a| C Z[z;y] est un module de type fini d’aprés le lemme précédent. De plus,
la suite des modules engendrés par (a')o<;<x croit avec k (pour linclusion) et a pour limite Z[a].
Ce dernier étant de type fini, la suite est constante a partir d’'un certain rang m € N. Notamment,
a™*t1) est combinaison linéaire des (a")o<i<m sur Z. On construit ainsi un polyndéme unitaire de
degré m + 1 a coefficients entiers admettant a pour racine.

Ainsi, a est un entier sur Z. Mais ce raisonnement peut aussi étre fait pour a = x +y et a = —x.
Les entiers sur Z étant stables par plus, moins et fois, ils forment un sous-anneau de A.

Remarque : Ainsi, x(g) est un entier algébrique, pour tout g € G et x € Car(G). En effet, par
le lemme de 2.1, c’est une somme de racines de I'unité, qui sont elles-mémes des entiers algébriques.

Le dernier but de cette partie est d'établir que les degrés des représentations irréductibles divisent ['ordre du groupe.
Ceci nécessite un dernier petit lemme.

Lemme : Si A et B sont deux algébres, F': A — B est un morphisme d’algébres et z € A est
un entier sur Z, alors F'(z) est aussi un entier sur Z.

Preuve : Puisque = est un entier sur Z, il existe un polynéme P unitaire & coefficients entiers
annulant z. Mais, F' étant un morphisme d’algebres, on a : P(F(z)) = F(P(z)) = F(0) = 0.
P annule donc aussi F'(x), ce qui conclut.
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Théoréme 4.3 :  Soit x € Irr(G). Alors x(1) = deg(x) divise n = |G].

Preuve : Avant toute chose, posons d = x(1), (p; V) une représentation associée a x et, pour
tout K € Cl(G), ex = Zg € Z(C[G]) et fixons un gx € K.
geK
Soit u = ZX ) g € C[G]. Comme x est une fonction centrale, u = Z x(g5") ex donc
= KeCl(G)
u € Z(C[G)]).

u est de plus un entier sur Z. En effet, les x(g!) le sont par la derniére remarque et g annule
X™ — 1 donc c’est aussi un entier sur Z. Par produits et sommes, les entiers sur 7Z formant un
anneau, on a le résultat voulu.

Z(C[GY)) — C

La prochaine étape est de montrer que F': Z CLK e —> y Z agx(g , 0l ay = ag
KeCcl(G geG
Z(Clq)) — End(V)
si g € K, est un morphisme d’algébres. C’est le cas de ¢ : Z ar ex +—> Z aq p(g
KeCl(G) gead
Mais, par le théoréme [3.3), une image de ¢ est nécessairement une homothétie de V et
Cidy — C

(R Nidv ) est aussi un morphisme d’algébre. Il ne reste plus qu’a constater (tou-
v

jours d’apreés le théoréme [3.3) que F' = 1o ¢ pour établir que F est bien un morphisme d’algébres.

Par le lemme precedent et ces deux points, F'(u) est un entier sur Z, donc un entier algébrique.

Mais F'(u = Z x(g = g € Q par le premier théoréme d’orthogonalité. Ainsi,
geG
g = F(u) € ENQ = Z. 11 faut donc nécessairement que d divise n.
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5 Actions de groupe

Dans cette partie, nous entrons dans le vif du sujet. Les trois premiers paragraphes définissent et donnent des propriétés
particuliéres des actions de groupe dans un cadre général.

Le quatriéme paragraphe, quant d [ui, pose la définition des deux actions que nous allons étudier : celles du groupe de
Galois d'une extension cyclotomique sur Ir7(G) d’une part et sur C1(G) d’autre part.

Le dernier paragraphe exploite les précédents pour tirer des propriétés de ces actions.

5.1 Lemme de Brauer

Soit A un groupe fini agissant a la fois sur Irr(G) et sur Cl(G).
Lemme de Brauer : Si pour tous x € Irr(G), a€ A, K € Cl(G), ge K, et ¢ € a.K on a:

a.x (9') = x(9),

alors les a € A fixent autant de caractéres irréductibles que de classes de conjugaison.

Preuve : Soit k = |CI(G)| = [Irr(G)|. Soit (xi)1<i<k les caractéres irréductibles de G, (Kj)1<j<k
les classes de conjugaison de G et (g;)1<j<k des représentants de chaque classe. On pose

X = (Xi(gj))1<i~j<k € M (C) la table des caractéres. Par le second théoréme d’orthogonalité, les
colonnes de X forment une famille libre donc X est inversible.

1 si a.Xi = Xj

Soit a € A, P = (pij)lgi;jgk et Q = (Qij)lgi;jgk dans Mk(C) avec P = ' 0 sinon et
1 si K= aLK; .
¢ij = ‘ 0 :;no; 4 7. Le résultat est alors équivalent a tr(P) = tr(Q).
k
Soit (i; ) € [|1; k|]*. Le coefficient en i-¢éme ligne, j-iéme colonne de PX est Zpisxs(gj) = a.x; (9;)
s=1

k
et celui de X @ est in(gs)qu = xi(a"'g;) ott a”lg; € a”l.K;. Mais d’aprés ’hypothése, pour
s=1
g=a'g;,, K=a"'K;et ¢ =g;,onaax; (g;) = xila'g).
Ainsi, PX = XQ et donc P = XQX!. Deux matrices semblables ayant méme trace, ceci conclut
la preuve.

5.2 Actions isomorphes

Soit A un groupe fini agissant a la fois sur un ensemble X et un ensemble Y, tous deux finis (et
de méme cardinal par contrainte).

Définition : Les deux actions de A sont dites isomorphes s’il existe une bijection o : X — Y
telle que a.a(x) = a(a.x), pour tous a € Aet x € X. a est appelée isomorphisme de A-ensembles.

Théoréme 5.1 : Les deux actions de A sont isomorphes si et seulement si, pour tout B
sous-groupe de A, les actions restreintes de B sur X et Y fixent le méme nombre d’éléments.

Preuve : Si « est un isomorphisme de A-ensembles, soit B un sous-groupe de A et z € X.
Alors : x est fixé par 'action de B < VYa € B, ax ==

& Ya € B, afax) =a.a(r) = alx)

& «fz) est fixé par I'action de B

13



« étant une bijection, ceci implique que B fixe autant d’éléments de X que de Y.

Réciproquement, supposons que, pour tout B sous-groupe de A, les actions de B fixent autant
d’éléments de X que de Y. Notons tout d’abord que, en prenant B le sous-groupe trivial, on a
|X| = |Y|. On va montrer que les deux actions sont isomorphes en raisonnant par récurrence forte
sur le cardinal de X.

Si X et Y n’ont qu'un seul élément, 'unique application de X dans Y convient. Sinon, on suppose
que pour tout couple d’ensembles de (méme) cardinal strictement inférieur & | X| et sur lesquels A
agit de fagon a ce que ses sous-groupes fixent autant d’éléments, on a l’existence d’une bijection
a: X — Y commutant avec l'action.

On peut regarder I'ensemble des sous-groupes de A fixant au moins un point de X, muni de
Iinclusion. Cet ensemble est fini car A l'est et il contient le sous-groupe trivial : il admet donc un
élément maximal B. Soit x € X fixé par B. Le stabilisateur de x sous l'action de A étant le plus
grand sous-groupe fixant x, c’est B par maximalité. De plus, B fixe autant d’éléments de X que
de Y, il existe y € Y fixé par B. Ainsi, B C Stab(y). Mais, Stab(y) fixe un élément de Y, donc
aussi un de X : Stab(y) C B. Finalement : Stab(x) = B = Stab(y). On a donc notamment que les
orbites de x et y sous I'action de A ont méme cardinal.

De plus, pour tout (a;a’) € A : ax = d.x & a'd € Stab(x) = Stab(y) & a.y = a’.y. On
Orb(z) — Orb(y)

a.r — a.y

des cardinaux. Enfin, o; commute bien avec 'action : pour tous a.x € Orb(x) et a’ € A,
d.ai(a.z) =d.(ay) =day=ai(dazx)=a(d.(a.x))

peut donc définir «; : { qui est surjective et donc bijective par égalité

Soit maintenant X’ C X et Y’ C Y les complémentaires de Orb(z) et Orb(y) respectivement. A
agit donc sur X’ et Y’. De plus, comme «; vérifie les hypothéses et que la premiére implication a
déja été démontrée, les sous-groupes de A fixent autant d’éléments dans Orb(z) que dans Orb(y).
Ceci étant aussi vrai pour X et Y, ¢a I'est pour X’ et Y’. Finalement, les orbites n’étant pas vides,
il existe une bijection ap : X’ — Y’ commutant avec I’action, par hypothése de récurrence.

X — Y
Par construction, I'application « : N aj(z) siz € Orb(zr) est un isomorphisme
a(z) size X'
de A-ensembles, ce qui conclut la preuve.

5.3 Action par automorphismes

Pour ce paragraphe, on fixe A un groupe (fini par contrainte).

Définition : On dit que A agit sur G par automorphismes s’il existe un morphisme de groupes

a de A dans Aut(G). On définit alors 'action { AxG — G .
(a;9) +— a.g=afa)(g)

Lemme : Si A agit par automorphisme sur G, alors A agit aussi sur Car(G) par
ax:g— x(atg),onae AetyeCar(G).
De plus : Va € A, V(x;v) € Car(G)?, la.x|av] = [x[¢)] et x € Irr(G) & ax € Irr(G).

Preuve : Soit a € A, x € Car(G) et p une représentation induisant x. Alors p’ : ¢ — p(a™t.g)
est aussi une représentation de G, par composition de morphismes, et son caractére de p’ est a.y.
De plus, si @’ € A, on a bien que (aa’).x = a.(a’.x) et ida.x = x donc ceci définit bien une action.

14



Par ailleurs, pour tous a € A et (x;¢) € Car(G)?,
1 1 .
la.x|a.y] = - g x(a . g)latg™h) = - E x(g)(g™") = [x|e] par changement de variable.

gelG geqG

Enfin : Va € A, Vx € Car(G), x € Irr(G) & 1= [x|x] = [a.x]a.x] & a.x € Irr(G).

Théoréme 5.2 : On suppose que A est un groupe fini qui agit par automorphismes sur G et
tel que |A| An = 1. Si 'action de A fixe tous les caractéres irréductibles de G, alors A fixe tout G.

Preuve : Cette preuve se découpe en plusieurs parties. La premiére est d’utiliser le lemme de
Brauer puis, par I’équation aux classes et un peu d’arithmétique, de montrer qu’il y a un point
fixe dans chaque classe de conjugaison pour finalement en déduire que tous les éléments de G sont
fixés.

Notons tout d’abord que, comme A agit par automorphismes, ’action envoie les classes de conju-
gaison sur les classes de conjugaison : ceci définit une action de A sur CI(G).

De plus, pour tous x € Irr(G), a€ A, K € Cl(G), ge K, et ¢ € a.K on a:

a.x (¢) = x(a™'.(a.g)) = x(g). Par le lemme de Brauer, comme 'action fixe tous les caractéres
irréductibles, toute classe de conjugaison est envoyée sur elle-méme sous 'action de A.

Soit a € A. Par récurrence sur le nombre de diviseurs premiers de 'ordre de a, le lemme 2.3 montre
que a s’écrit comme produit d’éléments commutant entre eux et d’ordre la puissance d’'un nombre
premier. Ainsi, il suffit de vérifier que les éléments de A d’ordre la puissance de n’importe quel
nombre premier fixent tout GG. On peut donc, sans perdre de généralité, supposer que A est un
p-groupe, pour un certain nombre premier p.

Soit K € CI(G) et k = |K|. Par le premier point, A agit sur K. Ainsi, k est la somme des cardinaux
des orbites de cette action. Or on sait que le cardinal d’une orbite est I'indice d’un sous-groupe de
A, donc une puissance de p.

De plus, comme K € CI(G), kln. Mais n A |[A] =1 d’ot n A p = 1 et donc k est premier avec p.
Finalement, k£ ne peut pas étre somme de puissances non nulles de p : une au moins des orbites
est restreinte & un élément. Ainsi, il y a au moins un élément de chaque classe de conjugaison qui
est fixé par l'action de A.

Soit C =G4 ={g €@ ’ Va € A a.g = g} 'ensemble des points fixes. Comme A agit par auto-
morphismes, on vérifie facilement que C' est un sous-groupe de G. De plus, par le point précédent,
I’ensemble des conjugués des points fixes est tout G : U gCg~ ' =G.

geG
Il ne reste plus qu’a montrer que cette derniére condition implique C' = G. Soit s l'indice de C
dans G et (gi)1<i<s € G tels que (¢;C)1<i<s forme une partition de G. Pour tout g € ¢,C, g = g;h
avec h € C'donc : gCg~! = (gih)C(gih)fl = g(hC’ffl)g;1 = ¢;Cg; ' Ainsi :

G=JeCs" ={JaCs = {13 uJaCo '\ {1}
geG =1 1=1

En passant au cardinal, ceci devient : s|C| = G < 1+ s(|C| — 1) d’ou s < 1. Finalement, I'indice
de C dans G est 1 donc C' = G, ce qu’il fallait démontrer.
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5.4 Actions de Galois

Définition : Soit y un caractére de G. Le corps des valeurs de y, noté Q(x), est I'extension de
Q engendrée par les x(g) pour g € G.

Remarque : Par le lemme 2.1, Q(x) C Q(.). Ainsi, 'extension Q(x)/Q est galoisienne (et méme
abélienne), comme sous-extension d’une extension abélienne.

Soit L un sous-corps de C tel que Q(x) C L, pour tout x € Irr(G).
Définition : Comme Q(x) C L, pour tout o € Gal(L/Q) et x € Car(G), on peut définir
o.X { G — C .
g — o(x(9))
Gal(L/Q) x Car(G) — Car(G)

définit une action
(o3 %) — 0.X

Théoréme 5.3 : L’application {
de groupe.

Preuve : Soit 0 € Gal(L/Q) et x € Car(G). 11 s’agit de trouver une représentation de caractére
ox .

Par le théoréme [3.6] il existe une représentation p induisant y et telle que pour tout g € G, la
matrice de p(g) dans une base a tous ses coefficients dans Q. On peut donc considérer I'exten-
sion engendrée par tous les coefficients de toutes ces matrices : elle est finie car engendrée par
un nombre fini d’éléments algébriques. En prenant la fermeture normale de cette extension, on
obtient une extension K/Q.

Par construction, K/Q est normale et on a la tour d’extensions Q C Q(x) C K C Q car x(g) est
une somme d’élements de K pour tout g € G.

Comme Q(x)/Q est normale, le plongement og(,) est un Q-automorphsime de Q(x).

Comme K/Q est normale et ojgr,) € Autg(Q(x)), on peut prolonger ojg,) en un 7 € Autg(K).

Soit g € G. La matrice de p(g) dans une base spécifique étant a coefficients dans K, on peut ap-
pliquer 7 & chaque coefficient. L’ensemble des matrices obtenues quand ¢ varie induit une nouvelle
représentation p’ (g — p'(g) sera toujours un morphisme de groupe car T conserve + et ><). De
plus, le caractere de p’ est 7.x = 0.x car Tig) = T|Q(x)-

Ainsi, 0.x € Car(G). Enfin, I'identité fixe tous les caractéres et I'action est clairement compatible
avec la composition.

Propriétés : De plus, si 0 € Gal(L/Q) et x € Car(G), on a :
L Q(o.x) = Q(x);

2. [oxsox] =[x x5

3. ox € Irr(G) & x € Irr(G) ;

4. A{r.x | 7€ Gal(L/Q)} = {r.x | T € Gal(Q(x)/Q)}

Preuve :
1. Q(o.x) = Q(a(x(9)) | 9 € G) = o(Qx)) = Im(o1900) = QX);
2. [ox;0.x] = |é| > a(x(9)a(x(9)) <|G| > xl(g ) = ol x]) = Xl
geG geqG

3.oxelrr(G)s ox;ox]l=1<xx]=1< x e lrr(G);

4. 0.X = 0jg()-X donc on a l'inclusion directe et la deuxiéme vient simplement de Q(x) C L et
du théoréme de prolongement des morphismes.
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Remarques :

— Le troisiéme point montre que cette action peut étre restreinte a une action sur Irr(G). Clest
cette derniére que l'on va étudier a partir de maintenant. Il est & noter que ce résultat permet
de trouver des caractéres irréductibles a partir d’autres connus.

— Le dernier point montre que, si I’on s’intéresse a un unique Y, on peut prendre L contenant le
Q(x) correspondant et faire agir son groupe de Galois sur l'orbite de .

Avant de donner une illustration, définissons un deuxiéme type d actions, cette fois-ci sur les classes de conjugaison de
G . Si son lien avec un groupe de Galois peut sembler artificiel de prime abord, il sera justifier par le paragraphe suivant.

Dans la suite, on prend N un multiple de e et, grace au lemme 2.4, on pose

I = Gal(Q((N)/Q) = {om : (x ~ 7 | m € [ N[, mAN =1},

Définition : Si g, € I' et K € CI(G), on pose o,. K = {k™ | k € K}.

I'x Cl(G) — CU(G)

(oK) s oK définit une action de groupe.

Théoréme 5.4 : L’application {

Preuve : Soit 0, € T et K € CI(G). Si (k;h) € K* et g € G tels que k = ghg™!, alors
k™ = (ghg™)™ = gh™g~! donc k™ et h™ sont aussi conjugués : o,,.K € CI(G).
L’identité fixe bien les classes d’équivalence et : V(o;0’) € % VK € Cl(G),0.(0".K) = (00”).K.

Remarque : Si l'on s’intéresse a une classe K particuliére, on peut considérer 'action similaire
de Gal (Q(Co)/(@) sur 'orbite de K, ol o est l'ordre des éléments de K. C’est ce que l'on sera amené
a faire a la fin de cet article.

Concluons ce paragraphe en illustrant ces actions sur un exemple concret.

Voici la table des caractéres du groupe PSLy(Fi7), d’exposant 1224 :

Classes Cll CZQ Ol3 Cl4 Cl5 Cl6 Cl7 Clg Clg Cllo Olll
Ordres | 1 2 3 4 8 8 9 9 9 17 17
X1 1111 1 1 1 1 1 1 1
X2 | 9|10 1] -1]-1 0 0 0 L-VIT | 117
xs | 9|10 1] -1]-1 0 0 0 LEVIT | 1-V1T
X4 610201 0 0 1 1 1 —1 | -1
X5 160 1[0] 0 0 | —2cos(3) | —2cos(F) | —2cos(F) | -1 | -1
X6 6] 0] 170 0 0 | —2cos(F) | —2cos(5F) | —2cos(3F) | -1 | —1
X7 60|10 0 0 | —2cos(F) | —2cos(3) | —2cos(F) | —1 -1
X8 w1 [-1]1 1 1 —1 —1 —1 0 0
Xo 81 21]0]]-2] 0 0 0 0 0 1 1
X10 18 —2] 00 | vV2|—V2 0 0 0 1 1
X11 181 =210 | 0 |—vV2] V2 0 0 0 1 1

Concréetement, les actions de Galois sur les caractéres irréductibles permutent les lignes de cette
table. Notons tout d’abord qu’elles fixeront toujours les caractéres a valeurs exclusivement ration-
nelles. Nous reviendrons sur ce cas dans la partie suivante.
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On peut par exemple faire agir Gal (Q(\/l_7)/Q) sur {x2; x3}. De méme, par les formules d'Euler,
sio:(o~ (G € Gal(@(@)/@), alors o.x5 = x¢ et o%.x5 = x7.

Cependant, si on veut agir sur 'intégralité de Irr(G), il faut choisir L = @(\/§7 VIT; cos(%’r)) ou
un corps plus grand. Les orbites de I’action générale correspondante seront donc {x2; x3}, {x5; X6; X7},
{x10; x11} et les singletons restants.

En ce qui concerne les classes de conjugaison, le premier résultat de la partie suivante va permettre
de visualiser I'action directement sur la table. Il donnera par exemple que les orbites sous I'action de

Gal(Q(Ci224)/Q) sont {Cls; Clg}, {Cly; Cls; Cly}, {Clig; Cli1} et les singletons restants.

5.5 Propriétés des actions de Galois

Dans ce paragraphe, on reprend N un multiple de e et on fixe la notation I' = Gal (Q((N) /@)
Comme Q(x) C Q({x) C C pour tout x € Car(G), I' agit a la fois sur Car(G) et CI(G) d’aprés le
paragraphe précédent.

Commengons par un propriété fondamentale qui lie ces deux actions. Elle nous permettra, entre autres, de vérifier

[hypothése du lemme de Brauer :

Propriété : Pour tous x € Irr(G), 0, €', K€ Cl(G), ge K, et ¢ € 0,,,. K, 0on a :

om-X (9) = x(g™) = x(¢)-

Preuve : A nouveau, soit (p, V') une représentation de G induisant y. Alors p(¢g™) = p(g)™. De
plus, comme dans la preuve du lemme 2.1, on peut digonaliser la matrice de p(g) dans une base
de fagon a ce que ses coefficients soient dans Q(¢.) C Q(¢y). Comme o, € I' = Gal (Q(CN)/Q),

x(g™) = tr(p(g™)) = tr(p(g)™) = om(tr(p(g))) = om-x (9)-

Remarque : Si 'on connait la table des caractéres de G et que l'on veut connaitre un o.K,
il suffit donc d’appliquer ¢ a la colonne correspondant & K. C’est ce qui permet de déterminer les
orbites dans le paragraphe précédent.

Théoréme 5.5 :  On a défini une action de I" sur Irr(G) et sur Cl(G). Tout o € I fixe le méme
nombre d’éléments de 'un et 'autre de ces ensembles.

Preuve : Notons d’abord que, si 0 € I et K € CIl(G), alors :
cK=K&K=0"'(0.K)=0c'K .

Le résultat du théoréme découle bien stir du lemme de Brauer mais, pour cette preuve uniquement,
on consideére I'action de I sur les classes de conjugaison définie par : (0,,; K) — o,,'. K. La propriété
précédente donne exactement I’hypothése du lemme de Brauer pour cette nouvelle action. Ainsi,
tout o € I' fixe autant de classes de conjugaisons que de caractéres irréductibles.

De plus, par le premier point de la preuve, pour tout o € I, les deux actions de o sur Cl(G) fixent
les mémes éléments, donc a fortiori le méme nombre d’éléments. Ceci conclut le théoreme.

Le but est maintenant de voir dans quels cas les deux actions sont isomorphes.

Théoréme 5.6 : Si I est cyclique, ces deux actions sont isomorphes. C’est notamment le cas
si e est la puissance d’un nombre premier impair.
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Preuve : Si I' est cyclique, ses sous-groupes le sont aussi : soit H un sous-groupe et ¢ un
générateur de H.

Les puissances de o fixent au moins les mémes éléments que o donc les éléments fixés par H sont
ceux fixés par o. Or, par le théoréme précédent, o fixe autant d’éléments de Irr(G) que de Cl(G).
D’aprés le théoréme [5.1] ceci est équivalent a dire que les actions sont isomorphes.

De plus, par la conclusion du lemme 2.2, T" est isomorphe & (Z/NZ)*, qui est cyclique si N est
la puissance d’un nombre premier impair. Ceci conclut si e = N. Sinon, un élément de I" n’étant
que la composition d’'un élément de Gal(Q((.)/Q) avec un automorphisme laissant la table des
caracteres invariante, le résultat tient toujours.

Théoréme 5.7 : De fagon plus générale, ces deux actions sont isomorphes si et seulement si
les listes (avec multiplicité) d’ensembles (Q(X))Xem«(c) et (@(K>)KeCl(G) sont les mémes, ou Q(K)

est le corps engendré sur Q par les x(g), pour y € Irr(G) et g € K.

Preuve : Pour tout K € CI(G), soit gx € K un représentant. Soit H un sous-groupe de I
Si K € Cl(G), on a : H fixe Q(K) si et seulement si pour tout x € Irr(G), H fixe x(gk) et
donc si et seulement si pour tout x € Irr(G) et ¢ € H, on a U(X(gK)) = o.x (9x) = x(9K)-
Mais, par la premiére propriété de ce paragraphe, o.x (9x) = X(go.x) donc ceci est équivalent a :
Vo € H,Vx € Irr(G), x(9s.5c) = X(gK). Par le second théoréme d’orthogonalité des caractéres, on
a donc 'équivalence :

H fixe Q(K) & Vo€ H, 0. K =K < H fixe K.

On a également : H fixe Q(y) < Vg e G, H fixe x(9) & Vge G,VYo € H, o.x (9) = x(9)
< H fixe x

Ainsi, si les listes de 1’énoncé sont les mémes, tout sous-groupe H de G fixera notamment le
méme nombre d’extensions des deux types et donc de classes de conjugaison et de caractéres
irréductibles par ce qui précéde. D’apres la caractérisation du théoréme [5.1] les actions sont donc
isomorphes.

Réciproquement, si les actions sont isomorphes, tout sous-groupe de I' fixera le méme nombre de
caractéres irréductibles que de classes de conjugaison.

Si H est un sous-groupe de I', on pose E I’ensemble des sous-groupes contenant strictement H.
Alors, par la formule du crible et ce qui précéde :

|E|

= |Irr (G| + ;(—1)‘@ >

(Hi)1<i<k€EF

ﬂ]rr(G)H"

i=1

Irr(G)H\ U Irr(G)?

H'eE

151
= (@ 0RO Ier(@) <
k=1 (Hi)1<i<k€EF

151
=jCU@ [+ (=D DY Joua)t

(Hi)1<i<h€EF

= cua)™\ | cuae)”

H'eE
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Ceci permet de conclure. En effet, si M est un un sous-corps de Q((n) et H = {0 € T'| ojas = idp},
alors, d’apres la correspondance de Galois, pour tout x € Irr(G), Q(x) = M si et seulement si
{o €T | o100y = idgp} = H, ce qui revient & dire que x € Irr(G)™\ U Irr(G)"'. De méme,
H'eE

Q(K) = M si et seulement si K € CI(G)?\ U CU(G)™'. Par ce qui précede, il y a donc autant

H'eE
de x que de K qui engendrent M, pour tout M, ce qui achéve la preuve.

Remarque : Si I'on connait la table des caractéres de GG, ce théoréme permet de savoir facilement

si les actions sont isomorphes, comme c’est le cas pour PSLy(F7), par exemple.

Malheureusement, cette propriété n’est pas toujours vérifiée. En effet, le 9-iéme groupe d’ordre 32
de la base de données Magma donne un contre-exemple. Voila sa table des caractéres (ou i désigne
le nombre complexe usuel) :

Classes |Cli [ Cly [Cl [Cl, [Cls [Cls | Cl; [Clg [ Cly [ Clig [ Cliy | Cliy | Clis | Cliy
Ordres 1 4 2 4 2 2 8 4 2 4 2 8 8 8
Xst 1 1 1 1 1 |1 1 1|1 1 1 1 1 1
Xoui 1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
Xche 1 [ 1 [-17]1 1|1 1 1| 1 1 1 1 1 1
Xgnon 1 [ 1171 1|1 1 1] a1 1 1 1 1 1
Xnoa 1 i 1 [ 1 1] 1 i —i | 1] 1] 1 —i i —i
Yrikou 1 | =1 [ 1 ]1]1 —i i | -1 | -1 ] 1 i —i i
Xtian 1 i -1 111 — | =i | 1] 1] 1 i —i i
Xtimandjaro | 1 | —1 | -1 | 1 [ -1 | 1 i i 1| 1] -1 —i i —i
XUBill 2 0 O —2 2 2 0 O 0 -2 2 0 O O
Xosque 2 0ol o0 22712 0 0] 0 2 -2 0 0 0
Xmono 2100002 ]-2]=2]010 0 2 V2 V2 | V2
Xpa 210 00|22 V2[01]0] 0 |-2]+vV2|-=vV2]|-V2
Xproco 2l ololol|l2]-=2]=iv2l01]0 0 2 W2 | /2 | —iv2
Xdimiews? | 2 | 0 1 01 0] -2]=21&w2] 00 0 2 | —iv2 | —iv2]| iv2

On remarque que les classes de conjugaisons (colonnes) n’engendrent que les Q, Q(i) et Q(i;v/2)
alors que le dernier caractére (ligne) engendre 1'extension Q(iv/2)/Q.
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6 Valeurs de la table de caractéres

6.1 Eléments réels, éléments rationnels

Le but de ce paragraphe est de trouver des conditions pour prévoir quelles valeurs de la table de caractéres seront réelles,
puis entiéres.

Définitions : On définit les notions suivantes :

e g € Gestdit réelsi:Vye Irr(G), x(g9) € R;

e x € Irr(G) est dit réel si : Vg € G, x(g) € R;

o K € CI(G) est dite réelle si g est réel pour un g € K.

Remarque : g € G est réel si et seulement si, pour tout x € Irr(G), x(g9) = x(g9) = x(g71).

Théoréme 6.1 : G a autant de caractéres irréductibles réels que de classes de conjugaison
réelles. De plus, il n’y en a qu’une seule si et seulement si n = |G| est impair.

Preuve : Soit 07 € Gal(Q(()/Q) la conjugaison complexe sur Q((.). D’aprés le
théoréeme [p.5] o_; fixe autant de caractéres irréductibles que de classes de conjugaison.
Or : x € Irr(G)estfixéparo_; < Vg € G,x(g) = x(g9) & xestréel. De méme :
K € CI(Q) est fixé par 0_; & Vg € K,x(9) = x(¢7') & K est réelle. Ceci donne le premier
résultat.

Si G est d’ordre pair, il posséde un élément g d’ordre 2. Comme g = g7, x(g) = x(¢~!) pour tout

X € Irr(G) donc la classe de g est réelle. g étant d’ordre 2, sa classe de conjugaison n’est pas {1},
qui est toujours réelle. Ainsi, il y au moins deux classes réelles distinctes. Par contraposée, s’il n’y
a qu'une seule classe réelle (ou un seul caractére irréductible réel), n est impair.

Si n est impair, soit ¢ € G réel. Alors pour tout x € Irr(G), x(9) = x(¢7'). Par le second
théoréme d’orthogonalité, g et ¢g~! sont dans la méme classe de conjugaison : soit h € G tel que
g ' = hgh™t. On a donc h*gh™2 = hg~'h™! = g. Comme n est impair, ord(h) l'est aussi et donc
ord(h?) = #)(h/\)? = ord(h) donc h et h? engendrent le méme sous-groupe. Comme g est fixé
par I'action de conjugaison de <h?> = <h>, g est fixé par h. Finalement, g~ = hgh™! = g donc
g = 1. Ainsi, la seule classe de conjugaison réelle est {1}, ce qui conclut la preuve.

Remarque : Ce théoréme montre que la table des caractéres de G a autant de colonnes que de
lignes avec des valeurs exclusivement réelles.

Définitions : De méme que précédement :

e g € G est dit rationnel si : Vy € Irr(G), x(9) € Q;

e x € Irr(G) est dit rationnel si : Vg € G, x(g9) € Q;

e K € CIl(G) est dite rationnelle si g est rationnel pour un g € K.

Remarque : Les valeurs des caractéres étant des entiers algébriques, si un caractére est rationnel,
il est méme a valeurs entiéres par le théoréme 4.1.

Théoréme 6.2 : ¢ € (G est rationnel si et seulement si pour tout h € G engendrant le méme
sous-groupe que g, h est conjugué avec g.

21



Preuve : Si x € Irr(G), I'ensemble des points de Q(x) fixés par Gal(Q((,)) est Q. Ainsi :
g € G est rationnel & Vy € Irr(G), x(9) € Q

& Vx € Irr(G),Vo € Gal(Q(G)), o.x (9) = x(9)

& Vme |[|[Ln|l,mAn=1Yx € Irr(G), x(g") = x(9)

& Vme[|l;n|],mAn=1, getg™ sont conjugués
Et cette derniére équivalence donne le résultat par le lemme 2.4.

Théoréme 6.3 : Soit r € N*. La table des caractéres du groupe symétrique S, est a valeurs
entiéres.

Preuve : D’apres le théoréme précédent (et le lemme 2.4), il s’agit de montrer que, pour tous
o €S, et j € Z premier avec r!, o et 07 sont conjugués. On notera supp(c) le support de o € S,
et id le neutre de S,.

Soit k € [|1;7]], 0 € S, un k-cycle et | € Z. Si supp(c') # supp(c), soit a € supp(c) \ supp(c?).
Alors supp(c') C supp(c) = {o'(a) | i € [|1;k|]} car o est un cycle. Mais, Vi € [|1; &[] :

d'(o'(a)) = o' (0'(a)) = 0'(a) car a ¢ supp(a').

Donc oi(a) ¢ supp(c'), pour tout i € [|1;k|], d'ot supp(c') = 0. Ainsi, supp(c') = supp(c) ou
ol =id.

Si j € Z, soit 0 et 0y deux cycles a supports disjoints de la décomposition de o7, d’ordres respectifs
I et m avec | < m. Alors o} et o) apparaissent dans la décomposition de ¢!. Mais, comme o} = id,
supp(o') # supp(c), donc o' = id. Mais alors o}, = id aussi et donc [ = m. Ainsi, 0/ se décompose
en produit de cycles a supports disjoints de méme ordre.

Supposons & présent que j est premier avec 7! , donc notamment premier avec k. Alors ord(o?) = k.
Or, par ce qui précéde, 07 est un produit de cycles de méme ordre k’. Ces cycles sont & supports
disjoints, donc ils commutent : k = ord(o?) = ppem(k') = k'. Comme supp(c?) C supp(c), o’ est
nécessairement un k-cycle de méme support que o. Ainsi, o et 7 sont conjugués dans S, (et méme
dans Ssupp(g)) si o est un cycle.

N

On peut maintenant prouver le théoréme : soit o € S,, 0 = H 0; sa décomposition en produit de
i=1
cycles a supports disjoints et j € Z premier avec r! . Par ce qui précéde, pour tout i € [|1;n]], il

existe h; € Ssupp(o,) tel que : oy = hiafhi_l. Ainsi :
N N . N N N
o= H o; = H hiolh 't = (H h,) (H 0?) (H h;l) car tous les supports sont disjoints
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
N

=ho'h™'  avec h = Hhi €S,

i=1

Finalement, o et ¢/ sont bien conjugués, ce que 1’on voulait montrer.

6.2 Zéros de la table des caractéres

A Uinstar du paragraphe précédent, le but est ici de prévoir les valeurs de certaines entrées de la table des caracteres.
Plys précisément, on s'intéresse a ['existence et la position des zéros puis d la position des valeurs ne pouvant pas s ‘annuler.
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Théoréme 6.4 : Soit H un sous-groupe de G et x € Irr(G). Alors x(g) est non nul pour tout
g€ G\ H sietseulement si x(g) est une racine de I'unité pour tout g € G\ H et x|y est un
caractere irréductible de H.

Preuve : L’implication indirecte est évidente car les racines de l'unité sont non nulles.

Pour tout ¢ € G\ H, soit C; = {¢g™ | m An = 1}. Alors, pour tout o, € Gal(Q(¢,)/Q),

H x(h) | = H om-X (h) = H x(h™) = H x(h') par la propriété du paragraphe 4.5.
heCy heCy heCy heC,
Comme il est fixé par tous les éléments du groupe de Galois, H x(h) € Q et c’est méme un

heC,
entier car c’est aussi un entier algébrique. En passant au carré du module et comme x(h) # 0 par

hypothése, on obtient : H Ix(h)|> > 1.

heCy
\Cg\
Or, par concaviteé : Z Ix(h > 7 Z ( H Ix( )
heC eCy heCy
En passant a I’exponentielle, on trouve : Z h)J? ( H Ix(h ) = > 1. Ainsi :
€Cy heCy

Z h)* = |Cyl

€Cy

et il y a égalité si et seulement si |x(h)| = 1 pour tout h € Cj.

De plus, si C, N H # 0, C, C H car H est un sous-groupe, donc stable par produit. Ainsi, si
Cy n’est pas inclus dans H, il en est disjoint. Les C, étant les classes de la relation d’équivalence
"engendre le méme groupe que", d’aprés le lemme 2.4 il existe (g;)1<i<, tels que (Cgi)lgigr forme
une partition de G\ H. Ainsi :

n=> @)=Y + > P = [Hx[mxul + Y. > Xk

geG geH geG\H i=1 heCy,

> |H| % [ximxu] + Y 1Cy,
=1

=|H|+ |G\ H| =n.

> |H|x1+ ) |C,,
i=1

Le cas d’égalité de la deuxiéme inégalité étant [x|u; x| = 1 et celui de la premiére étant |y (h)| = 1
pour tout h € G\ H, il ne reste qu’a montrer que |x(g)| est de module 1 si et seulement si c¢’est
une racine de 'unité.

Soit k € Net x = x(g)k. Si 01 € Gal(Q((,)/Q) est la conjugaison complexe, alors, pour tout
o € Gal(Q((,)/Q), lo(x)* = o(x) x 0_1(0(x)) = o(z x 0_1(x)) = o(|z]*) = 1.

On sait de plus que x est un entier algébrique dans Q(¢,) : son polynéme minimal est de degré au
plus p(n) et est a coefficients entiers. De plus, par les relations coefficients-racines, ces coefficients
sont des polynomes symétriques élémentaires en les o(z) € Gal(Q((,)/Q). Ces derniers étant de
module 1, par inégalité triangulaire, le module des coefficients est borné (par le nombre de termes
du polynome symétrique correspondant). Comme ce sont des entiers, il existe donc un nombre fini
de polynéme minimal d’une puissance de x(g).
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Ainsi, si (x(g)")ren était infinie, le nombre de polynémes minimaux le serait aussi. Cette famille
est donc nécessairement finie. Notamment, il existe (k; k') € N2, k < &' tel que x(9)* = x(g)* :
X(g) est donc une racine (k' — k)-iéme de I'unité, ce qu’il fallait démontrer.

Exemple : La table des caractéres de Ss est :

Classes | Id | 2-cycles | 3-cycles | 4-cycles | 5-cycles | Clg | Cl;
Ordres 1 2 3 4 5 2 6
Cardinaux | 1 10 20 30 24 15 | 20
X1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 —1 1 1 | -1
X3 4 2 1 0 -1 0 | —1
X4 4 -2 1 0 -1 0 1
X5 5 1 -1 -1 0 1 1
X6 5 -1 -1 1 0 1 | -1
X7 6 0 0 0 1 -21 0

ou Clg et Cl; sont les classes de conjugaison constituées des doubles transpositions et des produits
d’une transposition et d’un 3-cycle (a supports disjoints) respectivement.

Dans le cadre du théoréme, si H = As, le sous-groupe alterné, les classes constituant H sont repré-
sentées en rouge et on calcule facilement que seule la restriction de y7 n’est plus irréductible. De plus,
les caractéres de degré 4 s’annulent en dehors de H. Cependant, pour les quatre caractéres restants,
on constate que les valeurs prises en dehors de H sont 1 et —1, qui sont des racines de 1'unité, comme
prévu par le théoréme.

Bien qu utilisable en soit, ce théoréme permet surtout d établir le corrolaire suivant :

Théoréme de Burnside : Si xy € Irr(G) n'est pas de degré 1, il s’annule en au moins un g € G.

Preuve : Si H = {1}, [xu;xu] = x(1)% Ainsi, si x nest pas de degré 1, y;g n'est pas
irréductible. Par contraposée du théoréme précédent, il existe g € G\ {1} tel que x(g) = 0.

Le prochain but de ce paragraphe est d’établir deux théorémes permettant de prévoir ['emplacement de zéros et de
valeurs non nulles dans la table des caractéres. Mais avant ¢a, il faut poser quelques notations et établir deux résultats
intermédiaires.

Dans le cadre du lemme suivant, posons K € CIl(G), m € N* ainsi que

Sm(K) = {(xi)1<i<m eGm HZUZ € K} et s: (xi)lgigm eG"— (iﬁm; (gji)lgigm—l)-
=1

m—1 m
Si (z;) € Sm(K), alors z, H z; est le conjugué de H z; par z,' donc s((z;)) € Sy (K). Ainsi,
i=1 i=1
s est un automorphisme d’ordre m de G™ et <s> agit sur S,,(K).

Lemme : Soit p premier, v la valuation p-adique de n, N € N* et m = p*™. Si K € CI(G) a
ses éléments d’ordre divisible par p, le cardinal des <s>-orbites de S,,(K) est un multiple de p".
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Preuve : Soit 2 = (2;)1<i<m € Sm(K), O sa <s>-orbite et H son stabilisateur. H étant un
sous-groupe de <s>, il est engendré par s” pour un certain r divisant m. Donc :

|H| = ord(s") = —"— = ™. Ainsi, |O| = K\;IT‘ =r car |<s>| = ord(s) = m.

En outre, par définition du stabilisateur, s” fixe x. Donc, si [ = m/r,

((%ﬂr)lgigr)ogjgl_l =T = Sr(<xi)1§i§m) = ((xz + (l - 1)7”)1§7;§l; (xi+jr>1§i§r)ogj§l_2>- Ainsi,

pour tout j € [|0,] —1|] et i € [|1;7]], Zitjr = ;. Autrement dit, x = (y)1<j<i, 0OU ¥y = (4)1<i<r-

Soit g = Hmz Par ce qui précéde, g = h! avec h = sz et, d’aprés le lemme 2.3, on peut
=1

écrire h = ab avec a d’ordre une puissance de p et b d ordre premier avec p. Il en va donc de

méme de a’ et b’ respectivement et g = a'b'. De plus, comme x € S,,(K), g € K donc p divise

l'ordre de g et donc 1 # ord(a') = %@M. Mais [ et ord(a) sont des puissances de p donc

ord(a) A | = min(ord(a);l) : pour que la non-égalité soit Vraie il faut que [ divise strictement

ord(a), qui lui-méme divise I’ordre du groupe. Finalement, =1 ‘ p?, dou pv | r=0|.

Propriété : Pour tous x € Irr(G), g € G et m € N*,

> Hx T;) = (—1))m_1 x(9).

(2717 @m)eGm =1

T]...xm=g

Preuve : Soit xy € Irr(G) et e, = ZX ) g. D’aprés le théoréme , 2 = ey. Ainsi,
geCG
par récurrence directe, pour tout m € N*, ey = €.

m m 1
Si g € G, le coefficient en g~! de cette égalité donne : <XTD> % Z H N x( )X(g)-
: n
(@150 5zm ) EG™ i=1
z1..am=g1

x(1)

Il ne reste plus qu’a diviser cette égalité par (—) et faire le changement de variable
n

(@15 xm) = (2552,

Définition : Soit p € N un diviseur premier de n, v sa valuation p-adique et x € Irr(G). On dit
que x a p-défaut zéro si p’ divise le degré de .

Théoréme 6.5 : Soit p un diviseur premier de n, y € Irr(G) de p-défaut zéro et g € G. Si
l'ordre de g est divisible par p, alors x(g) = 0.

Preuve : Soit v la valuation p-adique de n, N € N*, m = p**_ K la classe de conjugaison de

g et k son cardinal. Soit (O;);es I'ensemble des <s>-orbites de S,,(K), qui en forme donc une
partition.
Alors, en sommant la propriété précédente pour chaque élément de K, on obtient :

(ﬁ)m‘lx(gw - ¥ Hx - Z((Z Hm) - Z(roj\xﬁm-)),

(z;)ESm (K JjeJ x;)€0; =1 jeJ
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la derniére égalité valant pour n’importe quel (z;) € O;, car le produit y est constant (s ne fait
que permuter les termes).

De plus, par le lemme précédent, p™v ‘ |O;|. Donc, les valeurs des caractéres étant des entiers

m—1
n
—)> = o p" pour un a € E.

x(1

. ) n . . n \"! . .
De plus, comme x a p-défaut zéro, W est premier avec p. Ainsi, (w) est nécessairement
X X

premier avec p” donc, en multipliant une relation de Bézout par 3, il existe (u;v) € Z? tels que :

algébriques, si on note =k x x(g), (

B=upB + v(ﬁ)m B8 =p" (uk x(g) +v a).

Ainsi, pour tout N € N*, 3 est le produit de pV et d’un entier algébrique. Il reste a en déduire
que 5 = 0.

Soit P le polynéme minimal de /3, qui est donc & coefficients entiers. Par ce qui précede, pV divise
S dans E, donc divise aussi ses puissances. I faut donc nécessairement que p divise le coefficient
constant de P dans E mais aussi dans Q (les deux termes sont entiers) et donc dans ENQ = Z.
Ceci devant étre vrai pour tout NN, le coefficient constant est nécessairement nul. Cela implique
que le polynome X divise P, et donc lui soit égal par irréductibilité. Finalement, 0 = 8 = k x x(g)
donc x(g) = 0.

Avant dillustrer ce théoréme par un exemple, énongons-en un autre qui lui est directement [ié par son résultat, méme si
sa preuve repose sur d autres notions.

Théoréme 6.6 : Soit p € N premier, g € G d’ordre une puissance de p et x € Car(G). Si p ne
divise pas x(1), alors x(g) # 0.

Preuve : Soit d = x(1) et (¢; k) € N? tel que ¢ = ord(g) = p*. En reprenant le lemme 2.1 avec
ord(g) a la place de e, on obtient que x(g) est somme de d racines ¢g-iéme de 'unité. En réécrivant
ces racines comme puissance de (,, on a l'existence de (a;)o<i<4—1 € N tels que :

g—1 q—1
X(9)=PC) =D ai¢ et Y a=d
i=0 i=0

Supposons que x(g) = 0. Alors ¢, annule P et donc P = ¢, (), ol ¢, est le polyndéme minimal de
Gg et @ est un polynome sur Q. On veut montrer que @) est a coefficients entiers. P et ¢, sont a
coefficients entiers et le dernier est méme primitif. () s’écrit sous la forme d’un rationnel a multiplié
par un polynoéme a coefficients entiers primitif. Par multiplicativité des contenus, a est le contenu

de P, donc entier.
. . . > k—1\1
Finalement, les coefficients de () sont entiers et, comme ¢, = Z (Xp ) ,ona:
i=0

d=P(1) = ,()Q(1) = pQ(1) € pZ.

Ainsi, p ‘ d si x(g) = 0 et on conclut par contraposée.
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Exemple : Pour illustrer les deux derniers théorémes, revenons sur la table des caractéres de
PSLy(Fy7), d’ordre 2448 = 16 x 9 x 17. Les zéros prévus par le premier théoréme sont en violet et
les valeurs non nulles données par le second sont en bleu.

Classes | Cly | Cly [Cls [Cly | Cly | Clg [Cl; [Clg [ Cly | Clyy | Clyy
Ordres 2 3 4 8 9 9 9 17 17
i 1 [ 11 1] 1 1 [1 11 1 1
X 9 1[0 | 1| 1|1 |0/ 0] 0 |4
xs |9 1]o 1] 1] -1]o]o0][o0[HAT]1YT
X4 6] 0[—=2[01] 0 o 111 -1 =1
X5 16 | O 1 0 0 0 x Y z —1 —1
X6 16 | 0 1 0 0 0 Y z T —1 —1
X7 6010/ 0 0 | z ]z |y | -1 =1
s 71 =11 1 1 [—1|-1]-1] 0 0
Xo 8210 [=2] 0 0 0] 0]oO0 1 1
X10 8 =200 Vv2][=v2]0]0]0 1 1
X11 181 =200 [=V2]V2]0/]0]|0 1 1

Notons que ces théorémes ne sont pas des équivalences, certaines valeurs (en noires) ne bénéficiant
d’aucune information.

6.3 Ordre de certains éléments

Pour ce paragraphe, on fixe un y € Irr(G). De plus, si m € N*, Q,, désignera Q((,,), la m-iéme
extension cyclotomique.

Nous avons vu que les valeurs de la table des caractéres étaient incluses dans Q. mais, en général, ce corps est loin
d’étre le plus petit ayant cette propriété. Ceci a été particuliérement mis en évidence dans le cas des groupes symétriques.

Ily a pourtant des liens entre [a plus petite extension cyclotomique contenant les valeurs d'une ligne ou d’une colonne
de [a table et ['ordre des éléments de G . C'est ce que nous allons voir dans ce dernier paragraphe.

Lemme : Soit g € G. Si x(9) € Qpa \ Qpo-14, avec p, v et a des entiers non nuls et p premier ne
divisant pas a, alors p¥ divise l'ordre de g.

Preuve : L’ordre de g s’écrit ord(g) = p™b, pour certains w € N et b premier avec p. Par le
raisonnement du lemme 2.1, x(g) € Qpup. Si m est le minimum de v et w, on a, par propriété des
extensions cyclotomiques :

X(g> € @p”a N @pwb - @(p”a A p¥b) — @pm(a/\b) C @pma'

Comme x(g) ¢ Qpo-14, Qymq ne peut pas étre inclu dans Q,u-1,. Ainsi, m > v. Mais m était le
minimum de v et w donc nécessairement m = v et donc v < w. Notamment, p” } p*b = ord(g).

Théoréme 6.7 :  Soit F' un corps tel que Q(x) C F C Q, et I' = Gal(F/Q). Si m € N* et
(0:)1<i<m € I'™, I'une des propriétés suivantes est vérifiée :

1. il existe g € G tel que, pour tout i € [|1;m|], x(g) # o; (X(g)) ;

k
2. il existe k € [|1;m]] et (i;)1<j<k € [|1;m|]* distincts tels que y = <H O'Z-j> oX.
=1
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Preuve : Pour tout i € [|1;m]|], soit r; = idp — 0; € Endg(F). Comme F/Q est incluse dans
une extension cyclotomique, donc abélienne, I' est abélien. Soit donc r la composition des r;, peu
importe l'ordre.

Supposons que r o xy # 0 et montrons que l'on a alors la premiére propriété. En effet, dans le cas
contraire, pour tout g € G, il existe un ¢ € [|1;m|] tel que x(g) = 0:(x(g)) c’est a dire r;(x(g)) = 0.

Mais alors 7(x(g)) = Hrj (ri(x(g))) = 0. Ceci étant vrai pour tout g (en faisant varier i en
j=1

i#i
conséquence), on a une contradiction avec I’hypothése.

Réciproquement, supposons que r o Y = 0 et montrons que 'on a alors la deuxiéme propriété. En
effet, en remplacgant les r; par idrp — 0; et en développant r, on obtient :

Ozroxzx—i—Z(—l)k( Z ( cng.).x).

1< < <ip<m

I" agissant sur Irr(G), ceci n’est en final qu’une Z-combinaison linéaire de caractéres irréductibles.
Par indépendance linéaire, au moins I'un des termes de la somme vaut y (pour un k impair).

Théoréme de Brauer : Soit m le plus petit entier tel que Q(x) € Q. Si m = pr est sa
iel
décomposition en facteurs premiers, alors G a un élément d’ordre H pit.

il
Ui>l

Preuve : Soit F =Q,,, J ={iel | v; > 1} et, pour tout i € J, F; = Q%. Alors, pour tout

F:
i € J, le degré de l'extension est [F : F;] = F: Q) = o(m) = p; (car v; > 2). Ainsi, Gal(F/F;)

[Fi: Q] »(3)

est cyclique, engendré par un o; d’ordre p;, pour tout i € J.

Soit o = HO'Z', pour E C J. Supposons par I'absurde que o € Gal(F/Q) fixe x. Alors Q(y) est

i€E
fixé par 0. Mais, dans ce cas, pout tout i € E, Q(x) est fixé par < ¢ >=< g; >, ol ¢ = Hpj.
jEE
i

Finalement, sii € F, Q(y) C F<%> = F; = Qg. Ceci est absurde par définition de m car — < m.
: pi
Ainsi, la deuxiéme propriété du théoréme précédent n’est jamais vérifiée.

Ainsi, par le théoréme précédent, il existe g € G tel que, pour tout i € J, x(g) # 04(x(g)). Donc
x(g) ¢ F<0i= = F;, = Qz. Comme x(g) € Qu \ Qz, par le lemme précédent, p;* divise ord(g).

En faisant varier i € J, H py* divise donc l'ordre de g. Si d est le quotient, il suffit de prendre g¢.
icJ

Lemme : Soit K € Cl(G), g€ K, N ={h e G ! <hgh™'> = <g> } le normalisateur de <g> et
C = {h € G| hgh™" = g} le centralisateur de g. Si 0 = ord(g), les groupes N/C et Gal(Q,/Q(K))

sont isomorphes et ont donc notamment le méme cardinal.
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Preuve : Pour tout h € N, d’aprés le lemme 2.4, il existe un unique k € [|1;0|], premier avec o,
_ . . N — (Z/oZ)"

tel hgh™1 = g*. t de défi : = :

el que hg g". Ceci permet de définir f { b 2

Si hgh™' = ¢* et Wgh'=' = ¢, alors hh/g(hh/)™" = hg®¥’h~! = ¢*¥ donc f est un morphisme de
groupes. De plus, h € Ker(f) si et seulement si hgh™' = g : C est donc le noyau de f.

Par passage au quotient et en composant avec I'isomorphisme du lemme 2.2, on obtient un mor-

phisme injectif ¢ : { N%C : ZGZ(QO/Q) . Soit o, € Gal (QO/Q). On a les équivalences
suivantes :
o est dans I'image de ¢ & <gf> = <g> & g¢* est conjugué a g
& Yx e Irr(G), x(¢*) = xlg) & Yx € Ir(G), ar(x(9) = x(9)
& Q(K) est fixé par 0, < 04 € Gal(Q,/Q(K)).
Ainsi, 'image de ¢ est Gal (QO JQ(K )), ce qui donne l'isomorphisme souhaité.

Théoréme 6.8 : Soit p € N premier, H un p-Sylow de GG, g appartenant au centre de H et K
sa classe de conjugaison. Si K n’est pas rationnelle, le plus petit € N tel que Q(K) C Q, vérifie
ord(g) =p".

Preuve : On reprend les notations du lemme précédent : o = ord(g) = p”, N est le normalisateur
de <g> et (' le centralisateur de g.

Comme K n’est pas rationnelle et par le raisonnement du lemme 2.1, Q, C Q(K) C Q,. Sir =1,
le résultat est donc direct. Sinon, supposons par I'absurde que r n’est pas minimal. Dans ce cas,
@(K ) C Qpr—l.

Comme r > 2, on aurait [Q,r : Q(K)] = [Qpr : Qpr-1] X [Qpr—1 : Q(K)] = p X [Qpr-1 : Q(K)] € pZ.
Or, par le lemme précédent, [Q, : Q(K)] = ‘Gal(@o/@(K))‘ = ‘N/C”. Ainsi, p divise ‘N/C”
et donc a fortiori }G /C } = % Pourtant, comme ¢ est dans le centre de H, son centralisateur C'
contient forcément H. Ainsi, ce dernier est un sous-groupe de C donc |H| divise |C|. Mais H est
un p-Sylow donc |H| = p”, ot v est la valuation p-adique de |G|. Finalement, p ne peut pas diviser
|G / C}, ce qui donne la contradiction recherchée.
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