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1 Introduction

On s’intéresse au comportement asymptotique en temps des solutions de ’équation de
Navier-Stokes incompressible dans tout I'espace:
Ju :

E—i—(?pV)u:Au—Vp, divu=0, (1)
ou u(z,t) € R™ est le champ de vitesse, p(z,t) € R le champ de pression, z € R", ¢ > 0,
et n = 2 ou 3. A ce jour, il existe deux résultats principaux montrant I'existence de
solutions globales en temps de ’équation (1). Le plus ancien, du a Leray [14], affirme que
pour toute donnée initiale ug € L*(R") 'équation (1) possede une solution faible globale
u € Cy([0, +00), L2 (R™)) N L((0, +00), HY(R™)), qui vérifie en outre I'inégalité d’énergie
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L’unicité de cette solution n’est connue que si n = 2, ou si 'on sait a priori que u(t) est
plus régulier, par exemple borné dans H' pour tout ¢t > 0. Mais la propagation de la
régularité n’a pas été démontrée lorsque n = 3.

Le second résultat, dit & Kato [12], établit que le probleme de Cauchy pour I’équation
(1) est localement bien posé dans 'espace L"(R™). En outre, si la donnée initiale est
suffissamment petite dans cet espace, la solution est globale et reste pour tout temps
dans un voisinage de l'origine. Il convient de noter que la norme de I'espace L™(R") est
invariante sous le changement d’échelle

u(z,t) — Mu(Az, \°t) ,  p(x,t) = NpAxz, \*t) , A >0, (3)

qui laisse ’équation inchangée. En fait, il suffit pour assurer la globalité de la solution
que la donnée initiale soit petite dans un sens plus faible, par exemple dans I'espace de
Besov By qui est également invariant par changement d’échelle [5].

Les approches de Leray et de Kato donnent des résultats identiques lorsque n = 2. En
dimension trois, si I’on s’intéresse au comportement asymptotique en temps des solutions,
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on peut sans perte de généralité se restreindre aux petites solutions de Kato. En effet,
en utilisant l'inégalité d’énergie (2) et un argument d’unicité “fort-faible”, on montre
que toute solution faible de Leray coincide, a partir d'un certain temps, avec une petite
solution dans L*(R?). En outre, il a été établi récemment que toute solution globale de
(1) dans L?(R?) converge vers zéro dans cet espace [6].

Dans le cadre des solutions faibles, une question importante laissée ouverte par Leray
est celle de la décroissance temporelle de 1'énergie. En vertu de (2), I'énergie cinétique du
fluide ]|u(t)||7. est une fonction décroissante du temps; il est donc naturel de se demander
si cette quantité converge toujours vers zéro lorsque ¢ — +o00. La réponse est affirmative,
comme 'ont montré Kato [12] en dimension deux et Masuda [15] en dimension trois.
L’étape suivante, qui nécessite des hypotheses supplémentaires sur la solution, consiste
a étudier le taux de décroissance de ||u(t)||z2 lorsque ¢ — +o00. Les premiers résultats
dans cette direction ont été établi par Kato [12], Schonbek [18], Kajikiya & Miyakawa
[11], Beirao da Veiga [1], et Wiegner [21]. Citons le dernier d’entre eux, qui nous parait
particulierement significatif:

Proposition 1.1 [21] Soit u une solution faible globale de (1) dans L*(R™), vérifiant
linégalité d’énergie (2). Si la donnée initiale ug = u(0) € L*(R™) vérifie
C

”etAu(]”L2 S m Vt Z 0 5 (4)

pour un certain o > 0, alors la solution u vérifie

C/
lu@)l[z2 <

< Ty vt >0, (5)

ot f = min(a, (n+2)/4).

Ce résultat signifie que les solutions faibles de (1), mesurées en norme d’énergie,
décroissent au moins aussi vite que les solutions de I’équation de la chaleur avec les
meémes données initiales, pour autant que cette décroissance ne soit pas plus rapide que
t*(n+2)/4'

Cette limitation apparente de la décroissance temporelle des solutions est intimement
liée aux restrictions imposées a la localisation spatiale des solutions par la contrainte
d’incompressibilité divu = 0. Pour éclaircir ce point, éliminons la pression p dans (1)
en projetant I’équation sur les champs de vecteurs a divergence nulle. On obtient ainsi
I’équation équivalente

— +P(u-V)u = Au, divu=0, (6)

o P =1— V(A1) div est le projecteur de Leray-Hopf. Il est clair que P est un multi-
plicateur de Fourier homogene de degré zéro, de classe C'> en dehors de 'origine, mais
qui présente une discontinuité en & = 0. Cette singularité empéche les solutions de (6)
de décroitre arbitrairement vite lorsque |z| — oo. Par exemple, si u € C§°(R"™) vérifie
divu = 0, un calcul direct en variables de Fourier montre que |z|""'P(u - V)u est une
fonction bornée, et que

lim _|z[""|(P(u - V)u)(z)| = 0

|z|—o00



si et seulement st il existe une constante ¢ > 0 telle que
/ wi(x)uj(x)de = cby;, 4,j=1,...,n. (7)

Or, I’évolution définie par (6) ne préserve pas les conditions (7), sauf lorsque ces dernieres
sont satisfaites pour des raisons de symétrie (ce point est discuté en détail dans la these
de L. Brandolese [3]). En conséquence, méme si 'on impose a la donnée initiale d’étre
réguliere et a support compact, la solution u(x,t) de (6) décroitra en général comme
|z| 77! lorsque |z| — oo, et ce pour des temps arbitrairement petits. Ces considérations
peuvent se résumer ainsi: “En I'absence de symétries, les solutions de (6) décroissent au
mieux comme |z|~""! lorsque |z| — 00”.

Le lien annoncé avec le résultat de Wiegner est l'observation que, si uy € L*(R™)
est & divergence nulle et si |x]"ug(x) est borné sur R”, alors ug vérifie (4) précisément
pour tout o < (n+2)/4 (on utilise ici le fait que wuy est & moyenne nulle, & cause de
la condition d’incompressibilité). En d’autres termes, la valeur critique (n+2)/4 peut
étre interprétée comme le taux de décroissance en temps des solutions de 1’équation de
la chaleur pour des données initiales qui décroissent en espace aussi vite que le permet
I’équation de Navier-Stokes en ’absence de symétries. Remarquons au passage que la
condition (4) peut trés bien étre remplie, pour un a > 0 arbitraire, sans que uy ne
possede de décroissance particuliere a l'infini. Il suffit en effet que la transformée de
Fourier (§) s’annule suffisamment vite lorsque |£| — 0, mais une condition de ce genre
n’est pas préservée non plus par ’équation de Navier-Stokes.

A la lecture du résultat de Wiegner, il est naturel de se demander s’il existe des
solutions (non triviales) de I’équation de Navier-Stokes qui vérifient

Tim (4 u(t)]|2 = 0. (8)

Comme nous le verrons plus loin, la réponse est affirmative, en toute dimension d’espace.
De plus, il est relativement aisé de construire des exemples de données initiales “symé-
triques” pour lesquelles la solution vérifie (8). Ceci est connu depuis longtemps en dimen-
sion deux, mais n’a été observé en dimension trois que tres récemment [4], [3].

La question ci-dessus, ou celle apparentée des “bornes inférieures”, a été étudiée en
détail par M. Schonbek dans une série de travaux [19], [20]. Ses résultats ne sont mal-
heureusement pas tous corrects, et contredisent parfois les énoncés ci-dessous. Il convient
néanmoins de citer un travail récent, en collaboration avec T. Miyakawa, dans lequel est
établie la proposition suivante:

Proposition 1.2 [16] Soit ug € L*(R") tel que divug = 0 et (1 + |z|)ug € L*(R"). Soit

u une solution faible globale de (1) de donnée initiale ug, vérifiant l'inégalité d’énergie
(2). Pour k,0=1,... ,n, définissons les coefficients

bre = / zo(up)p(x)de ,  cxe :/ / ug(x, t)up(x, t)dedt .
n 0 n
Alors la solution u vérifie (8) si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que

bkg:() et CMIC§M, k,ﬁzl,...,n. (9)



On notera ’analogie entre les conditions (7) et (9). Remarquons aussi que les coeffi-
cients ¢y sont bien définis, car la solution u vérifie ||u(t)||2 < C(14+¢)~"*+2/% en vertu
du résultat de Wiegner.

La proposition ci-dessus donne, a premiere vue, une caractérisation des solutions de
(1) qui vérifient (8). En fait, il faut prendre garde a I’hypothese cruciale (1+4|x|)uy €
L'(R™), qui permet entre autres de définir les moments by,. Ainsi que nous l’avons vu
plus haut, cette propriété n’est pas préservée par I’équation de Navier-Stokes. Il s’ensuit
en particulier que, si u(z,t) est une solution vérifiant les conclusions de la proposition,
la caractérisation (9) ne peut pas, en général, étre appliquée a une solution translatée
u(z,t+1T), alors que cette derniere vérifie évidemment (8)! En d’autres termes, le résultat
de Miyakawa et Schonbek est une caractérisation des solutions de (1) qui vérifient (8) et
dont la donnée initiale se trouve dans le sous-espace L'(R",(1+|z|)dz), qui n’est pas
invariant sous 1’évolution. Comme nous le verrons plus loin, il est possible de décrire
I’ensemble des solutions vérifiant (8) si I’on travaille dans un espace fonctionnel approprié.

Le reste de ce texte est une présentation de différents résultats obtenus en collaboration
avec C.E. Wayne [7], [8], [9]. Le but de notre travail était de calculer explicitement
un développement asymptotique des solutions de (1) en puissances inverses de ¢ lorsque
t — +o00. Cet objectif est difficile a atteindre si 'on travaille directement avec le champ de
vitesse u(z,t), en raison de la mauvaise décroissance spatiale de celui-ci. Pour I’équation
linéarisée (équation de Stokes, ou de la chaleur), un calcul direct montre que, si la donnée
initiale ug décroit suffisamment vite a l'infini, alors

u(a,t) = (uo)(x) = W%G(%) / “uofy) dy

1 "o T
i G(—) / i d = D/2y
T e Z i \Vi) Jan yiuo(y) dy + of )

i=1

lorsque t — oo, ot G(y) = (4w) "2 /4 Le premier terme du membre de droite
est toujours nul, car ug € L'(R") et divuy = 0 impliquent [ugdz = 0. Il est donc
nécessaire, pour extraire le premier terme non nul du développement asymptotique, de
supposer que (14|z|)ug € L'(R™). Mais, comme nous l'avons vu, cette propriété n’est
malheureusement pas préservée par ’équation de Navier-Stokes. Il s’ensuit que cette
approche naive ne permet pas de calculer un seul terme de ce développement dans le
cas non linéaire, et ce en aucune dimension d’espace. En résumé: “Pour les solutions
de I'équation de Navier-Stokes, le taux de décroissance en temps ne se lit pas sur le
comportement a l'infini du champ de vitesse, car celui-ci est déterminé essentiellement
par la contrainte d’incompressibilité”.

Une fagon naturelle de contourner cette difficulté est d’étudier d’abord 1’équation
vérifiée par la vorticité (ou le tourbillon) associée a 1’écoulement, puis de remonter au
champ de vitesse par la formule de Biot-Savart. L’intérét de cette approche détournée est
que la décroissance a l'infini de la vorticité n’est pas limitée par la contrainte d’incompressi-
bilité, a l'inverse de ce qui se produit pour le champ de vitesse. Si 'on suppose que la
vorticité est bien localisée en espace, ce qui est vérifié dans de nombreux écoulements
physiques, on donc peut étudier son comportement asymptotique en temps par les mé-
thodes habituelles, inspirées du développement ci-dessus pour 1’équation de la chaleur.
Cependant, comme la vorticité est un scalaire en dimension deux et un champ de vecteurs
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a divergence nulle en dimension trois, il est préférable (ne serait-ce que pour des raisons
de notations) de traiter les deux situations séparément. Dans ce qui suit, nous nous
concentrerons sur le cas de la dimension deux, qui est le plus intéressant du point de vue
du comportement asymptotique. Nous renvoyons le lecteur & notre article [8] pour une
présentation des résulats correspondants en dimension trois.

2 Variables d’échelle et propriétés spectrales

On suppose désormais que n = 2, et on considere la vorticité w(x,t) € R définie a partir
du champ de vitesse u(x,t) par la relation w = Oyus — dyuy. L’équation d’évolution pour
w s’écrit

0
8—°:+(u.V)w = Aw, (10)
ou le champ de vitesse u est donné par la formule de Biot-Savart
1 (z—y)* 2
= — —_— dy , eR”. 11
ue) = 3= [ Slreway. (1)

Ici et dans la suite, on note (1, zo)* = (=2, 7). Le probleme de Cauchy pour 1'équation
(10) est globalement bien posé dans I'espace L'(IR?) [2], [13]. En outre, il n’est pas difficile
de montrer que si la donnée initiale wy est a décroissance rapide, il en va de méme de la
solution w(x,t) pour tout ¢ > 0. Dans ce cas, la décroissance a I'infini du champ de vitesse
u est directement reliée au nombre de moments nuls de la vorticité w. Plus précisément,
supposons que w € S(R?) et définissons les moments

M = wx)de, M; = riw(x)dr , M; = / riz;w(z)de
R2

R2 R2
oui,j =1,2. Si u est le champ de vitesse défini par (11), on a les résultats suivants:
e Si M # 0, alors |u(z)| ~ |z|7! lorsque |z| — oo; en particulier, u ¢ L?*(R?).

e Si M = 0 mais M; # 0 ou My # 0, alors |u(x)| ~ |z|~2 lorsque |x| — oo; en
particulier, u ¢ L!(R?).

e Si M = M; = My =0 mais My; # My ou My # 0, alors |u(x)| ~ |z|~3 lorsque
|z| — o0o; en particulier, u ¢ L'(R?, (1+|x|)dx).

D’autre part, il est facile de vérifier que la moyenne M et les premiers moments My, My de
w sont préservés par I’évolution (10), mais qu'il n’en va pas de méme de M;; — My ni de
M;i5. Ces moments d’ordre deux ne seront donc généralement pas nuls pour ¢ > 0 méme
si on choisit la donnée initiale de facon qu’il s’annulent au temps ¢ = 0. En conséquence,
pour ¢ > 0, le champ de vitesse décroitra comme |z|~3 lorsque |z| — oo, en accord avec
les résultats énoncés dans 'introduction.

Pour étudier le comportement asymptotique en temps des solutions de (10), on intro-
duit les “variables d’échelle” ou “variables autosimilaires”

£ = ; 7 = log(1+1).




Si w(x,t) est une solution de (10) et si u(z,t) est le champ de vitesse associé, on définit
de nouvelles fonctions w(§, 7) et v(§, 7) par

1 T

w(z,t) = 1+tw(\/1_+t,log(1+t)), (12)
1 T

u(w,t) = mv(m,log(1+z>). (13)

La vorticité transformée d’échelle w(&, 7) vérifie alors 1’équation
oyw+ (v-Vew = Lw, (14)

ou L est 'opérateur (de Fokker-Planck) défini par
1
Lw = Aew+ H(6- Vehw v (15)

Le champ de vecteurs v(£, 7) n’est autre que le champ de vitesse associé a w(&, 7) par la
loi de Biot-Savart. De fagon remarquable, I’équation (14) est encore autonome, alors que
le changement de variables (12) “mélange” le temps et 'espace. Ceci résulte évidemment
de l'invariance d’échelle (3).

Un cadre fonctionnel approprié a I’étude des solutions de (14) est 'espace L?(m) défini
pour m > 0 par

L*(m) = {w € L*(R*) | lw]|l,m < 00}, ol |wll;, = /RQ(l + €)™ w()]* de -

On notera que L*(m) n’est autre que la transformée de Fourier de 'espace de Sobolev
H™(R?). Le parametre m permet d’ajuster la décroissance & l'infini de la vorticité. Si
w € L?(m) pour un m > 1, alors w € L'(R?), et le champ de vitesse associé v est de
carré intégrable si et seulement si [, w(€) d§ = 0. Notre premier résultat montre que le
probléme de Cauchy pour (14) est globalement bien posé dans L?(m) si m > 1.

Proposition 2.1 Soit m > 1. Pour toute donnée initiale wy € L*(m), "équation (14)
possede une unique solution globale w € C°([0,00), L*(m)) vérifiant w(0) = wy. En outre,

1) Jw(T)||m < K(||wol|m) pour tout 7 > 0, ot K(r) — 0 lorsque r — 0;

2) Ja2w(§,7)dE = [go wo(€) dE pour tout T > 0;
$) 5 fon wp(€) dE = 0, alors (7). — O lorsgue 7 — oo.

La démonstration est tout a fait classique: on montre d’abord l'existence locale par
un argument de point fixe sur I’équation intégrale associée a (14), puis on vérifie a I’aide
d’estimations d’énergie que les solutions restent bornées. Le point 3) concerne les solutions
d’énergie finie, c’est-a-dire telles que le champ de vitesse v soit de carré intégrable. On
sait dans ce cas que [|v(7)||z2 — 0 lorsque 7 — oo, et on en déduit que ||w(7)||,m — 0.

L’unique effet du changement de variables (12) sur I’équation (10) est de remplacer
le laplacien par l'opérateur (15), apparemment plus compliqué. Mais ce dernier possede
des propriétés spectrales remarquables qui clarifient le comportement asymptotique des
solutions.



Proposition 2.2 Soit m > 0. Le spectre de l'opérateur £ dans L*(m) (défini sur son
domaine mazimal) est [’ensemble

om(L) = {Ae@’é)%(/\)g I_Qm}u{—glkeN}.

En outre, si k € N vérifie k+1 < m, alors —k/2 est une valeur propre isolée de L de
multiplicité k + 1.

Fig. 1. Le spectre de I'opérateur linéaire £ dans L?(m) lorsque m = 4.

La démonstration de ce résultat repose sur les idées suivantes:

(1) L’opérateur L est formellement conjugué au hamiltonien de 1’oscillateur harmonique:

- I3k
€2/8 pol€lP/8 — A 4 = — IS1
e e + 5 16

dont le spectre est bien connu. On en déduit que, pour tout k& € N, —k/2 est une valeur
propre de £ de multiplicité au moins k 4 1. Les fonctions propres associées (fonctions de
Hermite) sont & décroissance rapide, et appartiennent donc & L?(m) pour tout m > 0.
Les premieres d’entre elles joueront un role important dans la section suivante. Il n’est
donc pas inutile de les énumérer ici, ainsi que que les champs de vitesse et les projecteurs
spectraux correspondants:

e )\ =0 (valeur propre simple, si m > 1).
Fonction propre: G(£) = (4m) e €/
Champ de vitesse: v% (&) = (2n[€[2)~1(1 — e /4L (~ €71 lorsque |¢] — o0)
Projection spectrale: w — G [, w(§) d§

e \ = —1/2 (valeur propre double, si m > 2).
Fonctions propres: F;(§) = 0,G(§) = —%G(f), i=1,2
Champs de vitesse: v%(€) = Q% (E) (~ |£]72 lorsque |¢| — o0)
Projections spectrales: w — F; [p.(=&)w(£)dE, i=1,2
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e \ = —1 (valeur propre triple, si m > 3).
Fonctions propres: Hy(£) = AG(E), Hy(€) = (02 — 03)G(€), H3(&) = 010,G(€)
Champs de vitesse: v71(£) = AvCP(¢) = —1G(€)¢+ (gaussien)
v2(§) = (0F — 03)vE (&), v (€) = 019:vE(€) (~ [¢]7° lorsque [¢] — o0)
Projections spectrales: w — H; [5, pj(§)w(§)dE, j=1,2,3, ou

(&) = 3(1617 = 4), p2(§) = 1(&F — &), ps(§) = &i&e.

(2) Dans l'espace de Fourier, £ est un opérateur différentiel d’ordre un:
—_~ 1 ~
(Lw)(k) = —(|k|* + gk Vib(k) ke R? .

Fixons A € C tel que R(\) < 1/2, et définissons w € L*(R?) par sa transformée de Fourier
W(k) = |k|7> e Alors il est facile de vérifier que Lw = Aw, et que w € L%(m) si
R(N) < (1—m)/2. Ainsi, chaque point du demi-plan {z € C|R(z) < (1—m)/2} est une
valeur propre de £ (en fait, de multiplicité infinie).

(3) Lopérateur L est le générateur d'un semi-groupe fortement continu dans L?(m),
donné par les formules explicites:

(€ Lw)(k) = e DR G(ke 2) | ou
o™ _ e ox _|f—5/|2 w(Ee™/?) de!
@ = e [ (e

ot a(t) =1—e ". Fixons k € N, et supposons que m > k+1. Notons Py, : L?*(m) — L*(m)
le projecteur spectral sur le sous-espace engendré par les fonctions propres de L relatives
aux valeurs propres 0, —1/2,..., —k/2, et définissons @ = 1 — P;. Si k < 0, on posera
P, =0, Qr, = 1. Comme le suggerent les expressions ci-dessus, une fonction w € L*(m)
vérifie Pyw = 0 si et seulement si fRQ £2w(€) d€ = 0 pour tout multi-indice o € N? tel que
la] = a1 + as < k. Le résultat suivant se montre par calcul direct:

Lemme 2.3 Soit m > 0, et soit k € Z tel que k+1 < m < k+ 2. Pour tout € > 0, 1l
existe C' > 0 tel que, pour tout w € L*(m),
le™“Qpwlm < Cez ™+, , VYr>0. (16)

En d’autres termes, la restriction du semi-groupe e™ au sous-espace invariant Q, L?(m)

(ou les valeurs propres isolées 0, —1/2, ..., —k/2 ont été éliminées) décroit essentiellement
comme ez=™) Jorsque 7 — oo. Ceci implique, par le théoréme de Hille-Yosida, que
le générateur £ ne possede pas de spectre dans le demi-plan {A € C|R(\) > 52}, &
Iexception des valeurs propres sus-mentionnées. Ceci termine la démonstration de la

proposition 2.2.

La proposition 2.2 joue un role central dans I’'étude du comportement asymptotique
des solutions de (14), en particulier pour les solutions d’énergie finie, qui convergent vers
zéro lorsque 7 — +o00. Elle implique en effet que, si m > 0 est choisi suffisamment grand,
la partie “principale” du spectre de £ (celle qui détermine le comportement asymptotique
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en temps) est discréte. Par des méthodes standard, inspirées de la théorie des systémes
dynamiques de dimension finie, on peut donc calculer un développement asymptotique
de ces solutions lorsque 7 — 00, a un ordre arbitrairement élevé. Ce programme sera
esquissé dans la section suivante, ou nous calculerons le premier terme non nul de ce
développement dans deux situations différentes.

On peut aussi exploiter la discrétisation spectrale de facon plus fondamentale en con-
struisant des wvariétés invariantes locales qui donnent une vision géométrique du portrait
de phase de I’équation (14) au voisinage de 'origine. Nous ne développerons pas ces idées
ici, mais nous renvoyons le lecteur intéressé a notre article [7] ou cette approche a été
détaillée. Nous rencontrerons toutefois un exemple de variété stable dans la section suiv-
ante, et nous étudierons également dans la derniere section la variété centrale de 1’origine,
qui coincide en fait avec le sous-espace {aG | a € R}.

3 Etude asymptotique des solutions d’énergie finie

Dans cette section, on suppose que la donnée initiale wy appartient & L*(m) pour un m
suffisamment grand (par exemple, m > 4), et que wy est a moyenne nulle. En vertu de la
proposition 2.1, I'équation (14) posseéde une unique solution globale w € C°([0, 00), L*(m))
qui vérifie w(0) = wy et ||w(7)||m — 0 lorsque 7 — oo. Comme nous 'avons déja observé,
le champ de vitesse associé est d’énergie finie et vérifie ||v(7)|L2 — 0 lorsque 7 — oc.
Décomposons w(&, 7) et v(&, 7) de la la fagon suivante:

w(é ) = Z@-(r)ﬂ(&)+Zvj<T>Hj<£>+R<£,r), (17)

W) = S AERTEO + D B + 0 (7). (18)

ou F;, H; sont les fonctions de propres de £ introduites dans la section précédente, et les
coefficients [3;, v; sont définis par

B = [ (cewiEends, =12,
W) = [ m@uEnds. =123,

Par construction, le reste R(£,7) appartient au sous-espace Qo L*(m) constitué des fonc-
tions dont les premiers moments (jusqu’a l'ordre deux inclus) sont identiquement nuls.
En vertu de la proposition 2.2, le spectre de L restreint a ce sous-espace est compris dans
le demi-plan {\ € C|R(\) < —3/2}.

En remplagant le développement (17) dans I’équation (14), on trouve que les coeffi-
cients (; vérifient I’équation linéaire

1
= B, i=1,2.
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(Cette relation équivaut a la conservation des moments d’ordre un de la vorticité w dans
les variables originales.) L’évolution des coefficients ~; est régie par le systeme non linéaire

=", 2= —72—/ vvadf, Y3 = —VSJF/ (U%_Ug)d§7 (19)
R2 R?

ou v doit étre remplacé par son expression (18) en fonction de 3, 7, et R. Enfin, le reste
R vérifie une équation de la forme

R, = LR+ N (3.7, R) , (20)

ou N est une fonction quadratique de 3,7, R.

Il est évident que G;(7) = e 7/2b; pour i = 1,2, ot b; = 3;(0). En insérant ce résultat
dans les équations pour v et R, et en utilisant le fait que toutes ces quantités convergent
vers zéro, on montre facilement que |y(7)| + ||R(T)||., = O(1e™7) lorsque 7 — oo. 1l
s’ensuit que

=0(te™™), T—+400.

m

2
R
i=1

(Le préfacteur 7 dans le terme de reste s’explique par le fait que les équations pour s, v3
contiennent des termes quadratiques en 3 qui entrent en “résonance” avec la valeur propre
—1 de l'opérateur linéaire.) Pour exprimer ce résultat dans les variables originales, notons

Wapp (T, 1) = Ztsj? E(%) , Uapp(2,1) = Z%UFZ(%) : (21)

=1 =1

On a alors 'énoncé suivant:

Proposition 3.1 Soit m > 3, et soit wy € L*(m) tel que [g, wo(x)de = 0. Siw(z,t) est
la solution de (10) de donnée initiale wy, et si u(x,t) est le champ de vitesse qui lui est
associé, alors pour tout p € [1,+00] on a

logt logt
) = @l = O(525) Nl = wapl®)llr = O(5E5) |
tr t2 v
lorsque t — 00, 0U Wapp, Uapp SOnt donnés par (21) avec b; = — fRQ ziwo(z) de.

Dans le reste de cette section, on suppose en outre que b; = 0 pour ¢« = 1, 2, c’est-a-dire
que les moments d’ordre un de la donnée initiale wy sont tous deux nuls. En d’autres
termes, on se place dans le sous-espace invariant Q;L*(m), qui est de codimension trois
dans L?*(m). Au vu de (19), (20), il est clair que ||w(7)|,, = O(e™7) lorsque T — o0, ce
qui implique que ||v(7)||z2 = O(e™7). En intégrant (19), on trouve donc

M) =ce ™, Y1) = e T 0P, (1) = cse T+ 0(e ),

lorsque 7 — 00, ou ¢; = 71(0) et
o = 72(0) —/ e’ </R v1(§, s)ve(€, s) dé) ds ,

o = u0)+ [ e ([ o2 - nesp)ag)as.
10
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En outre, |R(7)|lm = O(e™37/?) au vu de (20). Il s’ensuit immédiatement que

= 00?75 400

m

3
Hw(T) — Z cje "H,;
j=1

Pour traduire ce résultat dans les variables originales, on note

3 3
_ . Cj xT _ B cj I
Wapp (l‘, t) o z : t_2 Hj (%) ) uapp(xa t) = E 753)7 v <%> ,

Jj=1 Jj=1

et on obtient un énoncé tres semblable a celui de la proposition 3.1:

Proposition 3.2

(22)

(23)

Soit m > 4, et soit wy € L*(m) tel que [p wo(x)de = 0 et [ xiwo(x)dz = 0 pour
i=1,2. Siw(x,t) est la solution de (10) de donnée initiale wy, et si u(x,t) est le champ
de vitesse qui lui est associé, alors il existe cq,co,c3 € R tels que, pour tout p € [1, 0],

p

o) = Gnlt)ir = O( )+ (D) = ()i = O(575) -

lorsque t — 00, 0U Wapp, Uapp sont donnés par (23).

Fig. 2. Une esquisse du portrait de phase de 1’équation (14) dans Q;L?*(m). La variété fortement

stable W est constituée des solutions qui convergent vers zéro plus vite que e~". L’intersection W N Ej,

représentée ici par deux points, contient en fait un sous-espace vectoriel de dimension infinie.

On sait que Q,L*(m) = E, @ E,, ou E, = Q,L*(m) et E. est le sous-espace engendré
par les fonctions propres Hy, Hy, H3. Introduisons a présent la variété fortement stable

(de l'origine) définie par

W, = {wo € QuLA(m)]| Tim € w(r) ] =0},

11



ou w(r) désigne la solution de (14) de donnée initiale wy. La théorie des variétés in-
variantes permet de montrer qu’au voisinage de zéro I'ensemble W, C Q;L*(m) est une
sous-variété réguliere de codimension trois, tangente a l'origine au sous-espace Es. En
outre, comme toutes les solutions dans Q;L?(m) convergent vers zéro lorsque 7 — oo, on
peut également démontrer que W, tout entier est une sous-variété réguliere de Q,L*(m).
Enfin, il suit de (22) que les solutions sur Wy sont exactement celles qui vérifient ¢; =
co = c3 = 0, et la proposition 3.2 montre que ces solutions sont aussi celles pour lesquelles
t||u(t)||zz — 0 lorsque ¢ — oo. Nous voyons donc que, si 'on se place dans un espace ou
la vorticité décroit suffisamment vite a 'infini, alors les solutions de ’équation de Navier-
Stokes qui vérifient (8) (pour n = 2) forment une sous-variété réguliere de codimension
finie.

Comme nous ’avons mentionné dans 'introduction, la proposition 1.2 donne une car-
actérisation des solutions sur la variété fortement stable pour lesquelles le champ de vitesse
initial vérifie (14|z|)ug € L'(R?). Cette derniere condition entraine que les quantités v;(7)
définies plus haut vérifient v2(0) = 73(0) = 0. Comme on a également v,(0) = ¢; = 0
sur la variété, on voit que la proposition 1.2 caractérise en fait l'intersection W, N Ej.
Cette derniere n’est pas vide, car elle contient en particulier toutes les fonctions w € F, a
symétrie radiale (cette symétrie définit un sous-espace invariant dans lequel I’équation (10)
se réduit a I’équation de la chaleur). En revanche, on montre facilement que Wy ¢ E;, ce
qui équivaut a dire que le sous-espace E n’est pas invariant sous I’évolution. Restreintes
au sous-espace Fj, les conditions ¢; = ¢5 = ¢3 = 0 qui définissent W se réduisent a (9).

4 Stabilité des tourbillons d’Oseen

Dans cette derniere partie, on étudie & nouveau I’équation (14) dans l'espace L?(m) avec
m > 1, mais on ne suppose plus que la vorticité w est de moyenne nulle. Les solutions
de I’équation de Navier-Stokes ainsi obtenues seront donc en général d’énergie infinie,
c’est-a-dire que le champ de vitesse v ne sera pas de carré intégrable.

Ainsi que nous 'avons déja observé, 'opérateur £ défini par (15) possede une valeur
propre simple A = 0, dont la fonction propre et le champ de vitesse correspondant sont

donnés par

1

G(&) = e, 0d(g)

_ 1 &
= 5

La symétrie radiale de G implique que v“ - VG = 0. 1l s’ensuit que, pour tout o € R,
la fonction w = aG est une solution stationnaire de 1’équation (14). La droite W, =
{aG|a € R}, constituée de points d’équilibre, n’est autre que la wvariété centrale de
l'origine [7]. En termes des variables originales, I'observation ci-dessus signifie que, pour
tout a € R, I’équation de Navier-Stokes possede une solution autosimilaire exacte donnée
par

(1—e P74y

1
a2 a T a2
w(x,t) = @e l[*/(4¢) ; U(IL',t) == %W (]. — € |l /(4t)) .

Ces solutions autosimilaires portent le nom de tourbillons d’Oseen. Le parametre a, qui
représente la circulation du champ de vitesse a I'infini, est appelé nombre de Reynolds de
circulation.

12



Le théoreme de la variété centrale affirme que la famille des tourbillons d’Oseen est
asymptotiquement stable pour les petits nombres de Reynolds [10], [7]. Plus précisément,
si w € C%[0,00), L?(m)) est une solution de (14) qui reste dans un petit voisinage de
l'origine pour tous les temps, alors w(7) converge exponentiellement vers aG lorsque
T — 00, 0l (v = fR2 w(€,0)d¢. En fait, la condition de petitesse sur w peut étre totalement
relaxée:

Proposition 4.1 [9] Soit wy € L*(m), ot m > 1, et soit w € C°([0,00), L*(m)) la
solution de (14) de donnée intiale wy. Alors

lim [|w(T) —aG|,, = 0,

ot v = [ wo(€) dE.

La preuve de ce résultat fait intervenir plusieurs idées nouvelles. On montre d’abord
que la trajectoire {w(7)},>0 est relativement compacte dans L?(m). Tl suffit donc de
vérifier que son ensemble w-limite Q(w), qui est constitué de fonctions régulieres et a
décroissance rapide, est en fait réduit au seul point d’équilibre aGG. Pour ce faire, on
considere une premiere fonction de Lyapunov:

= [ w©lds . we Lm).

A T’aide du principe du maximum, on vérifie aisément que A; est strictement décroissante
sous 'évolution définie par (14), sauf sur les solutions de signe constant. Par le principe
de LaSalle, ceci implique que Q(w) est constitué de fonctions de signe constant. On
peut donc, sans perte de généralité, se restreindre au cone invariant L?(m), = {w €
L*(m)|w > 0 p.p.}. On utilise alors une seconde fonction de Lyapunov

As(w) = /]R (g)log(G((§)>d§ we L¥m),, m>3.

Cette quantité, bien connue en théorie cinétique, s’appelle l’entropie relative de la distri-
bution w par rapport a la gaussienne G.' On vérifie que Ay est strictement décroissante
sous I’évolution définie par (14), sauf sur la variété centrale W,. Par le principe de LaSalle,
il s’ensuit que Q(w) C W.. Enfin, la conservation de la masse implique que Q(w) = {aG}.

La proposition 4.1 montre en particulier que les tourbillons d’Oseen sont stables pour
toutes les valeurs du nombre de Reynolds de circulation. Contrairement a ce qui se
passe dans de nombreux écoulements, I’augmentation du nombre du Reynolds a un effet
stabilisateur sur le tourbillon. Pour mettre cet effet en évidence, étudions 1'équation (14)
linéarisée autour du tourbillon aG, ou a € R est fixé. Cette équation s’écrit

ow
or

ou L est donné par (15) et A est 'opérateur différentiel non local défini par

= Lw — alw ,

Aw = v¥ - Vw+v-VG,

1Je remercie J. Dolbeault et C. Villani de m’avoir suggéré d’utiliser cette fonctionnelle pour démontrer
la proposition 4.1.
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ou v est le champ de vitesse associé a w par la loi de Biot-Savart. Le premier terme décrit
le transport de la perturbation w par le champ v, et le second la déformation du tour-
billon d’Oseen sous 'effet du champ de vitesse non symétrique créé par la perturbation.
Concernant le spectre de £ — oA, un résultat typique est le suivant:

Proposition 4.2 Soit m > 3 et a € R. Le spectre de l'opérateur L — aA dans L*(m)
vérifie

om(L —ah) C {o, —%}U{Ae@’%@)g-l} .

Pour montrer ce résultat, on observe d’abord que A est une perturbation relativement
compacte de £ dans L?(m). Il s’ensuit que le spectre essentiel de £ — aA ne dépend pas
de a, et coincide donc avec le demi-plan {A € C|R()\) < 5™} pour tout . Il reste a
étudier les valeurs propres isolées de £ — aA. 11 est facile de vérifier que AG = 0, et que
AF; = 0 pour ¢ = 1,2. Il s’ensuit que, pour tout a € R, £ — aA admet 0 comme valeur
propre simple et —1/2 comme valeur propre double. Pour localiser les autres valeurs
propres isolées, on se restreint au sous-espace spectral Q1 L?*(m). Par une étude a l'infini,
on montre que les fonctions propres sont a décroissance rapide, et appartiennent a ’espace
de Hilbert X défini par

1
X = {w € QL¥m)| G V2w e L2(R2)} ;o (w,we)x = / — wywy d§ .
R2 G

Comme nous 'avons déja observé, 'opérateur L est auto-adjoint dans X, et son spectre
est donné par {—g |k € N, k> 2}. Or, un calcul direct montre que 'opérateur A est
antisymétrique dans le méme espace. Par un argument standard, basé sur le quotient
de Rayleigh, on conclut que les parties réelles des valeurs propres de £ — aA dans X
sont contenues dans l’enveloppe convexe du spectre de L, c’est-a-dire dans l'intervalle
(—o0, —1].

Supposons que la vorticité initiale wy = wy appartienne & L?(m) pour un m > 2, et
que la moyenne o = fR2 wo(z) dzr ne soit pas nulle. Alors, par une translation spatiale
appropriée, on peut toujours annuler les moments d’ordre un fR2 riwo(z)de, i = 1,2. Ceci
revient a placer 'origine des coordonnées au centre de masse du tourbillon. Dans cette
situation, il suit de la proposition 4.2 que la solution w(z,t) converge rapidement vers le
tourbillon d’Oseen de parametre

Corollaire 4.3 Soit wy € L*(m), ot m > 3, et supposons que

o= [ w0, @ [ cuoae=0, i=12.

Soit également w € C°([0,00), L*(m)) la solution de (14) de donnée intiale wqy. Alors
|lw(T) — aG||m = O(e™7) lorsque T — 0.

Sous ces hypotheses, et lorsque m est assez grand, le taux de convergence exact de
la solution w(7) vers le vortex aG est e "7 ou —u est la plus grande des parties réelles
des valeurs propres du linéarisé £ — aA dans X. Cette quantité, qui dépend de «, n’est
pas connue explicitement, mais des calculs numériques suggerent que p(«) se comporte

comme C'y/|a] lorsque |a| — oo [17].
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