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Résumé

On donne des approximations BKW a trois échelles pour des solutions de systémes
hyperboliques non linéaires a coefficients variables, et on montre la stabilité de ces
développements asymptotiques. Les profils satisfont des équations de transport le
long des rayons a ’échelle la plus lente, et de Schrédinger (a coefficients variables),
traduisant la diffraction transverse, a I’échelle intermédiaire.

Periodic diffractive optics with curved phases
Abstract

We give 3-scales WKB asymptotics for nonlinear hyperbolic systems with variable
coeflicients. Our profiles are transported, at the slower scale, along the rays of
geometric optics, and are diffracted, at the intermediate scale, according to some
(variable coefficients) Schrédinger equation.

1 Introduction

On s’intéresse a un systeme hyperbolique quasi-linéaire,

d
L(z,u,0)u = du+ > Aj(z,u)du=0, otz = (t,y) e X CR™. (1)

i=1

Hypothése 1 Les coefficients A;(x,u) sont des matrices hermitiennes, C*
sur QxRN . De plus, les valeurs propres A\i(z, ) du linéarisé (en0) Ly(x,€) :=
Eo + E;-l:l £;A;(x,0) sont a multiplicité constante en z,€.
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On cherche des solutions régulieres du probleme de Cauchy associé a (1) os-

cillantes, a trois échelles (développement asymptotique dans C*°(2)):

ue Ezoggjogn/?un (r "6‘?, @) : (2)

Les profils u,(z,w, ) sont des fonctions C*°(Q x T? x T?, CV), périodiques en w
et 0. Les phases rapides ¢ = (¢1,...,¢,) sont régulieres et Q-indépendantes,
de méme que les phases lentes, ¥ = (¢1,...,%,). La présence de plusieurs
phases rapides donne la possibilité d’interactions résonantes entre différentes
ondes; les phases intermédiaires régissent la diffraction de ces ondes, dans
plusieurs directions (transverses aux rayons de 'optique géométrique) si p > 1.
L’amplitude e correspond au régime de 'optique fatblement non lin€aire.

Notre but est de démontrer I’existence de la (famille de) solution(s) réguliere(s)
u® sur un intervalle de temps indépendant de e (bien que la famille de données
initiales explose dans H*), d’en donner une description asymptotique (2), et
d’obtenir la stabilité de ces résultats par perturbation. On va montrer:

Théoréme 1 Sous les hypothéses 1 et 2, avec Qy := QN {t <t}

i) Les parties polarisées des profils (voir partie 2) étant données sur g, on
construit des profils u, sur Qu et uj,,, satisfaisant (2), avec L(u,,,0)u;, , ~ 0.
ii) Pour tout f¢ ~ 0 dans C*(2), il existe e tel que la solution du probléme de
Cauchy L(u®, d)u® = f°, uj,_ (y) ~ ug,,(0,y) existe sur s, pour ¢ < q. De

plus, elle admet un développement asymptotique a toul ordre: u® —uf  ~ 0.

Ce type de problématique apparait par exemple lors de la perturbation de
données initiales a deux échelles, si uf_ = eh®(y, [¢°(y) + Vv (y)]/e), avec
h®(x,0) périodique en §: on se ramene a (2) par ¢°(y,w, ) := h°(y, 0 + w).

L’Ansatz (2) a été proposé par J.K. Hunter ([5]) pour 1’étude (formelle) de
frontieres ombre/lumiere, avec d’autres dépendances des profils en la variable
intermédiaire w. Cette étude est effectuée rigoureusement dans [2], et généra-
lise les résultats en temps long de [1], [7], qui ne concernent que des phases
planes (¢ = (.2), et donc des systemes, ou équations, a coefficients constants.

La difficulté réside dans la présence de coefficients variables, qui peuvent faire
obstacle a 'intégrabilité des systemes déterminant les profils (voir 2), ainsi
que dans le caractere multiphase. En effet, en dimension d’espace d > 1,
Joly, Métivier et Rauch ont montré ([6]) que pour éviter les phénomenes de
focalisation, les phases considérées doivent vérifier une propriété de cohérence :

Hypothése 2 La somme ® + U des espaces vectoriels (réels) engendrés par
les ¢, et les v, est Li-cohérente : il existe e elliplique et p indépendant de z,
symboles homogénes tels que det Li(d(y.¥ + a.¢)) = p(v, a)e(x, 7, a).



2 Développements formels Brillouin-Kramers-Wentzels

Afin de construire uf,, solution approchée de (1) admettant le développement
asymptotique (2), on annule le développement de Lu;,, . La cohérence permet
une analyse de Fourier mode par mode de chacun des termes: pour chaque
profil, u,(z,w,0) = ¥, ezqul(z,w)e*? = Z(aﬂ,)equzpuz’”(:ﬁ)ei(a'e‘”"”). On
est alors confronté a des équations matricielles du type Lq(d(a.¢))u® = f°.
Définition 1 Si ¢ = (p1,...,9,) C C®(Q), le projecteur spectral T sur
ker L1(d(B.¢)) est régulier en & (hypothése 1), et on note C? l’ensemble carac-
téristique {B € R"\ {0} / det L1(d(5.¢) = 0}.

On définit le projecteur Ef ~ par Ef (Z uﬁewﬁ) =Y gecsuio} Wguﬁeiﬁﬂ.

L’analyse fait apparaitre 'opérateur W;Ll(a$)ﬂ'g, habituel en optique géomé-
trique, et un opérateur d’ordre deux, propre au cas diffractif; ils sont scalaires :

Proposition 1 i) Sous Uhypothése 2, C? et C¥ sont indépendants de = € ).
i1) Sous Uhypothése 1, sia € C?, 3;(a.¢)+A(9,(a.¢)) = 0 (équation eikonale ).
Alors, n8L1(9,)7¢ = (0 + 9,\(0,(a.$)).0,)7%, transport noté V(d,)m?, et
on note D?(x,0,) = %@3)\(811(0(.@).(61/).0&,, 0v.0,,).

On définit V(9 u := Y peco VO(I:)ue™?, D(D,)u = 3 pece DE(D,)ue™?.

i11) Sous Uhypothése 2, U est V-cohérent (et V.#(9,)p = 0 signifie : p constante
le long des (a.¢)-rayons).

£
app

équations de profils pour les parties polarisées v, := [E%lg et w, 1= ]E%Efl u*
(avec u = (u) la moyenne de v en 0, u* :=u —u):

L’annulation du développement asymptotique de Lu® = équivaut alors aux

E%lyo = vg (polarisation en d,,)

E@Eﬂ wy = wy (polarisation en d,, et Jg)

[E%l Ll(agg)IE%1 vo + [E%l (B(vo + wo, Jg)wg) = 0 (transport)
EVE; [V(9:)wo — iD(d,)wo + (B(vo + wo, 85)wo)*] = 0 (NLS),

ou B(u,dg)v :=3;, 0;¢,(x)(0,A;(x,0).u)dp,v, et pour n > 1, on a des équa-
tions semblables pour v,, et w,, mais lincaires, a seconds membres fonctions
des profils précédents.

Les parties non polarisées des profils sont données directement par inversion
elliptique (L1(5.¢) est inversible si 3 ¢ C¥), et leurs valeurs initiales ne pour-
ront étre choisies librement, pour un probleme de Cauchy.



3 Etapes de la preuve du théoreme 1

e La cohérence des espaces de phases assure la commutation des équations (5)
et (6), nécessaire a I'intégrabilité du systeme. Celui-ci, a coefficients variables,
est résolu par estimations d’énergie sur des espaces de Sobolev anisotropes
(pour prendre en compte les commutateurs entre 9, ¢ et les équations):

we E(1) i 0], gu € C(10,1], 12, pour [7] = 3, + (|l + hl)/2 < s.

Pour donner un sens aux équations, il faut pouvoir restreindre I'action des opé-
rateurs E a £°. Ceci nécessite des hypotheses d’absence de «petits diviseurs»,
dont on prouve la généricité dans [3]. On résout le probleme de Cauchy via un
schéma itératif, grace a l'estimation (héritée de I’hyperbolicité de (1)):

Proposition 2 Soit v',w' € E%(1), s > (‘)dffpﬂ—l—l. On note L(v', w")[v,w] =0
le lin€arisé de (3)-(6) en (v, w'). Il existe C(|| v',w' ||5) tel que : Vv, w € E%(1),

i
o) 117 + 11 w(@) 12< e (1 0(0) [12 + [ w(0) |I7) +/€C(H') L) 3 dt’.
0

e On obtient v, solution asymptotique de (1) a tout ordre par construction,
par une sommation «a la Borel», ce qui permet de construire la solution exacte

du théoreme 1 grace aux méthodes de perturbation d’O. Gues ([4]).
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