Existence globale pour les systemes de Maxwell-Bloch

ERIC DUMAS

Les équations de Maxwell-Bloch modélisent la propagation d'une onde
électromagnétique (champ électrique E, champ magnétique H) dans un mi-
lieu matériel décrit par N niveaux quantiques grace a la matrice densité p
[10]:

uOH + rot £ = 0,
(1) EatE —rot H = —atP,
i0p=[Q—E-T,p].

Les variables d’espace-temps sont (t,7) € R3 les champs E et H sont a
valeurs dans R®. Les constantes yu et e, strictement positives, sont respecti-
vement la perméabilité magnétique et la permittivité électrique. Le couplage
s’effectue via la polarisation P du milieu, champ & valeurs dans R? donné
par la loi constitutive:

P =T (Ip),

ou I', 'opérateur moment dipolaire électrique, est donné par le matériau, et
est une matrice N x N hermitienne, & valeurs dans C3. La matrice 2, de
taille N x N, hermitienne, a valeurs dans C, représente le hamiltonien libre
du systeme matériel (en 1’absence de champ électromagnétique). La matrice
densité p est hermitienne —et positive, de taille N x N, a valeurs dans C.
Dans la base des états propres du systeme, son nieme terme diagonal est la
proportion d’états quantiques situés dans le nieme niveau d’énergie (ainsi,
pan > 0, et > pnn = 1 dans le matériau), et le terme extra-diagonal pjk est
lié a la probabilité de transition du niveau j vers le niveau k.

Enfin, il faut rajouter a ces équations les lois de conservation du courant
et de la charge:

(2) div H=0, div (¢E+ P) =0

(qui sont —au moins formellement— satisfaites pour tout temps des lors qu’elles
le sont initialement).

Le systeme (1) est symétrique hyperbolique, si bien que, pour des données
initiales assez régulieres (HS(R?), pour s > 3/2), on a existence locale des so-
lutions, sur un intervalle de temps dépendant a priori de la taille des données



initiales. Des lors, deux questions se posent :
Q1) Y a-t-il existence globale de ces solutions? Cette question est motivée
en particulier par le fait que les échelles de temps pertinentes en optique sont
“longues” [9].
Q2) Y a-t-il des solutions globales ayant la régularité “naturelle” donnée par
la proposition 0.1 ci-dessous, qui indique la seule énergie £ connue qui puisse
étre controlée pour ce systeme?
Définition 0.1. On note Ly l’espace des U = (E,B,p) € L*(R?) x L*(R?) x
(L2NL>)(R3) vérifiant les conservations (2), et on appelle solution d’énergie
tout U € C(Ry,Lg) solution de (1) au sens des distributions.

Par des estimations d’énergie classiques, on obtient la
Proposition 0.1. On suppose I',Q2 € L>=(R3).
Si U = (E,B,p) est une solution d’énergie de (1), alors :
(i) Pour presque tout x € R3, |p(t,x)| := (Tr (p(t,2)?))*™? est constante en t.
(i) Il existe C'= C(||Q|Ls, |||, || pllLe) telle que, pour tout temps t,

E(t) == IVeEM)E + [VEH®)E2 + [lp(t) 22 < eE(0).
Remarque 0.1. i) Question subsidiaire : les solutions d’énergie étant des
solutions faibles, a-t-on unicité pour une telle classe de solutions ? Sinon,
quelle régularité doit-on imposer aux données pour [’obtenir?

ii) Le choix de considérer que p(t) € L*(R®) peut paraitre surprenant, compte
tenu de Tr (p) = 1, mais il faut bien penser que cette identité n’est valable que
dans le matériau, et que si celui-ci est fini, le support de p doit étre considéré
comme compact.
iii) La proposition 0.1 reste valable lorsque ,u € L°(R®), mais nous ne
savons pas prouver l’existence des solutions d’énergie dans ce cas.

Avant d’aller plus loin, rappelons quelques résultats sur ce probleme :
e Pour les systemes de Maxwell-Bloch a deux niveaux (N = 2), Donnat et
Rauch [2] ont obtenu l'existence globale des solutions H%(R3), pour s > 2,
par des estimations d’énergie et de type Yudovich, et des arguments usuels
de prolongement (type EDO). La spécificité du cas a deux niveaux tient au
fait que I’équation de Bloch sur la matrice densité peut étre réécrite comme
un systeme portant sur la polarisation P et sur n := pj; — pog, la différence
de population entre les deux niveaux:

1
OfP + ?atp +w?P = CinkE,
1

8tn + i ;no = —028tP - F.
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La structure particuliere des non-linéarités entraine des compensations, me-
nant & la conservation (exacte) d’'une énergie de type L?, et au controle d’une
énergie H'.

e Pour le systeme de Maxwell dans un matériau ferromagnétique, ou M (t,x)
est la magnétisation du milieu,

WoeH +rot B = —0M,
eOFF —rot H =0,

6tM:a(M/\H+%M/\(M/\H)>,
Joly, Métivier et Rauch [6] ont montré I’existence globale des solutions d’énergie
(solutions faibles), ainsi que la propagation de la régularité H® (s > 0) de
la partie a divergence nulle des champs, et I'unicité dans le cas des solu-
tions fortes (rotationnel L?) en dimension trois d’espace, pour des coefficients
constants. Haddar [5] a obtenu des résultats similaires en deux dimensions
d’espace, avec une permittivité électrique e = e(z) € L*°(R?) —u joue un role
analogue, mais est constant dans les matériaux “physiques”.

Ces démonstrations reposent sur la structure géométrique des non-linéarités
(M.O¢M = 0), qui donne des estimations a priori (L? pour les champs E et
H, ponctuelles pour M) analogues a celles de la proposition 0.1, et sur la
compatibilité de ces non-linéarités avec la partie différentielle du systeme: le
découpage des champs en partie a rotationnel nul et partie a divergence nulle
permet d’utiliser la compacité par compensation. Enfin, 'unicité repose sur
des estimations de Strichartz “précisées” pour I’équation des ondes, dans le
cas limite Ou € L{ (L2).

Nous allons suivre la méme stratégie avec les équations de Maxwell-Bloch
a nombre de niveaux N quelconque (fini), en dimension trois d’espace, pour
montrer :

Théoréme 0.1. Soit Q' € L®(R3) (g,u = cstes). Si Uy € Ly, il existe une
solution d’énergie (globale) U de (1) ayant Uy pour donnée initiale.
Théoréme 0.2. Si de plus rot Eg,rot Hy € L*(R3), alors rot Eyrot H €
C(R,L*(R?)), et U est unique.

Remarque 0.2. i) On peut généraliser ces résultats a d’autres types de non-
linéarités. Un cas simple, et physiquement pertinent, correspond a l’ajout de
“relazations transverses” [1]:i0p = [2— E-T',p| —iYpnd, 0t pna est la partie
hors diagonale de p, et v une constante positive. Dans ce cas, [’estimation
ponctuelle de la proposition 0.1 est remplacée par |p(t,x)| < |p(0,2)|, suffisant
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pour tout ce qui Suit.

it) Une extension intéressante consisterait a prendre € variable. On peut aussi
s’intéresser au cas d’un nombre infini de niveaur (N = o0), avec p(t,x) €
I12(N?) ; nous ne savons pas écrire les estimations d’énergie correspondantes.

Dans ce qui suit, on considerera que € = pu = 1.

1 Preuve du théoreme 0.1 : existence des so-
lutions d’énergie

1.1 Régularisation

On utilise le multiplicateur de Fourier S , de symbole y := x(./\), ou
la fonction de troncature x € C*°(R3,(0,1]) vaut 1 si |£] < 1/2, et 0si |¢] > 1.
Ainsi, S est continu de L?*(R3) dans L*(R?), de norme 1,
de L*(R3) dans L>(R3), de norme \**2
de LP(R3) dans LP(R?®),1 < p < oo, de norme ||Y||L:.
Soit L?(R?) ensemble des éléments de L?(IR?) dont la transformée de Fourier
a un support contenu dans {|¢| < A}.
On définit alors U par U, = (S Ej,_,,S Bj,_s:0)1) €t

OH +rotE =0,
(3) OE —rotH = -0 Tr(T'p ),
ip =[Q—FE -Typ |,

que l'on peut écrire sous la forme d’une équation différentielle U = G (U ),
avec G continu sur L? (R?) x L?(R?) x (L? N L*>)(R?) (grace a la troncature
en fréquence et au fait que L?*(R3) s’injecte continuement dans L>(R?)) et
localement lipschitzien (car polynomial). La théorie classique des EDO sur
les Banach et les estimations d’énergie usuelles donnent alors:
Proposition 1.1. Pour tous Uy € Lo et X > 1, il existe un unique U €
CY(R,L*(R?) x L*(R3) x (L* N L*™)(R?)) solution de (3) et il existe une
constante C' = C(||QQ,I,po||L=) telle que:

(1) Pour presque tout x € R3, |p (t,x)| = |po(x)| pour tout temps t.

(ii) Sur R, x R, div H =0, div (E +S Tr(Tp )) = 0.

(iii) Pour tout temps t, E(U (t)) < eCE(Up).



Grace a ces conservations, on peut extraire une suite de A telle que U

converge vers un certain U, faiblement dans Lj (R, ,L*(R?)) (et faible-x

dans L>®(R, x R3), pour p ). Dans ce qui suit, on notera Q1 := [0,7] x R3.

1.2 Convergence forte

Pour passer R15 11.9552 Tf(2-383.04 -18.72 35.2 TfQrgef2 R33 7im792 0 TTQ06$2(p)Tj26



Concernant les champs E et H, en écrivant le systeme satisfait par la
différence 6U := U — U, on a par estimation d’énergie:

t
I6ESH] () < C / ISF(t") | ed,
0

avec le second membre (obtenu en passant a la limite dans les termes non-
linéaires grace a la convergence forte de p ):

OF =iTr (T[Q,0p]) — iTe (T(E>® — E ) -T,p |) —iTr (C[E* - T,dp)).

1) Le premier terme converge vers 0 dans C([0,7],L*(R?)), comme §p.
2) De méme, le dernier terme converge vers 0 dans L'(Qr), donc presque
partout (a extraction d’une sous-suite pres), et a nouveau, l’estimation L
sur p montre la convergence dans L?(Qr ), par convergence dominée.
3) Enfin, le deuxiéme terme est majoré par C||p||L||[0E(t")]| 2.
On obtient finalement |0 E,0H || 2(t) < C’(fot |I0E(t")||L2dt’ +0(1)) quand A —
00, et le lemme de Gronwall montre que 6E,0H — 0 dans C([0,T],L*(R?)).
Preuve de la proposition 1.2 :
On multiplie (4) par e X’ et on integre sur € :

e = p @ = =i [ [ (T (=~ B )T )0 —p)

+Tr((E*=E )-Tpllp —p)))dzdt'.

Introduisons alors les multiplicateurs de Fourier 7 et m, de symboles respec-
tifs (£/1€],-)€/1€] et (€/1E]N.)AE/ €], homogenes de degré zéro. Ces opérateurs
sont donc continus de LP(R?) dans lui-méme, pour tout p fini [11]. Ce sont
les projecteurs orthogonaux (dans L?(IR?)) sur les champs de vecteurs a rota-
tionnel nul et a divergence nulle, respectivement (décomposition de Hodge).
La condition de divergence (2) entraine:

mE =—mS Tr(p ), et mE* = —mTr (I'p™).

Quant a la partie sans divergence de E | par les équations de Maxwell, elle
est solution d’une équation d’onde:

(0} = Ay B = —0!n,S P .



On a alors la majoration de [[e™"(p — p )(t)||?, par la somme de deux
termes (¥ = A ou ) s’écrivant chacun, grace a la décomposition de Hodge:

e [[ o —p 118 AT (T = p)idoat
(5) :
" '//Q e_Q‘X‘QQ(ZQP P )ﬂ-l(Eoo - E )dl‘dt, :

1) Dans le dernier terme, ) est quadratique en (p ,p ). Ainsi, Q(p ,p ) et
7, (E~ — F ) sont bornés dans L>(R,,L*(R?)). La famille d’applications
te [, e 2X*Q(z,p .p )mL(E® — E )dxdt' est donc uniformément (en v)
équicontinue sur [0,77], et il suffit de montrer I'inégalité de la proposition a ¢
fixé. De plus, comme le poids e~2X” tend vers zéro lorsque |z| — oo, pour

R = R(5),
'// e Qzp p )L (E® — E )dxdt'| < 6.
05t x{[x|>R}

Sur le compact [0,t] x {|z| < R}, on utilise la compacité par compensation
3], [12] : comme les variétés caractéristiques

Co, == {7 =0} \ {0} et Co = {r* — [¢|* = 0} \ {0}

sont disjointes, il suffit de vérifier que

- e“X‘QQ(az,p .0 ) et sa dérivée temporelle sont bornés dans L?(Q7);

-7, (E —E™) est borné dans L*(Qr), et (0 —A)r, E | égal 210w, S Tr (T~
[Q— E T,p]), est borné dans H1(Qr). A la limite, cela est vrai aussi
pour (02 — A)m; E*, et donc finalement pour (07 — A)r, (E — E*). Par
conséquent,

// X Q(zp p VL (B> — E )dxdt! — 0.
(05t > {|x| <R}

; —00

2) On majore le premier terme par

J[ el = 1S mpe MmN — ) dea

(6) . . .

+// e X ‘p —p | 1S me ™ T (D(p —poo)))dxdt'.
Q4
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La premiere intégrale tend vers zéro quand v — oo grace au lemme suivant
([6], lemme 4.3):

Lemme 1.1. Pour tout p > 2, les opérateurs [S 7r||,e_|x|2] sont compacts de
(L? N LP)(R3) dans L*(R3), uniformément en v :
Stu — 0 dans (L> N LP)(R?) faible, [S 7T|‘,e*‘x‘2]u — 0 dans L*(R?).

On peut donc majorer (6) par

C(/O le™ (. —p )(t')llﬁ2dt'+/0 le™™ (o —p“)(t')llﬁzdt’+0(1))-

3) Rassemblant les estimations de 1) et 2), on majore (5) par

c( / le ™2 — p () Radt! + / e (o —p°°><t’>||iadt'+o<1>),

et le lemme de Gronwall conclut la preuve de la proposition 1.2.

2 Preuve du théoréme 0.2 : solutions régulieres
et unicité

2.1 Propagation de la régularité H(rot)

On va montrer que lorsque rot £ et rot H sont dans L?*(R?) initialement,
ils le restent pour tout temps. L’idée est d’utiliser les équations de Maxwell
pour convertir les dérivées spatiales en dérivées temporelles: rot F = —0¢H,,
et ce dernier est controlé par estimation d’énergie sur le systeme de Maxwell
dérivé par rapport a t. Enfin, si u € L?, dire que rot u € L? équivaut & dire
que la partie sans divergence u, de u est H', donc, p étant déja connu, on
écrit le systeme des équations de Maxwell comme un systeme linéaire portant
sur u = (F,H ) = (u1,us):

(7) Lu = TIBu + 11f,

. . 0 —7TJ_I'0t . T 0
avec L_at—i_(wlrot 0 ),H_(O 7&),

. < T (- Tp) ) s < (T 5 T ()Tl ) |
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Ainsi, B est une matrice 6 x 6 & coefficients C(R,,(L? N L>)(R3)), ainsi que
leur dérivée temporelle, et f,0¢f € C(R,,LP(R3)) pour tout p < oo. De plus,
L, restreint a Im1II, est symétrique hyperbolique, donc le probleme de Cauchy
associé a (7) pour une donnée initiale uy = ITug € L*(R3) admet une unique
solution u = ITu € C(R,L*(R?)).

Proposition 2.1. Si f,0cf € C(R,,L*(R?)), et si les coefficients de B et OB
sont dans C(Ry,(L* N L*>)(R?3)), pour tout ug = Tug € HY(R?), la solution
w du probléeme de Cauchy associé a (7) est dans C(R,,H'(R?)).

Preuve : Fixons T' > 0. On sait que u est la limite, dans C([0,7],L*(R?)),
de la suite (u")pen définie par u® = wug et v = Tu", ot Tv =: w est la
solution de Lw = I1Bv + 11f, w),_, = up.

Commencons par 1'équation avec terme source, Lw = I1f € L([0,7],L?).
Par I'estimation d’énergie classique, on a

leo®)lle < [lw(0) iz +2 / LA (E)l|dt'

De plus, L = 0 + iP(Dx), avec P(Dx) un opérateur pseudo-différentiel de
symbole ayant des valeurs propres £|£| de multiplicité constante. Notant 7
les projecteurs associés, on a la décomposition

t
w=w;+w_, ot wi(tE)=e" lmpuy(€) +/ O I f(# )t
0

Lorsque f € C([0,T],L*(R3)) et dyf € C([0,T],L*(R?)), on peut intégrer par
parties:

B (t6) = e o €)

+i [eiKH’N s f(tf,g)}; +i / i) '%wiﬁ/}“(t/,g)dt’.
0

On obtient ainsi

®)  [ow®)lle < [|oxw(0)][L2 + 2([ fllews) + 2/; 10uf (£')[|2dlt’.
De plus, I'équation dyw = —iP(Dx)w + I1f implique

(9) [Ocw()]|L> < Clldxw(@)|[L> + [1f @)L
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Dans le cas ou Lw = [IBv + I1f avec v € C([0,T],H') N C*([0,T],L?),
d’apres (8) et (9), pour assurer que w est dans le méme espace, il suffit de
controler dy(Bv) (on a bien Bv € L'(L?)). Or, a ¢ fixé,

[0:(Bv) |2 < [[(OeB)vl|L2 + || BOw]| 2
(10) < |[0eBl|s|vllLe + | B[ |0 ]| L2
< C|0cB||Ls|0xv ]|z + | Bl L [|0¢v][ L2,
par l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.
Les estimations (8), (9) et (10) prouvent que 7 est continu de C([0,T],H*)N

C'([0,T],L?) dans lui-méme. En procédant de méme avec la différence u"! —
u", on obtient, pour n > 1:

[0 (™ = u") ()] 2 < C(H““ —u"M|eoTL)

t
+ / D™ = u™ 1)) 2l )
0

Pour T assez petit (C'T} < 1/2, qui ne dépend pas de la donnée initiale, mais
seulement de B), cette inégalité entraine que la suite (u")nen est de Cauchy

dans C([0,73],H) N C*([0,71],L?). En réitérant sur [T1,27}], [271,3T1],..., on a
la convergence sur tout [0,77].

2.2  Unicité

Supposons que U; et U, sont deux solutions d’énergie de (1) pour la méme
donnée initiale, et telles que rot Fj,rot Hj € C(Ry,L*(R?)), j = 1,2. On peut

écrire, par différence, le systeme satisfait par 60U := U, — U; sous la forme
synthétique
0
M(U) = | iTr (I'0F) |, avec 0F = i[(Ey— Ey)-7,po] —i[QQ— Ey-7,p2 — p1].
oF

Lorsque les champs électriques Ej sont dans L>({27), on a, par estimation
d’énergie, ||6U (t)]|L2 < eCY|0U(0)|| L2, qui implique 1'égalité de Uy (t) et Us(t)
pour ¢t € [0,T] si U(0) = 0 (et en fait, la propriété plus forte de stabilité
dans L?; voir [6]).

Pour de telles solutions d’énergie, on ne dispose cependant pas de l'esti-
mation a priori E € L>(1). Elle est vraie lorsqu’on tronque E en fréquence.
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On estime donc l'erreur commise dans cette troncature, par un analogue du
lemme 6.2 de [6]:

Lemme 2.1. Soit U une solution d’énergie de (1) telle que rot Exot H €
C(R,,L*(R3)). Alors, pour tous T > 0, X\ > e, il eriste E € L®(Qr),
a € L*0,T), B € L>=(0,T),C > 0 tels que, pour tout t € [0,T] :

IE (Oll= <o + 6 et [(E=E )|z < C/A
avec |la ||z < CVIn A, ||f [[Le < ClnA.

On a ainsi la majoration
16F ()L < C(F,Q)(IME@)HLQ +lop@ e + (0 + 6 )l1op(t)|
1
+ $10p®)ll )
<O ((T+a +58)0U@)]: +1/A),

et Uestimation



si bien qu’on a

H@hHMW@IAWm Py (1) Pde
< (AP R @R,

< (Cop pO) o= _ (AN’
= (ClnA)P-2 A

en choisissant C' := 2eCyl|p(0)||L2nL>, p := 2InA. Cette quantité est bien
majorée par C'/A, pour A > e (et on pose 3 (¢) := [|F [|L= < C'lnA).
2) Concernant 7, F, il vérifie I’équation d’onde

(0} —A)m E=ir,Tr (T-(i[Q—E-T,[Q—E-T,p] — [0E-T,p])).

Le second membre est majoré, a une constante multiplicative pres, par |p| +
|E| + |E|*> + |&cE|. Or, &E = rot H — 6P € C([0,T],L?). Les deux pre-
miers termes, p et E, sont également dans cet espace. Enfin, |E|? aussi, car
E=n E+mFE €C([0,T],H") + C([0,T],L*) — C([0,T],L*) par injection de
Sobolev.

L’idée est alors d’utiliser une estimation de Strichartz pour controler
|7 L E|lL2(Ley par [|[Or E|L1(2). C'est malheureusement le cas limite inter-
dit: on ne peut controler les normes L"(LP) que pour p fini [4], [8], [7]. On
contourne cette difficulté en tronquant en fréquence ([6], proposition 6.3):

Proposition 2.2. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tous N\, T > 0
et u € C(Ry,H?*(R?)),

||S U/HLQ([O;T];LOO(RS)) S C\/ 111(1 + /\T) <||8t;xu(0)|||_z(R3) + ||Du|||_1([0;T];L2(R3))> .

On termine la preuve en posant £ =5 nm, F + P” :

avec a (t) := ||S m E(t)||Lems), on a ||a |2 < CvVIn A par la proposition
2.2, et

[(m B~ S mB)®)lle < 1L s 7 BO)le

L= —
= gy Loz e EOlle
C
< m||r0tE||C([O;T];L2)-
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