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Chapitre 1

(Généralités sur les groupes

1 Définition, premiers exemples

1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1 Soit E un ensemble non vide. Une loi de composition interne
x sur E est la donnée d’une application

ExE—E
(z,y) =z *xy

. Elle est dite associative sipour tous z, y et z éléments de E, on a (zxy)*xz =
Elle est dite commutative si pour tous z, y de F, on a xxy =y *x.

Exemple : 4 et . sont des Ici associatives et commutatives sur N, Z.

Définition 1.2 Soit % un lci sur E. Un élément e € E est dit neutre pour
x si pour tout z de F,onaexzr =x%xe=ux.

Proposition 1.3
Si % posséde un neutre dans F, il est unique.

Définition 1.4 Soit * une lci sur £ de neutre e. Un élément = € E posséde
un inverse (ou symétrique ) si il existe 2’ € E tel que x x 2’ = 2’ xx = e.

on dit que x est inversible .

11



Proposition 1.5
Soit * une lci associative, et e un élément neutre. Si x posséde un inverse,
il est unique. On le notera .
Si z est inversible, alors 27! est inversible et on a (z71)~! = x.
1

Si x et y sont inversibles, alors z*y aussi et on a (z*y)~! =y kL.

Démonstration : Soient y et z deux éléments satisfaisant (G3), alors

y=1y*e par (G2)
=y (T *2) par (G3)
=(yxx)*z par (G1)
=e*z par (G3)
=z par (G2).

1.2 Définition

Définition 1.6 Un groupe (G, x) est un ensemble G muni d’une application

(appelée loi de composition interne )

GxG—G

(z,y) =z *xy

telle que

(G1) pour tous x, y et z éléments de G, on a (zxy) x z = z * (y * z) (la loi
% est associative ) ;

(G2) il existe e € G tel que, pour tout € G, xxe =exx =z}

(G3) pour tout = € G il existe y € G tel que xxy =y xz = e.

Lorsque la loi * est aussi commutative (i.e. pour tous z, y dans G, xxy =
y * x) alors le groupe G est dit abélien .

Exemple 1.7 — (Z,+) est un groupe. Le neutre est 0, 'inverse de = € Z
est —x.



— (N, +4) n’est pas un groupe. 0 est neutre, mais les éléments > 1 n’ont
pas d’inverse.

— (R, +) est un groupe, mais (R, .) n’est pas un groupe. 1 est neutre pour
tous les x # 0, mais 0.1 =0 # 1.

— (R*,.) est un groupe. L’élément neutre est 1, 'inverse d'un x € R est
donné par z7! = 2. (C*,.) est aussi un groupe.

— L’ensemble N muni de la loi (z,y) +— z¥ n’est pas un groupe. La loi
puissance n’est pas associative. 3(12) = 3! = 3 # (31)2 = 32 = 9.

Tous ces exemples de groupes sont abéliens. (Attention loi puissance n’est
pas non plus commutative 3% # 23.)

Notation : Pour un groupe quelconque, on prend souvent la notation
multiplicative, c¢’est-a-dire on note zy, ou x.y au lieu de z * y. Dans ce cas,
le neutre est noté 15 ou 1. Si = est dans G et n € Z, on définit

" =xx. ... z sin>1
o
n fois
S T r ! sin < —1
TV
—n fois

Attention, si G n’est pas commutatif, (zy)™ # z"y™ en général.

Lorsque G est abélien, on prend aussi souvent la notation additive, c¢’est-
a-dire, on note x 4+ y. Dans ce cas le neutre est noté Og ou 0 et 'inverse —x.
Si x est dans G et n € N, on note nx I'élément nx =x +x + ... + .

-~

n fois
On peut noter G le groupe (G, .) lorsque la loi est sous-entendue.

Proposition 1.8

Soit G un groupe. On a les propriétés suivantes
1. Vm,n € Z,Vx € G, 2" = g™ 2™,
2. Vo,y € G, (zy) ' =yt t.

Démonstration : laissée en exercice O




1.3 Groupes finis, table de multiplication

Définition 1.9 Lorsque l'ensemble G est fini, on dit que le groupe G est
fini. Le cardinal de G est appelé ['ordre de G, il est noté |G| ou #G.

Soit (G, .) un groupe fini de cardinal n. Notons g, ga, . . . g, ses éléments. On
peut alors écrire sa table de multiplication :

g 92 95 O
gl 91 %92 9193 -+ Gign
92l G201 95 9203 0 G20
g3 9391 9392 93 ¢ G30n
|
Gl GnG1 GnG2 Gngs - G2

La table de multiplication décrit entiérement la loi du groupe.

Exercice 1.10 Vérifier que la table suivante correspond & une loi d’un groupe
a deux éléments :

| a b
al a b
b b a

Montrer que la loi donnée par la table suivante n’est pas une loi de groupe :

| a b
al| a b
bbb

1.4 Exemples

1. Si E est un espace vectoriel (sur R ou C), alors (F,+) est un groupe,
de neutre le vecteur nul. Par exemple (R", +) est un groupe, ou bien
encore (R[X], +) ou (M, (C),+).

2. Pour k =R ou C. Le groupe (GL,(k),.) est un groupe non abélien.

3. Soit E un k-espace vectoriel, alors ’ensemble des applications linéaires
bijectives de E dans E(ou endomorphismes inversibles de F) munie
la loi de composition o est un groupe. Le neutre de (GL(E),o) est
I’application identité Idg. C’est aussi un groupe non abélien.

4. Notons s, la symétrie orthogonale par rapport a 'axe des x dans R2,
s, la symétrie orthogonale par rapport a I'axe des y, et 5o la symétrie
centrale de centre 0. Alors I'ensemble {/dg2, s,, sy, so} muni de la loi



de composition est un groupe fini. Sa table de multiplication est la

suivante :
| 1 s, sy So

Il T s, s, So
S| sz I so sy
Syl sy so I Sy
S0 ’ So Sy Sz 1

5. Pour p = 0,...3 notons 7, la rotation de centre 0 d’angle &* dans R2.
Alors 'ensemble {rg, 1, 72,73} muni de la composition est un groupe.
Sa table de multiplication est la suivante :

\ To T1 T2 T3
7”0\ To T1 T2 T3
7’1\ m T2 T3 To
7“2| o T3 To T1
7"3| r3 To T1 T2

6. Soit E un ensemble fini, alors I’ensemble des bijections de E dans
E muni de la loi de composition est un groupe. Il est non abélien
dés que tF > 3. 1l est fini et son cardinal est (£F)!. On l'appelle
le groupe des permutations de E, ou le groupe symétrique de E . On
I’étudiera plus en détail dans un autre chapitre.

2 Morphismes

2.1 Définition et exemples

Définition 2.1 Soient G et G’ deux groupes. Un morphisme de G dans G’
est une application f : G — G’ telle que

Ve,ye G f(zy) = f(z).f(y).

Lorsque G = G’ on parle d’endomorphisme. Lorsque f est inversible (c’est-
a-dire qu’il existe un morphisme de groupe h : G’ — G tel que f o h = Idg
et ho f =1Idg, on parle d” isomorphisme . Et si de plus G = G’ f est appelé

automorphisme .

Lemme 2.2
Soit f un morphisme de G dans G’. Alors on a les propriétés :




L f(le) =1a;
2. Pour tout x € G, f(z7') = f(z)™".

Démonstration : Exercice. O

Proposition 2.3
Soit ¢ : G — H et v» : H — K deux morphismes de groupes, alors
Yo p: G — K est un morphisme de groupes.

Démonstration : Soit x,y dans G, alors on a

Yo p(zy) = P(p(x).0(y) = (¥ o p(x)).(¥ o w(y)).

Proposition 2.4
Un morphisme de groupe est un isomorphisme si et seulement si il est
bijectif.

Démonstration : 11 est clair que si f est inversible, alors elle est bijective.
Supposons f bijective et notons h la bijection réciproque. I faut montrer
que h est un morphisme. Soient z’,y’ € G’, notons x = h(z') et y = h(y'),
tels que 2’ = g(x) et ¥ = g(y). On a donc

h(z'y') = h(g(x)g(y)) = hlg(zy)) = zy = h(z")h(y').
0

La notion d’isomorphisme est primordiale. Lorsqu’on se donne un groupe
G, on veut comprendre sa structure "a isomorphisme prés", c’est a dire a
quel groupe "connu" il est isomorphe.



Exemple 2.5 1. Soit p € Z. La multiplication par p est un morphisme

w

2.2

de Z dans lui méme. Ce n’est pas un isomorphisme sauf si p = +1.

. exp : R — R* est un morphisme de (R, +) dans (R*,.).
. L’application déterminant est un morphisme de GL, (k) dans (k*,.).
. La conjugaison (z — %) est un automorphisme de (C,+) dans (C, +)

et de (C*,.) dans (C*,.).

Soit G le groupe des rotations défini dans le paragraphe 1. L’application
G — Uy qui a 7, associe e’z pour p=0,...,3 est un isomorphisme de
groupe.

Soit G un groupe, et x € G. L’application n — x" est un morphisme
de Z dans G.

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Chaque choix de base de F
donne un isomorphisme de GL(E) dans GL, (k).

Soit G un groupe, et g € G. Alors I'application ¢, : G — G définie par

¢qg(x) == gg™

est un automorphisme de G. Il est appelé conjugaison par g .

Noyau et image

Définition 2.6 Soient G et G’ deux groupes et soit f un morphisme de G
dans G'. Alors on définit

— le noyau de f Kerf :={zx € G t.q. f(x) =1} CG.
— 1 image de f Im f:={f(z),z € G} C G

Exemple 2.7 1. Le noyau de la multiplication par p est {0}. Son image

2.
3.

est pZ.
Kerexp = {0}, et Im exp =]0, +o0|
Kerdet = {M € GL,,, det M = 1}, Im det = k*.

Lemme 2.8
Un morphisme f entre deux groupes G et G’ est injectif si et seulement

si Kerf = {1¢}.

Démonstration : Supposons f injectif. Soit z € Kerf, alors f(z) = 1o =
f(1lg). Donc x = 1¢.



Supposons maintenant que Kerf = {15/}. Soient z et y dans G tels que
f(z) = f(y). Alors on a

lon= f2)(f) ™ = fl@) fly™") = flay™)

1 1

donc zy~" est dans Kerf. Par hypothése, on a donc xy~ = 14, c’est-a-dire
T =1y. 0

3 Sous-groupes

3.1 Définition

Définition 3.1 Soit (G, .) un groupe. Un sous-ensemble H C G de G est un
sous-groupe de G si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(SG1) e€ H;

(SG2) Vx,y € H xz.y € H (H est stable par la loi de groupe de G);

(SG3) Vo € H x~' € H (H est stable par passage a l'inverse).

En d’autres termes, (H,.) est un groupe.

Il est facile de voir que si G est un groupe, alors G et {15} sont des
sous-groupes de G (appelés sous-groupes triviaux).

Remarque 3.2 Soit (G, .) un groupe et H C G. Alors H est un sous-groupe
de G si et seulement si e € H et pour tous z,y € H, x.y~' € H.

Proposition 3.3
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

1. Soit H un sous-groupe de G, alors f(H) = {f(h), h € H} est un
sous-groupe de G’. En particulier Im f est un sous-groupe de G'.

2. Soit H' un sous-groupe de G’ Alors f™'(H') = {z € G| f(x) € H'}
est un sous-groupe de GG. En particulier Ker f est un sous-groupe de

G

Démonstration : & faire plus tard. 0]



3.2 Exemples

1. nZ est un sous-groupe de (Z, +), il est isomorphe a Z.

2. (Z,+) est un sous-groupe de (R, +) qui est lui méme un sous-groupe

de (C,+).

3. (]0, 400, .), ainsi que ({1, —1},.) sont des sous-groupes de (R*,.), ]0, +-00|

est I'image du morphisme exponentielle.

4. L’ensemble U = {z € C tel que ||z|| = 1} est un sous-groupe de (C*,.).
5. Soit n € N*. L’ensemble U,, = {z € C tel que 2™ = 1} des racines

niémes de I'unité est un sous-groupe de U et donc de (C*,.).

6. L’ensemble SL,(R) = {M € GL,(R) tel que detM = 1} est un sous-

groupe de GL,(R), c’est le noyau du déterminant.

7. L’ensemble {M € GL,(R) tel que "M.M = I,} muni de la loi de mul-

tiplication est un groupe.

8. Soit G un groupe, alors Z(G) = {z € G, Vg € Ggz = zg} est un
sous-groupe de G appelé le centre de G. Le groupe G est abélien si
et seulement si Z(G) = G. Le centre de GL, (k) est I'ensemble des

matrices de la forme I, avec X € k* (preuve?).

La conjugaison étant un morphisme de groupe, on en déduit :

Proposition 3.4
Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Alors pour tout z € G, tHx™
{zhz™, h € H} est un sous-groupe de G.

1

3.3 Sous-groupes de Z

Théoréme 3.5
Tous les sous-groupes de Z sont de la forme nZ, n € N.

Démonstration : Soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0} alors H = 0Z.
Supposons H # {0}. Soit x # 0 € H. Alors x et —z sont dans H, donc H
contient des entiers strictement positifs. Notons n le plus petit entier > 1

contenu dans H. On va montrer que nZ = H.




Tout d’abord, pour tout p € N, pn =n+n+...+n € Het —pn =
—(pn) € H donc nZ C H.

Soit maintenant x € H. Ecrivons la division euclidienne de x par n,
r=ng+ravec<r<n—1. Alors

r=_x — n € H.
~~~ \f]./
€H  cpzcH

Par minimalité de n, on a donc r = 0, c’est-a-dire x = nq € nZ. O]

3.4 Sous-groupes engendrés

Proposition 3.6
Soit G un groupe et Hy et Hy deux sous-groupes de G, alors H; N Hy est
un sous-groupe de G.

Plus généralement, si I est un ensemble, et qu'on a pour tout ¢ € [
un sous-groupe H; de G, alors (),.; H; est un sous-groupe de G.

Démonstration : Exercice. O

Attention, H; U Hy n’est en général pas un sous-groupe de G.

Proposition 3.7
Soit p,q € N alors pZ N qZ = ppem(p, q)Z.

Définition 3.8 Soit X un sous-ensemble d’un groupe G. Alors on appelle
sous-groupe engendré par X l'intersection de tous les sous-groupes de G
contenant X. C’est un sous-groupe par la proposition I1 est noté (X).



Proposition 3.9
— Le sous-groupe (X) est le plus petit sous-groupe de G contenant
X, c’est-a-dire que si K est un sous-groupe de GG qui contient X
alors (X) C K.
— x € (X) si et seulement si il existe xy,...,x, € X tels que x =

Proposition 3.10
Soit p,q € N alors (p, q) = pged(p, q)Z.

Exemple 3.11 1. (G) =G. (e) = {e}
2. U, = ().

3.5 Groupes cycliques, ordre d’un élément

Définition 3.12 Un (sous-)groupe G est dit monogéne s'il est engendré
par un seul élément.
Un (sous-)groupe monogene et fini est dit cyclique .

Exemple 3.13 Z est une groupe monogéne infini. U, est un groupe cyclique.

Définition 3.14 Soit a € G. Si il existe n € N tel que a™ = e, alors a est
dit d’ordre fini . L’ ordre de a est le plus petit entier strictement positif n
tel que a™ = e.

Proposition 3.15
Soit G un groupe et x € G. On a les propriétés suivantes
L. (x) ={a2", ne Z}.

2. (z) est un sous-groupe abélien.




3. Soit p > 1 l'ordre de x, et soit n € Z tel que 2™ = e. Alors p divise
n.

4. (x) est fini, si et seulement si x est d’ordre fini. Dans ce cas (z) =
{e,x, 2% ..., 2P7'} ol p est ordre de z, et 'ordre de () est p.

Démonstration :

1. x € (x), donc 2™ € (x) pour tout n € Z. Donc {z", n € Z} C (z). De
plus il est clair que {z", n € Z} est un sous-groupe de G. Donc on a
bien égalité.

9 Pyl — P — 4T — AP

3. Soit n = pq + r la division euclidienne de n par p. Alors e = 2" =
2P = (2P)l2” = 2". Or 0 < r < p — 1, comme p est le plus petit
entier strictement positif vérifiant 2?7 = e, on a nécessairement r = 0.
Autrement dit p divise n.

4. Si (x) est fini, il existe des entiers p # ¢ tels que 2P = x9. Supposons
p>q. Alors on a 2771 = 2Px~9 = %271 = 15. Donc x est d’ordre fini.
Réciproquement, soit x d’ordre fini. Notons p son ordre. On va montrer
que (z) = {e,z, 2% ..., 2P71}, ce qui entrainera la finitude de (). Par
1., il suffit de montrer que z" € {e,x,z? ..., 2P~} pour tout n € Z.
Soit n € Z et notons r le reste de la division euclidienne de n par p.
Alorsn = pg+r avec 0 < r < p—1. On a alors 2" = 2P = (2P)%.2" =
el.x” = z". Autrement dit, 2" € {e,x, 2%, ... 2P}

Vérifions maintenant que tous ces éléments sont différents. Si 2! = 27,
alors 2°77 = e, donc p divise i — j. Si 0 < 4,5 < p — 1, cela implique
i—j=0.

O

4 Construction de nouveaux groupes a partir
de groupes

4.1 Produit de groupes



Proposition 4.1

Soit (G4, e) et (Gg,*) deux groupes. Alors on peut munir G; x Gy d’'une
structure de groupe en posant (1, zs) * (y1,y2) := (1 ® Y1, T2 * y2) pour
tous x1,y1 € Gy et x2,ys € Go.

Le groupe G x Gy est appelé le produit direct de G| par Gs.
On vérifie facilement les choses suivantes :

— L’¢lément neutre de Gy x Ga est (1¢g,, 1a,)-

— L’inverse de (x1, x9) est (27!, z51).

— L’inclusion G; — G X Go envoyant g; sur (g1, 1g,) est un morphisme
de groupe injectif dont I'image est isomorphe a Gj.

— La projection p; : G; X Gy — G est un morphisme surjectif de groupes
dont le noyau est isomorphe a G.

— Le groupe G x G4 est fini si et seulement si G et Gy sont finis, et dans
ce cas |G1 X G| = |G1].|Ga.

— Le groupe G; x G5 est abélien si et seulement si G et G5 le sont.

Démonstration :Exercice. O

Exemple 4.2 Le groupe (R?, +) est le produit direct de (R, +) par (R, +).

4.2 Groupe de fonctions

Proposition 4.3
Soit X un ensemble et (G,.) un groupe. Alors 'ensemble GX des ap-
plications de X dans G est un groupe pour la loi % définie par :

(¢ x ) (x) := ¢(x).4p(x) pour tout ¢, € GX et tout x € X.

On vérifie aussi le propriétés suivantes :

— L’¢lément neutre de GX est application qui a tout € X associe 1¢.

— L’inverse de ¢ € G est lapplication 1 telle que ¥(x) = ¢(x)~! pour
tout x € X.

— Si G est abélien, alors GX est aussi abélien.




Démonstration : Tout d’abord * est bien une loi interne pour GX au sens
ol si ¢ et ¥ sont des applications de X dans G alors ¢ * v définit bien une
application de X dans G.

Vérifions les propriétés (G1), (G2) et (G3) pour (GX, x).

(G1) Soient ¢ ,i et n dans GX. Alors pour tout z € X on a

(pxv)*n)(x) = (¢ *¥)(x).n(x) par définition de *
)

(¢
= ¢(z).(Y(x).n(x)) par associativité de x*
o

Ceci étant vrai pour tout x € X, on a bien (¢ * ¢) xn = ¢ * (¢ *n)
comme applications.

(G2) Notons e I'application z + 1g. Soit ¢ € G, alors on a pour tout
reX

(¢-€)(x) = o(x).e(x) = p(x).1c = ¢(x),
c’est-a-dire ¢.e = ¢. De méme e.¢p = ¢. Donc e est bien un élément
neutre pour (G, x).
(G3) Soit ¢ € G*. Notons 1 l'application de X dans G qui & x associe
¢(x)~t. Alors on a pour tout z € X

(6 9)(2) = d(2) Y (2) = d(2).¢(x) " = 1g = e(2),

c’est-a-dire ¢ x 1) = e. De méme 1) x ¢ = e. L application ¢ admet donc
un inverse.

O

Exemple 4.4 Soit X un ensemble, alors (F(X,R),+) est un groupe.

Si X est réduit & un élément, alors G* est canoniquement isomorphe
a G.Si X = {1,...,n} alors G¥ est canoniquement isomorphe & G" =
GxGx---xG.

Soit E et I des espaces vectoriels, alors £(FE, F') est un sous-groupe de
FE,

(C(R,R), +) est un sous-groupe de RE.

4.3 Groupes d’automorphismes



Proposition 4.5

Soit G un groupe. On considére ’ensemble des automorphismes Aut(G)
(donc des isomorphismes de groupes G — G) muni de la loi de composi-
tion. Alors (Aut(G), o) est un groupe.

Démonstration : 11 est plus simple de montrer que c¢’est un sous-groupe de
Bij(G). Pour cela, on doit vérifier que 'inverse d’un isomorphisme de groupe
est un isomorphisme de groupes, et que la composition de deux isomor-
phismes de groupe est un isomorphismes de groupes, ce qui est aussi déja
fait. Il

Rappelons que si x € GG, on peut définir la conjugaison par x qui est un
automorphisme de GG dans G. Un tel automorphisme est appelé un automor-
phisme intérieur. On peut alors vérifier que Inn(G) est un sous-groupe de

Aut(G).






Chapitre 11

Groupes quotients, cas abélien

1 Relations d’équivalence

1.1 Définition

Définition 1.1 Soit £ un ensemble. Une relation R sur E est la donnée
d’un sous-ensemble de Pr C E x E. On notera xRy pour tout couple (z,y) €
Pr, et on dira que z est en relation avec y.

Définition 1.2 Soit E un ensemble. Un relation R sur E est appelée relation d’équivalence
si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. R est réflexive , c’est-a-dire xRz pour tout = € F;
2. R est symétrique , c’est-a-dire xRy si et seulement si yRx ;

3. R est transitive , c’est -a-dire si 2Ry et yRz alors xRz.

Exemple 1.3 — L’égalité est une relation d’équivalence correspondant

au sous-ensemble {(s,s) | s € E} C E x E.

— Soit £ = Z x N*. La relation (p, q)R(p',¢’) si et seulement si pq’ = p'q
est une relation d’équivalence.

— Soit F = Z et p € Z. La relation définie par mRn si et seulement
si m — n est divisible par p est une relation d’équivalence. On note
m =mn mod poum=n [p|.

— Soit f : B — E' une application d’ensembles. Alors on définit x ~ y
si et seulement si f(z) = f(y). C’est une relation d’équivalence. Les
3 exemples ci-dessus sont de cette forme. Dans le premier f = Idg.
Dans le deuxiéme E' = Q et f(p,q) = § et dans le troisiéme, £’ =
{0,1,...,p— 1} et f est Papplication qui & un entier n associe le reste
de la division euclidienne de n par p. on verra ensuite que toutes les
relations d’équivalence sont de cette forme.

27



1.2 Classes d’équivalence

Définition 1.4 Soit R une relation d’équivalence sur E. Soit x € F, la
classe d’équivalence de x est le sous-ensemble {y € E | Ry} souvent noté
C,ourz.

Tous les éléments de C), sont appelés représentants de la classe de x.

Exemple 1.5 — Pour I'égalité, on a T = {x} pour tout x € E.
— (pa)={(,q) €ZxN" | 2 =1}
— m={ne€Z|m-neply={m-+kpkeZ}=m-+pZ.
Si p = 2 alors Cy = 2Z = P '’ensemble des nombres pairs, et on a

Co=0Cy=0Cy=C_9=...=Cy pour tout k € Z
De plus C} = 1+ 27 = T est ’ensemble des nombres d’impairs, et on a

C1 = Cyky4q pour tout k € Z

Lemme 1.6
Soit R un relation d’équivalence sur E. Alors pour tout * € E on a
x € C,. De plus on a

TRy ©yel, £xcC, & C, =0,

Théoréme 1.7
Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Alors on a les
propriétés suivantes :
1. Pour tous z,y dans E, les classes C, et C, sont soit disjointes
(C, N Cy =) soit égales.
2. L’ensemble E est 'union des classes d’équivalences pour la relation
R.

On dit que I’ensemble des classes d’équivalence de R forme une partition
de F.

Démonstration :



1. Soient z,y € E tels que C, N Cy, # 0. Alors il existe z € C, et z € C,
autrement dit, 2Rz et yRz. Par symétrie, 2Ry, et par transitivité xRy
donc C, = C,,.

2. On a z € C, pour tout = de I, donc £ = |, Cs.

Exemple 1.8 Z = PUZ. Pour p = 3, on a 3 classes d’équivalences distinctes
qui sont Cp, C7 et Cy et on a bien Z = Cy U Cy U Cs.

2 Quotient par une relation d’équivalence

2.1 Ensemble quotient

Définition 2.1 Soit £ un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur F.
Le quotient de ¥ par ~ est I’ensemble des classes d’équivalence de E. Il est
noté¢ E/ ~.
L’application p : E — E/ ~ qui a x associe C,, est appelée projection canonique
associée a ~. FElle est surjective.

Exemple 2.2 — Pour 'égalité, on a £/ == {{z},z € E}, la projection
canonique est une bijection entre F et £/ =.
— On a Z x N*/R est en bijection avec Q. (exercice)

— Soit p € Z et la relation définie précédemment. Alors on a Z/ ~=
{Cy,C4,...,Cp_1}. Le cardinal de Z/ ~ est p.

2.2 Théoréme de factorisation

Théoréme 2.3
Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence R, on note p :
E — E/R la projection canonique. Soit f : E — FE’ une application
d’ensemble. Alors on a les équivalences

1. il existe f : E/R — E' telle que f = fop;

2. Vx,y € E, 2Ry = f(z) = f(y).

Dans ce cas, f est unique.




Démonstration : Supposons que f = g o p pour une certaine application
g: E/ ~— E'. Alorssi z ~ vy, onaC, = C, donc p(z) = p(y). D'on
f(x) =goplx)=goply) = f(y).

Récirpoquement, supposons que si ¢ ~ y alors f(x) = f(y). Soit C €
E/ ~. Alors C = C, pour un z € E. On pose g(C) := f(x). Il faut vérifier
que c’est bien une application. En effet si C' = C,, alors C, = Cy, donc x ~ ),
donc par hypothése f(x) = f(y), la valeur g(C') est donc bien définie. OJ

Exercice 2.4 Soit f : E — F une application d’ensemble et soit R la
relation d’équivalence définie par 2Ry si et seulement si f(x) = f(y). Montrer
qu'il existe f : E/R — F telle que f = f op. Montrer que f est injective.

3 Equivalences dans les groupes

3.1 Classes a gauche

Définition 3.1 Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors on définit
la relation d’équivalence sur G

r~y & v lye H

Vérifions d’abord que c’est bien une relation d’équivalence. x 'z = e € H,
donc ~ est réflexive. Ensuite si ~ y alors 7'y € H. Comme H est un sous-
groupe, (z71y)™! = y~lz € H, c’est-a-dire que y ~ x, donc ~ est symétrique.
Enfin si x ~ y et y ~ 2, alors x7'z = (z7'y)(y~'2) € H car H est stable par
multiplication, donc ~ est transitive.

On voit alors facilement que la classe d’un élément x pour cette relation
d’équivalence est donnée par T = x H. En effet,

yeET alyec H
s3IJheHtlquez'ly=nh
& dh e H tel que y = xh
Sy exH.

On appelle les classes *H, les classes a gauche suivant H. On note G/H
I'ensemble quotient G/ ~.

On peut aussi définir les classes a droite en prenant la relation d’équi-
valence x ~ y < yx~' € H, Pensemble quotient se note H\G.



3.2 Théoréme de Lagrange

Théoréme 3.2 (Lagrange)
Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. L’ordre de H divise
l'ordre de G. Plus précisément on a $H.4(G/H) = tG.

Démonstration : Par la section précédente, G est I'union disjointe des classes
a gauches. On va montrer le lemme suivant :

Lemme 3.3
Pour tout x € G, on a |[xH| = |H|.

On a ’égalité des cardinaux car la multiplication & gauche par x donne
un bijection de H dans xH ( la bijection réciproque est la multiplication &
gauche par z71.)

Revenons maintenant au théoréme. Toutes les classes a gauche ont le
méme cardinal fH par le lemme. De plus le nombre de classe & gauche est
exactement §(G/H). Donc on a bien {H.4(G/H) = tG. O

On notera [G : H| le cardinal de G/H, c’est l'indice de H dans G. Notons
qu’il peut étre fini méme si G et H ne sont pas fini, par exemple G = 7Z et
H =nZ.

Corollaire 3.4
Soit z un élément d’ordre n dans un groupe fini G. Alors n divise 'ordre
de G.

Si en particulier 'ordre de G est fini égal a m alors pour tout x dans
Gonazx™=1.

Démonstration : On a vu dans Proposition que dans ce cas 'ordre de
(x) est n. Donc on a le résultat par le théoréme précédent. U



Corollaire 3.5
Soit G # {e} un groupe fini d’ordre p avec p premier. Alors G est cyclique
et tout x # e engendre G.

En particulier, tout groupe fini d’ordre p avec p premier est abélien.

Démonstration : Soit x un élément de G. Alors comme G est fini, (x) est
aussi fini, donc x est d’ordre fini ¢ par Proposition [3.15 Cet ordre ¢ divise p
qui est premier, doncona ¢=1ouqg=p. Sig=1alors z = 2! = e. Sinon,
x # e, et (x) est un sous-groupe de G' d’ordre p. Donc on a (z) = G qui est
cyclique. ([l

4 Quotients de groupes abéliens

Dans toute cette section, les groupes sont abéliens. On notera
donc + pour la loi et 05 pour le neutre.

4.1 Construction d’une loi sur le quotient

Soit (G, +) un groupe abélien et H un sous-groupe. On va définir une loi
sur 'ensemble des classes a gauches G/H par

Ve,ye GZ+7y:=z+y.

Vérifions tout d’abord que cette loi est bien définie, en effet il faut vérifier
que si on prend d’autres représentants de la classe T et de la classe 7, on
obtient bien la méme classe x + y. Soit ' un autre représentant de T et 3’ un
autre représentant de 7. Alors par définition on a x — 2’ € H et y —y' € H.
On veut vérifier que 2/ + ¢y = x + y, c’est-a-dire que (z+y) — (¢’ +¢') € H.
C’est vrai car par commutativité de la loi + de G on a

(+y) — @ +y)=(@—-2)+y—y)ecH

La loi + est donc bien définie sur G/ H.



Maintenant on a

Donc la loi est bien associative.

La loi est aussi commutativecar t+y=x+y=y+x=y+7T
L’élément neutre est Og. En effet 74+ 0 = = + 0 = 7.
L’inverse est donné par —T = —zcarz+ -z =2 — ¢ = O¢

Finalement, on a démontré le théoréme suivant.

Théoréme 4.1
Soit (G, +) un groupe abélien, et H un sous-groupe de G. Alors (G/H, +)
est un groupe abélien.

Remarque 4.2 Notons qu’ici comme le groupe est abélien, on a x + H =
H + x c’est-a-dire que les classes a gauche sont égales aux classes a droites.

Si G n’est pas abélien, il est aussi possible de définir une loi de groupe
sur G/H pour des sous-groupes H tels que les classes a gauche sont égales
aux classes a droite.

Exemple 4.3 Soit n € N*. Alors Z/nZ = {0,1,...,n — 1} a un structure
de groupe. Il est commutatif et cyclique (engendré par 1).

4.2 Théoréme de factorisation

Notons tout d’abord une propriété pour la projection.

Proposition 4.4
Soit G un groupe abélien et H un sous-groupe, alors p : G — G/H la
projection canonique est un morphisme de groupes.




Démonstration : Par définition on a p(x +y) =z +y =T+ 7 = p(x) + p(y),
donc p est un morphisme de groupe. 0

On a alors un analogue du Théoréme [2.3|

Théoréme 4.5
Soit G un groupe abélien et H un sous-groupe, on note p : G — G/H
la projection canonique sur les classes a gauche. Soit f : G — G’ un
morphisme de groupe. Alors on a les équivalences

1. il existe f : G/H — G’ telle que f = fop;

2. H C Kerf.

De plus l'application f est un morphisme de groupes qui est injectif
si et seulement si H = Kerf.

Démonstration :

Supposons qu’il existe un morphisme g : G/H — G’ tel que f = gop.
Soit € H, alors T = Og. Donc on a f(z) = gop(x) = g(T) = g(0g) = eq
car g est un morphisme de groupe. D’ou = € Kerf.

Supposons maintenant que H C Kerf. Si x —y € H alors x —y € Kerf,
c’est-a-dire f(z — y) = eqr. Comme [ est un morphisme, f(z).f(y)™' = eq,
donc f(z) = f(y). Alors par le lemme de factorisation (Lemme ?7), il existe
g:G/H — G tel que pog = f. 1l faut vérifier que g est un morphisme de

groupe. Soient 7,y € G/H. Alors

9(T+7) = g(p(z) + p(y))

=gop(r+y) car p est un morphisme
= flz+y)

= f(z).f(y) car f est un morphisme
= 9(p(x))-9(p(y))

= 9(T)9(¥)

Donc g est un morphisme. 0



Corollaire 4.6
Soit GG un groupe abélien et f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors

on

a un isomorphisme G /Kerf ~ Im f.

Notons que méme si G’ n’est pas abélien, Im [ est toujours abélien si G

Pest.

5)

5.1

Les groupes cycliques

Groupes monogénes

Théoréme 5.1

1. Tout groupe monogene infini est isomorphe a Z
2. Tout groupe cyclique d’ordre n > 1 est isomorphe & Z/nZ.

Démonstration :

1.

Soit G = (x) un groupe monogeéne infini. Notons ¢ : Z — G 'appli-
cation qui a n associe z". C’est un morphisme de groupe car ™" =
x™x™. 1l est surjectif car z engendre GG. Montrons qu’il est injectif. Sup-
posons qu’on ait ™ = ™ avec n > m, alors "7 = 1, et donc x est
d’ordre fini, mais alors (z) est d’ordre fini ce qui est un contradiction.

. Supposons que G = (x) ait cardinal n.

On va montrer que I'applicationg : Z — G telle que ¢(k) = 2" se

factorise en un isomorphisme de groupe Z/nZ — G en utilisant le
théoréme de factorisation.

On sait que z est d’ordre n par Prop donc nZ C Kerf. Maintenant
si 2™ =1 alors n divise n (cf Prop [3.15)), et donc Kerf = nZ. Comme
f est surjective, on peut donc appliquer le corollaire précédent et on
obtient G ~ Z/nZ.

g



Corollaire 5.2
Si G est un groupe de cardinal p avec p premier, alors G est isomorphe a

Z/pZ.

Démonstration : Soit x # 1 élément de G. Son ordre est # 1 et divise p c’est
donc p. On a donc (z) = G et on conclut par le théoréme précédent. 0J

5.2 Générateurs

Proposition 5.3
Soit n € N*. Alors T € Z/nZ est un générateur si et seulement x An = 1.

Démonstration : Supposons x An = 1. Et notons ¢ l'ordre de =. Alors ¢ divise
n par Proposition m (3.). On a gz = 0, c’est-a-dire n divise gz. Comme n
est premier avec x, n divise ¢. Donc n = q.

Réciproquement supposons x An = p > 1. Alors n = pq avec ¢ < n et
x = pq’. Donc on a

gr = qpq’ = nqg’ = 0 modn.

L’ordre de z divise donc ¢ < n, donc l'ordre de z est strictement inférieur a
n. [

Exemple 5.4 Les générateurs de Z/10Z sont 1,3,7 et 9. L’ordre de 6 dans
Z,/10Z par exemple est 5, ce n’est donc pas un générateur.

5.3 Produits de groupes cycliques

Théoréme 5.5
Soient m,n € N*. Alors le groupe Z/mZ x Z/nZ est cyclique si et seule-
ment si m An = 1. Dans ce cas Z/mZ x Z/nZ = Z/mnZ.




Démonstration : Commengcons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 5.6
L’ordre de (Z,7) € Z/mZ x Z/nZ est le ppcm de l'ordre de T € Z/mZ
et de l'ordre de 7 € Z/nZ.

Démonstration : Notons p = ord(T), ¢ = ord(y) et r = ord(w,y). Alors
r(z,y) = (rz,7y) = (0,0), donc p et ¢ divisent r. Donc le ppem de p et ¢
divise r.

Maintenant si t = ppem(p, ) alors p et ¢ divisent tous les deux t = pp’ =
qq’, on a donc

t(T,y) = (tz, ty) = Wpr,¢qy) = ©'DT, ¢79)(0,0).

Donc r divise t. O

Notons d’abord que Z/mZxZ/nZ est un groupe fini d’ordre mn. Donc s’il est
cyclique il est forcément isomorphe & Z/mnZ par la proposition précédente.
Supposons que m A n = 1. Alors par le lemme, l'ordre de (1,1) est le
ppem de lordre de 1 € Z/mZ et de I'ordre de 1 € Z/nZ, c’est-a-dire m V n.
Comme m An = 1, alors m V n = mn. Donc Z/mZ x Z/nZ a un élément
d’ordre mn, comme son ordre est mn, cet élément est générateur.
Réciproquement soit (Z,7) € Z/mZ x Z/nZ un générateur. On a alors
mn = pV q avec p = ord(T) et ¢ = ord(y). Comme de plus p|m et g|n, on a
forcément p = m et ¢ = n. Alors mn = m V n si et seulement si m An = 1.
]

Notons que si n Am = 1, par le lemme précédent, (z,y) est générateur si
et seulement si z et y le sont (respectivement dans Z/nZ et dans Z/mZ. 1l
y a donc plusieurs isomorphismes entre Z/mZ x Z/nZ et Z/mnZ.

Si on prend n = 2 et m = 3, on peut par exemple envoyer (1,1) sur
1 € Z/67Z, mais aussi envoyer (1, 1) sur 5.






Chapitre 111

Le groupe symétrique

1 Permutations

1.1 Définition et notations

Définition 1.1 Soit £ un ensemble fini. On appelle permutation de E, une
bijection de E dans E. On note &g ou Sg '’ensemble des permutations de
E.

Si E={1,...,n}, on note &, son ensemble des permutations.

Théoréme 1.2
Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1. L’ensemble & muni de la loi
o de composition est un groupe fini de cardinal n!.

Si de plus F' est un ensemble de cardinal n, alors toute bijection de F
dans F' induit un isomorphisme de groupes Gp — Gp.

Démonstration : On a déja vu que &g a une structure de groupe. Si F =
{e1,...,en}, ladonnée de 0 € G équivaut a la donnée de (o(ey),...,0(e,)).
On a n possibilités pour o(e;), mais seulement n — 1 pour o(es) car o est
une bijection, etc... donc le cardinal est bien n!.

Soit ¢ : E — F une bijection. Alors on définit & : &g — Sp par
P(0c) = ¢ oo op ! On vérifie facilement que c’est un isomorphisme de
groupes. Il

Le but de ce chapitre est de comprendre le groupe &,,, qu’on appelle aussi
le groupe symétrique , et on notera E = {1,... ,n}.

39



Notation : Pour ¢ € G,,, on notera
o(l) o(2) -+ o(n))’
P 1 1 2 4 1 2 (1 2 3 4
E’“fex‘“’“peg1 4)°\4 2 “41 23
123 4\ 1 3 4
et =
3 1 4 2 1 3
1.2 Support d’une permutation

Définition 1.3 Soit ¢ € &,,. On définit Supp(o) = {a € E| o(a) # a}.
C’est le support de o. Les éléments a € E tel que o(a) = a sont appelés les

—

points fixes de o.

Proposition 1.4
Soit o € &,,. Alors on a les propriétés suivantes :
1. Supp(o) =0 < o =1dg;
Supp(o~!) = Supp(0)
o(Supp()) = Supp(c)
Supp(c™) C Supp(o) Vn € Z
Supp(coo’) C Supp(o)USupp(o’) et si Supp(o)NSupp(c’) = B alors
on a égalité. On dit alors que o et o’ sont a supports disjoints .

Gl WD

Démonstration :

1. clair
2.0na
a ¢ Supp(o) < o(a) =a
& a=o0a)
< a¢ Supp(c!)

3. Soit b € o(Supp(0)), alors b = o(a) avec o(a) # a. Comme o est
injective, on a donc o2(a) # o(a), c’est a dire o(b) # b. Et on a
o(Supp(c)) C Supp(o).

De la méme fagon, on a donc o~ (Supp(c~!)) C Supp(c~!). En appli-
quant o de chaque coté on obtient Supp(c=!) C o(Supp(c~!)), et en
appliquant le point 2., on obtient Supp(c) C o(Supp(o)).



4. Soit b ¢ Supp(o), alors o(b) = b, et donc ¢"(b) = b autrement dit
b ¢ Supp(a™).
5. Soit a ¢ Supp(o)USupp(c’), cela signifie a ¢ Supp(o) et a ¢ Supp(a’),
donc o(a) = a et o'(a) = a. Donc o o ¢'(a) = o(a) = a et donc
a ¢ Supp(o o o).
Supposons maintenant que Supp(o) N Supp(c’) = 0. Soit a ¢ Supp(c o
0'), alors o od’(a) = a. Supposons a € Supp(c’), alors o’(a) = b # a, et
donc o(0'(a)) = o(b) = a # b donc a € Supp(o). Ce qui est impossible
car Supp(o) N Supp(c’) = 0. On a donc a ¢ Supp(c’), autrement dit
o'(a) = a. Et comme o'(0(a)) = a, on obtient o(a) = a, c’est-a-dire
a ¢ Supp(o).
U

Lemme 1.5
Deux permutations a supports disjoints commutent.

Démonstration : Soient o et ¢’ deux telles permutations.

Soit a € E. Si a n’est ni dans le support de o, ni dans celui de ¢’, alors
onacoo'(a)=0c(a)=aet o oo(a)=0'(a) = a.

Soit a € Supp(o), alors par hypothése, a ¢ Supp(¢’). On a donc goo’(a) =
o(a). De plus par le point 3. précédent, on a que o(a) € Supp(o), et donc
o(a) est fixé par o’. On a donc o'(0(a)) = o(a).

De méme si a ¢ Supp(c’). Donc on a bien pour tout a dans F, 0’ oo(a) =
god(a).

g

1.3 Orbites

Définition 1.6 Soit 0 € G,, et a € E. On définit ['orbite de a sous ’action
de ¢ comme le sous-ensemble

O,(a) :={a,0(a),0*(a),...} C E.

Remarquons que @ est un point fixe de o si et seulement si O, (a) = {a}.



Lemme 1.7
On a O,(a) = {¢™(a),m € Z}. Et si le cardinal de O,(a) est p, alors p
est le plus petit entier tel que o”(a) = a et on a

O,(a) :={a,0(a),0*(a),...,o? *(a)}.

Démonstration : Notons tout d’abord que o est d’ordre fini puisqu’élément
d’un groupe fini. Donc il existe m tel que 0™ (a) = a. Notons p le plus petit
entier > 0 vérifiant o”(a) = a.

On va montrer l'inclusion

{o™(a),m € Z} C {a,0(a),0*(a),...,o"(a)},

et que les éléments de I’ensemble de droite sont tous distincts, ce qui montrera
toutes les égalités.

Soit n € 7Z, et soit n = pg+r la division euclidienne de n par p. On a alors
0™(a) = 0" (a) donc on a l'inclusion demandée. De plussi 0 < j < k<p—1
sont tels que 07(a) = o%(a), alors 077 (a) = a. Par minimalité de p, on en
déduit 5 — k = 0, et donc les p éléments de ’ensemble de droite sont 2 a 2
distincts.

OJ

12 6
3 4 5
O(1) = {1,3,6,5} = O(3) et O(2) {2,4}

Exemple 1.8 Prenons la permutation o = ( ) Alors on a

Proposition 1.9
Soit 0 € G,,. L’ensemble des orbites sous ’action de ¢ forme une partition
de FE.

Démonstration : On définit la relation ~ sur E par a ~ b < O(a) = O(b).
Il est immédiat de voir que c’est une relation d’équivalence. montrons que
la classe de a est exactement O(a). Si b ~ a alors b € O(b) = O(a) donc



C, C O(a). Si b € O(a) alors b = ¢™(a) pour un certain entier m. Cela
implique que tout o*(b) est aussi dans l'orbit de a donc O(b) C O(a). Par
ailleurs, a = 07" (b) et donc O(a) C O(b).

U

2 Cycles et décompositions

2.1 Cycles

Définition 2.1 Un cycle est une permutation ayant une unique orbite non
triviale. On parle de m-cycle lorsque m est le cardinal de cette orbite non

triviale. Un 2-cycle est aussi appelé une transposition .

Notation : Si o est un m-cycle, on notera o = (a,c(a),...,c™ (a)), out
O,(a) est Porbite non triviale.

1

2 3 4 5 6
326 1 4 5) est un 5-cycle. On le note

Exemple 2.2 Par exemple (
(13654).
n’est pas un cycle, car il a deux

et O(2) = {2,4}.

La permutation

—~
—_

~—
I

orbites non triviales O

Proposition 2.3
Si o est un m-cycle, alors o est d’ordre m et (o) ~ Z/mZ.

Démonstration : Soit O,(a) 'orbite non triviale. Alors on a vu par le lemme
précédent que m est le plu petit entier tel que ¢"(a) = a. Montrons que
o™(b) = b pour tout b € E. Si b € O,(a), alors b = o*(a), et donc o™(b) =
o"*t™m(a) = o¥(a) = b. Si b ¢ O,(a), alors b est un point fixe, c’est-a-dire
o(b) = b, donc ¢™(b) = b. On a donc bien ¢ = Id. Par minimalité de m,
c’est bien l'ordre de o. i



2.2 Théoréme de décomposition

Théoréme 2.4
Toute permutation s’écrit de maniére unique comme produit de cycles a
supports disjoints.

Regardons d’abord sur un exemple comment on décompose une permu-
tation en produit de cycles.

On a 1 234567

36 74125

faut prendre les cycles correspondants aux orbites non triviales de o.

) = (1375)0(26) = (26)0(1375). On voit qu’il

Démonstration : Soit o un permutation. On va donc noter Oy, ..., O, les or-
bites non triviales de o. Puis on définit pour tout ¢ = 1, ..., p un permutation
cparg(z) =xsix ¢ O; et ¢(x) =0(x)sixz € O;.

Notons tout d’abord que si z € O, si et seulement si ¢;(x) € O,;. Montrons
maintenant que ¢; est une permutation, il suffit de montrer que c’est injectif.
Sici(x) = ¢i(y), alors si ¢ ¢ O;, on a ¢;(x) = x = ¢;(y) n’est pas dans O;,
donc y n’est pas dans O;. Et donc ¢;(y) = y et donc = y. Si maintenant
x € O, alors ¢;(z) = ¢;(y) est aussi dans O;, et donc y € O;. On a donc
o(z) = ci(x) = ci(y) = o(y), donc z = y.

On va maintenant montrer que ¢; est un cycle dont le support est O;.
Un récurrence immeédiate montre que si z € O, alors pour tout ¢ € N,
ct(z) = o*(x). Pour x € O;, on a donc O, (x) = {z,0(x),...} = Ox(z) = O,.
Comme ¢; fixe tous les éléments en dehors de O;, ¢; n’a donc qu’une seule
orbite qui est O;.

Comme les orbites O;, les ¢; commutent.

Montrons maintenant que o = ¢y o cp---¢,. Soit © € E. Si x n’est dans
aucun des O;, alors x est fixé par tous les ¢;, et on a donc ¢; ---¢,(x) =2 =
o(z). Siz € O;, alors il n’est pas dans les autres O; pour j # i. On a donc

c1...¢p(x) =ciocr...cim1Ciqr ... cp(x) = ¢i(v) = o(2).

Montrons enfin I'unicité. Supposons que o = ¢ ... ¢, a support disjoints,
et notons O l'orbite non triviale de ¢;. Alors par la proposition 5.,on a
Supp(c) = O1U...UQO;, et I'union est disjointe. Montrons que chaque O;
est une orbite de o. En effet si x € O}, alors x est un point fixe pour tous les
autres ¢, et donc o(z) = ¢j(x). Par un récurrence immédiate on a alors que

ot(z) = ()% (x), et donc O = O, ().



Exemple 2.5 On a (1243)(25617)(346) = (174256).

Proposition 2.6
Soit 0 = ¢ ...c, la décomposition de o en produit de cycles a supports
disjoints, alors

ord(c) = ppem(ord(cy), . .., ord(c,)).

Démonstration : Soit ¢ le ppcm des ordres des ¢;. Alors 'ordre de chqgeu ¢;
divise ¢ et donc ¢f = Idg. On a donc 09 = (c1...¢p)7 =cf ...} = Idp.
Supposons maintenant que o™ = Idg, alors on a cf"...¢y" = Idg. Le
support de ¢]" est inclus dans le support de ¢;, donc les supports des ¢]* sont
disjoints. On a donc nécessairement " = Idg pour tout 7, et donc m divise

le ppcm de 'ordre des c;.
O

Exemple 2.7 On a (123)(25164) = (1643)(25) est d’ordre 4.

2.3 Générateurs de 6,

Théoréme 2.8
Le groupe G,, est engendré par les transpositions.

Démonstration : 11 suffit d’aprées le théoréme pécédent de montrer que les
cycles sont des produits de transpositions. Or on vérifie facilement que (a; . . . a;) =

(araz)(azasz) . .. (ap_q1ae). O



Théoréme 2.9

S, = ((i+1),i=1,...,n—1)
= ((li), i=2,...,n)
= ((12),(12...n)).

Démonstration : On a (i,j) = (j —1,7) ... (i + 1,i +2)(4,s + 1)(s + 1,7 +
2)...(7 —1,7) ce qui suffit & démontrer la premiére égalité.

On a (i,7) = (1,4)(1,5)(1,4). Ce qui montre la seconde.

Enfin notons ¢ = (12...n), alors on a (i,7 + 1) = ¢~1(12)c"™!, ce qui
montre la derniére.

O

3 Signature et groupe alterné

3.1 Signature

Définition 3.1 Soit 0 € &,,. La signature de o est e(o) = (1) ot m est

le nombre d’orbites de 0. On dit que o est paire si €(o)
(o) = —1.

1 et smpaire is

Exemple 3.2 — ¢(Idg) = (—1)""" = 1.
— Si o est un f-cycle, il a alors 1+n—/ orbites. On a donc (o) = (—1)*L.
En particulier la signature d’une transposition est —1.
— €((18)(27463)) = (—1)** = —1

3.2 La signature comme morphisme de groupes

Lemme 3.3
Si o € G, et T est une permutation, alors on a €(o o 7) = —¢(0).




Démonstration : Notons o = ¢; ... ¢, la décomposition de o en cycles a sup-
ports disjoints. On va montrer que le nombre d’orbites de o o7 est un de plus
ou un de moins que le nombre d’orbites de o.

Notons 7 = (ab). On va distinguer quatre cas selon que a, b appartiennent
aux orbites des c;.

Cas 1 : a et b n’appartiennent pas au support de o.
Dans ce cas, ¢ ...c,7 est la décomposition en produit de cycles a supports
disjoints. Donc son nombre d’orbites est 1 de moins que celles de o.

Cas 2 : a € Supp(¢;) et b n’appartient pas au support de o.
Notons ¢; = (a,as . .., as). La permutation 7 commute avec tous les autres Cj
et on a ¢; o (ab) = (a,b,as,...,as). Le nombre d’orbites a donc diminué de 1.

Cas 3 : a,b € Supp(¢).
Dans ce cas 7 commute avec tous les ¢; sauf ¢;. Notons ¢; = (aq, ..., a;) avec
a; = a et a; = b. On a alors ¢; o 7 = (ay, @441, g2, - . ., a5)(az, as, ...a;). Le
nombre d’orbites a donc augmenté de 1.

Cas 4 : a € Supp(c;) et b € Supp(c;) pour i # j.

Notons ¢; = (a, as, ..., as) et ¢; = (b, b,...,b,). Onacic;m = (a,ba, ..., by, b, as, ...

Le nombre d’orbites a donc diminué de 1.
O

Corollaire 3.4
L’application € : &,, — {41, —1} est un morphisme de groupes.

Démonstration : En effet le lemme précédent permet de montrer par un récur-
rence immédiate que si 71, ..., 7, sont des permutations, alors €(7; ... 7,;,) =
(—=1)™. On voit alors immédiatement que c¢’est un morphisme de groupes. [J

Théoréme 3.5
La signature est I'unique morphisme de groupes &,, — C* non trivial.

, Qs).



Avant de montrer ce théoréme, on doit d’abord montrer le lemme suivant :

Lemme 3.6

Soient 7 et 7" deux transpositions, alors il existe o € &,, tel que coTo0 =

T

Démonstration : Si T = (i,7) et 7" = (k, {) tous distincts, alors on peut poser
o = (ik)(70).
Si 7= (ij) et 7" = (jk), alors on peut prendre o = (ik).
O

Démonstration :(du théoréme) Soit ¢ : &,, — C* un morphisme de groupes.
Soit 7 une transposition. Comme 72 = Idg, on doit avoir ¢(7)* = 1, autre-
ment dit ¢(7) = £1.

Si ¢(7) = 1, alors d’aprés le lemme, pour toute autre transposition on
aura

O(r') = p(ooToo™") = ¢(0)p(1)p(0) " = o(7) = L.

Comme toute permutation est produit de transpositions, on aura donc ¢(o) =
1 pour tout o.

Si maintenant ¢(7) = —1, par le méme argument, pour toute autre trans-
position on aura ¢(7') = —1. Et donc si o est un produit de m transpositions,
on aura ¢(o) = (—1)" = €(o).

O

3.3 Le groupe 2,

Le noyau d’un morphisme de groupes étant un sous-groupe, il est donc
naturel d’introduire la définition suivante :

Définition 3.7 Le groupe alterné 2, est le noyau de la signature, c’est

donc un sous-groupe de G,,. Il contient toutes les permutations de signature
1.

Exemple 3.8 On a 2y, = {Idg}.

On a A3 = {Idg, (123), (132)}. 11 est abélien isomorphe a Z/3Z.

Le groupe 24 contient 12 éléments : I'identité, 3 doubles transpositions,
et 8 3-cycles. Il n’est pas abélien.



Proposition 3.9 )
Le cardinal du groupe 2, est 5

Démonstration : Par le théoréme de factorisation, la signature ¢ : &,, —
{41, —1} se factorise en une application &,,/2L,, — {+1, —1}. Cette applica-
tion est clairement surjective, et elle est injective. On a donc §(&,,/2,,) = 2.

On conclut par le théoréme de Lagrange.
O

Théoréme 3.10
Le groupe alterné est engendré par les 3-cycles.

Démonstration : Les éléments du groupe alterné sont des produits dun
nombre paire de transpositions. Il suffit de démontrer que le produit de deux

transpositions est toujours un produit de 3-cycles. Or on a (ij)(jk) = (ijk)
t (i) (k) = (2jk)(jk0). O

3.4 Formule explicite

Théoréme 3.11
Soit 0 € G,,. Alors on a la formule

o) = I oy) —o(®)

i
1<i<j<n J

Démonstration : Notons f : &, — C* la fonction donnée par cette formule.
On va montrer que f est un morphisme de groupes non trivial.




Notons tout d’abord que f est a valeurs +1 ou —1. En effet comme o est
une bijection, on a [[,_; |o(j) —o(i)] = [[,.,;(G — ).

Soit 7 = (k, k+1). Pour montrer que f(7) = —1, il suffit donc de montrer
que HK] 7(j) — 7(7) est négatif.

Si i < k alors 7(j) — 7(i) = 7(j) — i est positif. Si j > k + 1, alors
7(j) — 7(1) = j — 7(i) est aussi toujours positif. Il reste donc le cas o i = k
et j = k+ 1, dans ce cas 7(j) — 7(i) = k — (k + 1) = —1. Donc finalement,
le produit est négatif, et f(7) = —1.

On va maintenant montrer que f est un morphisme de groupes. On a

floro0y) = Hal@( _0102<>

J)
i<j J—
_ g "128 - Z:f(fz)( )@z(]} = ;fz(@)
_ g Ulgigi - 22‘2}( i) 1} az(j; - ;72(1')
e

1<j

Par ailleurs on a

A H 0122 — 0102(2) _ H 0109(j) — 0102(7) H 0102(j) — 0102(4)

i< — o) 73(j) — 0a(i) 72(j) — 02 (i)

i<j,o2(i)<o2(5) i<j,02(4)>02(j)

En effectuant le changement de variables k = o5(i) et £ = 03(j) dans le
premier terme et k = 05(j), £ = 09(k) dans le deuxiéme, on obtient

O'1€—0'1k3 ]{; o1
N I I

oy Hk)<oy H(e) k<t o HO)<o (k) k<t
- 11 o1(8) — ou(k)

k<t t—k
= [(on).

On obtient donc bien f(oq 0 03) = f(o1)f(02).



Chapitre IV

Le groupe orthogonal

1 Espaces euclidiens

On commence ici par quelques rappels sur les espaces euclidiens. Dans
tout ce chapitre F désignera un R-espace vectoriel de dimension n.

1.1 Produit scalaire et isométries

Définition 1.1 Un produit scalaire sur E est une application bilinéaire
(,.): ExE— R quiest

— symétrique , i.e. Vr,y € E, (z,y) = (y,x);
— définie positive , i.e. Vo # 0, (z,x) > 0.

On dit alors que (F, (.,.)) est un espace euclidien .

Définition 1.2 Un isométrie vectorielle f est un endomorphisme de E tel
que

Va,y € E (f(x), f(y)) = (x,y).

Le proposition suivante est facile a vérifier

Proposition 1.3
L’ensemble des isométries vectorielles de E est un sous-groupe de GL(E).

On appelle groupe orthogonal le groupe des isométries vectorielles, et on
le note O(F).

ol



1.2 Le groupe O,(R)

Définition 1.4 Une base (ey, ..., e,) de E est dite orthonormale si (e;, e;) =
1 pour tout 7 et si (e;, e;) = 0 pour i # j.

Une telle base existe toujours dans F (on peut par exemple en construire
une en utilisant 1'algoritme de Gram-Schmidt).

Proposition 1.5
Soit f € L(FE, E) et B une base orthonormale de E. Alors on a les équi-
valences

fE€O(E) & M =Mat(f,B) vérifie MT.M =1,

< f(B) est une base orthonormale

On notera O,(R) := {M € GL,(R)|M*.M =1,}. Une conséquence de la
proposition ci-dessus est que chaque choix de base orthonormale induit un
isomorphisme de groupes entre O(F) et O,(R).

On note SO(E) (ou OT(FE)) lintersection Kerdet NO(FE) et SO, (R) =
OT(R) = Kerdet NO,(R). C’est le groupe spécial orthogonal , ou le groupe

des isométries directes .

1.3 Symétries

Définition 1.6 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On note F'* := {x €
E| Yy € F(x,y) = 0} son orthogonal . C’est clairement un sous-espace
vectoriel de E.

On a de plus la proposition suivante

Proposition 1.7
Soit F' un sous-espace de £, alors on a F' @ F+ = E.

Ce résultat peut par exemple se démontrer en prenant une base de F
qu’on compléte en une base de F, et & qui on applique 'algorithme de Gram-
Schmidt. On obtient alors une base orthonormale dont la premiére partie



engendre F', et dont la deuxiéme partie est dans F*. Le fait que FNEF+ = {0}
provient du fait que le produit scalaire est défini positif.

Définition 1.8 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. La symétrie orthogonale

sp par rapport & F est la symétrie par rapport & F parallélement a F*.
Pour x € E,six = 21 +ay avec 1 € F et x5 € F- alors sp(z) = 11 — 15.

On vérifie facilement que sg est une isométrie. Par ailleurs, dans une base
orthonormale adaptée & la décomposition F' @ F* la matrice de sz est de la,

forme
Mat(f, B) = (15” 0

On a par ailleurs la caractérisation suivante des symétries orthogonales.

), ou m = dim F.

_In—m

Proposition 1.9
Soit u € O(E). Alors u est une symétrie orthogonale si et seulement si
2

Démonstration : Il est clair quune symétrie orthogonale vérifie u?> = Idp.
Supposons donc que u? = Idg. Notons F := Ker(u — Idg) et G := Ker(u +
Idg).

Il est facile de voir que F' et G sont en somme directe (ce sont des sous-
espaces propres associés a des valeurs propres distinctes). Et par ailleurs on
peut écrire

1 1
v =5+ u@) + 5 (@~ ul@)),
et on vérifie z + u(z) € F et z —u(z) € G. On a donc F' & G = E. De plus
size FetyedG,ona

(z,y) = (u(z),uly)) = (z,—y) = —(z,y)

donc (z,y) = 0 et donc G C F+. Par égalité des dimensions, on obtient donc
G = F+. Comme on a
1 1

u(w) = 5o+ u(@) - 5z — u(@)),

on obtient donc que wu est la symétrie orthogonale par rapport a F'.



Proposition 1.10
Soit ' un sous-espace de F, et u un isométrie de E. Alors on a

UOSp O u = Su(F)-

Démonstration : On va montrer que u o sy o u~! agit comme l'identité sur
u(F) et comme mois I'identité sur u(F)*.

Soit = € u(F'), et notons z = u(y), y € F. Alors on a uo spou'(r) =
uosp(y) =u(y) =z cary € F.

Montrons maitenant que u(F)*+ = u(F*). En effet on a les équivalences

Donc si z € (u(F))*, on a x = u(y) avec y € F+ . Et donc uospou'(x) =

uosp(y) =u(—y) = —.
On a donc démontré que wospou! = sp. O

2 Quelques propriétés du groupe orthogonal

2.1 Quelques propriétés

Proposition 2.1
Si dimg £ > 2, le centre de O(E) est {£Idg}.

Démonstration : Une inclusion est évidente. Supposons maintenant que u
soit dans le centre, alors pour toute droite vectorielle D, u commute avec sp
et donc on a wo spou~!t = sp. Par la proprositon précédente, on obtient
sp = syp)y donc u(D) = D. Ceci implique que tout vecteur non nul de F



est un vecteur propre de u. L’application u est donc une homothétie, et les
seules homothéties de O(FE) sont celles de rapport +1 ou —1. O

Le groupe O(FE) est bien entendu infini, mais il contient des sous-groupes
finis. Par exemple cette propriété fait le lien avec le chapitre précédent.

Proposition 2.2
Il existe un morphisme de groupes injectif ® : &, — O(FE), tel que
det o® = € (la signature).

Démonstration : Notons B = (eq,...,e,) une base orthonormale de E. Soit
o € 6,, on définit ¢, comme I'endomorphisme envoyant e; sur e,(;. C’est
bien une isométrie puisque qu’il envoie la base B sur B (en permutant son
ordre). On a de plus

(I)o o q)a’(ei) = q)o(ea’(i)) = €oo0'(i) — (I)ooo’<€i)

pour tout ¢, donc ® est bien un morphisme de groupes.
De plus, si 7 est la transposition (12), alors la matrice de ®;au dans la
base B a la forme

01
10 0
Mat(®,, B) = 1
0
1
Et donc on vérifie aisément que det ®,au = —1. Comme det o® est un mor-

phisme de groupes &,, — {£1}, on en déduit que det oP = e.
U

2.2 Générateurs

Définition 2.3 Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a
un hyperplan H.

Dans une base orthonormale B adaptée a la décomposition H @ H* |, on
a donc

Mat(sy, B) = (1”0_1 _01) :



Le résultat suivant nous donne un systéme de générateur pour le groupe
orthogonal.

Théoréme 2.4
Le groupe orthogonal est engendré par les réflexions.

Avant de démontrer ce théoréme, notons ’analogie avec les groupe sy-
métrique. En effet, notons ®(19) I'isométrie échangeant les vecteurs e; et es.
Alors la base (%, 61\;52 ,€3,...,6,) est encore orthonormale, et dans cette
base, la matrice de ®(;2y est la matrice d'une réflexion. De méme chaque ®;;
est une réflexion. On peut donc voir ce théoréme comme un analogue du fait
que les transpositions engendrent le groupe symétrique.

Démonstration : On va démontrer par récurrence sur p que si u € O(FE) avec
p = n — Ker(u — Idg) alors u peut s’écrire comme un produit d’au plus p
réflexions.

Pour p =0, on a n = dim Ker(u — Idg) et donc u = Idg et I’assertion est
vraie.

Supposons donc 1’assertion vraie pour tout : < p € N, p > 0.

Soit u notons F, = Ker(u — Idg) et supposons dim F,, = n — (p + 1),
autrement dit supposons que dim F'- = p+ 1. On va construire une réflexion
s telle que u o s vérifie F,, est strictement inclus dans F,.s. On pourra alors
appliquer 'hypotheése de récurrence a l'isométrie u o s, et on aura le résultat.

Soit € F;- non nul (il existe car p+1 > 1), et posons y = u(z). Notons
d’abord que y # x car « ¢ F,. Ensuite si z € F, (donc u(z) = z), alors on a

(2,9) = (u(2), u(2)) = (2,2) =0,

ce qui montre que y € F-.

Notons H = vect(y — z)*. C’est bien un hyperplan car y # z. De plus,
comme H+ = vect(y —x) C FX, on a F, C H. On veut vérifier que
vect(F,,y) C Fyos, et donc que u o sy satisfait 'hypothése de récurrence
(en effet y n’est pas dans F),, donc le sous-espace vect(F,,y) est strictement
plus grand que F,).

Siz € F,, alors z € H donc on a uo sy(z) = u(z) = z. Donc F C
Ker(uo sy —Idg) = Fyosy-

Par ailleurs on a

(£ +y,x—y) = (r,2) = (y,y) = (z,2) = (u(z),u(z)) =0,



xT

donc z +y € vect(y — 2)* = H. Alors y = 5% + £

5 est la décomposition
de y selon H+ @ H. On obtient alors que

Tty y—x
2 2

sn(y) = 1.
Finalement on obtient u o s;,(y) = u(z) =y, donc y € Fyos,, €t

vect(Fy,y) C Fuosyy

ce qui finit la preuve.

3 Classification en dimensions 2 et 3

Nous allons maintenant nous intéresser a Oy(R) et O3(R) et essayer de
classifier leurs éléments. On commence par le cas de la dimension 2.

3.1 Rotations et symétries en dimension 2

Soit M = <(CZ Z) une matrice de Oz(R). La relation M7.M = I, nous
donne les équations
ab+cd =0
a?+c2=1
V+d=1

On en déduit donc I'existence d’uniques 0, theta’ € [0, 27| tels que
a=cosl, c=sinf,b=cost d=-sinf.

L’équation ab 4+ ¢d = 0 nous donne alors cos(f — ') = 0, autrement dit
0—0 =+£7.
cosf) —sind

Cas1:0 =0+ 2. On aalors M = )
2 sinf cos®

>, c’est donc la
matrice Ry de rotation d’angle 6.

Cas 2 :¢0/ = 0 —Z. On a alors M = Sy = CO.SQ sin 6 . Cette
2 —sinf cos6

matrice est diagonalisable (avec valeurs propres 1 et —1), c’est donc une



réflexion. C’est la réflexion par rapport a la droite engendrée par le vecteur
0

de coordonnées (cos 3, sin g) Par ailleurs on vérifie immédiatement que

Se = Ry.Sy avec Sy = ((1) _01>

On a donc montré le résultat suivant

Théoréme 3.1

SO2(R) = {Rp,0 € [0,27[} et Oz(R) = {Rp,S,| 0 € 0,2, € [0, 7]}

On a les relations Ryo R, = Ry, Spo S = Ry_y, et S,0Rg = R_g0S,.

Notons qu’il en découle que le groupe Oy(R) est engendré par SO5(R) et
S().

Il en découle aussi qu’on a un isomrophisme entre SO5(R) et U le sous-
groupe des racines de 'unité, donné par Ry — €, et que ce groupe est
abélien.

3.2 Sous-groupes finis de Oy(R)

On va voir maintenant qu’on peut totalement classifier les sous-groupes
finis de O2(R).

Théoréme 3.2
Soit G un sous-groupe fini de O2(R). Alors on a

G:<R27T> ou G:<R2J;SLP>7

n

pour un certain n € N et ¢ € [0, 7].

Démonstration : Notons tout d’abord que si G est un sous-groupe fini de
O5(R), alors G N SO5(R) est un sous-groupe fini de SO4(R). Par I'isomor-
phisme précédent, on peut donc le voir comme un sous-groupe fini G’ de U.



Supposons que 'ordre de G’ est n. Alors on a pour tout z € G', 2" = 1.
Comme il y a exactement n-racines n-iémes de I'unité, on obtient

G'={zeCl2"=1} = ().

Cela nous dit donc que GNSO2(R) = <R277r> Si G est inclus dans SO5(R), on
a donc le premier résultat. Supposons maintenant que G ne soit pas inclus
dans SO2(R). Alors il existe ¢ € [0, 7] tel que S, € G. On va montrer que
G = (R2x,S,). Soit g un élément de G. Si g est dans SOs, alors, g est dans
GnN SO;(R) = (Rzx). Si maintenant g n’est pas directe, alors g = Sy pour
un certain 6. Mais alors Sy o Sy, = Ry_, est dans G N SO2(R) = <R277r>, donc
on a

S0 8, = (Rax)"

autrement dit
Sy = (Rz

l)k o Sgp € <R21,S¢>.
Donc on a bien G = (Rz2x, S,,).

3.3 Le groupe diédral

Dans le théoréme précédent, on comprend bien les groupes de la forme
G = (Rz2:) qui sont des groupes cycliques, donc abélien et isomorphes a
Z/nZ. Par contre la structure d'un groupe de la formeG = (R2x,S,) . Clest
I'objet de ce paragraphe de les étudier plus en détail. !

Définition 3.3 Soit P,, le polygone régulier a n cotés de centre O. No-
tons vy, ..., v, ses sommets (ou les vecteurs correspondants). On note D,, :=
{f € O(R?)| f(P,) = P,)}. Cest un sous-groupe de O(R) qu’on appelle le
groupe diédral .

Essayons de comprendre les éléments de ID,,. Un élément de D,, préserve
le polygone P, il doit donc envoyer chaque v; sur un v;.

Notons de plus que f € D, est entiérement déterminé par f(vy) et f(vq).
En effet, (v, v2) est une base, et un endomorphisme est déterminé par I'image
d’une base.

Enfin si f(v1) = veq, alors comme f est une isométrie, on doit avoir
f(ve) = vy ou f(ve) = vei2. On va donc traiter ces deux cas.

Cas 1 : f(vy) = veo. Dans ce cas, on voit immédiatement que f est la

2ml
rotation d’angle o
n



Cas 2 : f(v3) = v,. On montre alors assez facilement que f(v;) = vo_;.
C’est une symétrie car si (v1, v2) est une base directe, alors la base (vpy1,v)
est indirecte. On va alors distinguer plusieurs cas.

Si n est pair et ¢ est pair, les points ve et Unte sont fixés par f, donc f
est la symétrie par rapport a la droite passant par vt et Unte.

Si n est pair et £ est impair, alors f ne fixe aucun des v], mais il fixe les
segments [U%,Uu% ] et [U%@—l,v%ﬂl |, donc il fixe leur milieux respectifs.
C’est donc la symétrie par rapport a la droite passant par ces deux milieux.

Si n est impair, alors soit ve soit Ustne est I'unique sommet fixé. C’est
donc la symétrie par rapport a la droite passant par ce sommet et le milieu
du codté opposé.

Finalement, on en déduit que le groupe D,, a 2n éléments n rotations, et
n symétries. Si on note r la rotation d’ angle , et s une symétrie quelconque
de D,,, on a alors

D, = (r,s) = {r¥ sr* k=0,...,n —1}.
avec les relations r” =1, s2 =1 et sr = r's.
Tous les sous-groupes finis de O(R?) non inclus dans SOy(R) sont iso-
morphes a un groupe diédral.

3.4 Classification en dimension 3

Essayons maintenant de comprendre quelles sont les isométries de R3.
Tout d’abord notons que si f € O(R?), alors son polynoéme caractéristique est
un polynoéme de degré 3 a coefficients réels, il admet donc au moins une racine
réelle, autrement dit il admet (au moins) une valeur propre que I’on notera \.
Comme f est une isométrie, cette valeur propre A doit étre égale a 1 ou a —1.
Notons ez un vecteur propre correspondant de norme 1, et complétons le en
une base orthonormale (e;, ez, e3). On a donc V := vect(ey, e5) = vect(es)*.
Comme f(e3) = £e3, on a

(f(e1),es) = (f(e1), f(£es)) = (e1,+e3) =0

et donc f(ey) € V. De méme pour f(ez). On obtient donc que V' est un sous-
espace stable par f. De plus, on voit facilement que f},, est une isométrie de
V.

Autrement dit, dans la base (e, e, e3), la matrice de f sera de la forme

Mat(f, B) = <]\g S\) avec M' € O9(R) et A = £1



On va donc pouvoir se servir de la classification précédente, et on se retrouve
avec a priori 4 cas a taiter :

(o) (0 2)- (50 (0 5

Le premier cas correspond a une rotation d’angle 6 autour de l'axe
vect(eg). Dans le cas ott = 0 on obtient 1’ identité . Dans le cas ou 0 = ,
on obtient la symétrie orthogonale par rapport a I’axe vect(es). Une telle
isométrie s’appelle un retournement ou demi-tour .

Le deuxiéme cas peut s’écrire

Ry 0\ _(Ry O 11
0 —-1) \o 1 )

il s’agit donc d’une rotation d’angle 6 autour de 1’axe vect(e3) composée avec
la symétrie orthogonale par rapport au plan vect(ey, e;) (donc orthogonal &
I’axe de rotation) ce qu’on appelle parfois une anti-rotation . Dans le cas o
0 = 0, on obtient la réflexion par rapport au plan vect(ey,ey). Dans le cas
ou # = 7, on obtient —I3, qui est donc la symétrie centrale .

Dans le troisiéme cas, la matrice est diagonalisable, et donc dans une base
orthonormale (€}, €}, e3) on a

Mat(f,B) = -1

C’est donc la réflexion par rapport au plan vect(e], e3).
Dans le troisiéme cas, la matrice est aussi diagonalisable, et donc dans
une base orthonormale (€], €}, e3) on a

Mat(f, B) = -1
1

C’est donc la symétrie par rapport a 'axe vect(e}), autrement dit un
demi-tour .
On a donc finalement montré le résultat suivant.



Théoréme 3.4
Les isométries vectorielles directes de R3 sont toutes des rotations :

— lidentité (rotation d’angle 0);

— les demi-tours (donc les symétries orthogonales par rapport a une
droite, qui sont aussi les rotations d’angle )

— les rotations d’angle 6 autour d’un certain axe.

Les isométries vectorielles indirectes de R3 sont

— les réflexions (donc les symétries orthogonales par rapport a un
plan) ;

— la symétrie centrale (symétrie orthogonale par rapport au sous-
espace {0} ;

— les anti-rotations d’angle 6 autour d'un certain axe.




Chapitre V

Actions de groupes

1 Définitions

Définition 1.1 Soit X un ensemble et G un groupe. On dit que G agit sur
X ¢’il existe une application

GxX — X
(g.) — g

telle que

— lg.x = x pour tout z € X ;
— g.(h.x) = (gh).x pour tous g,h € G, x € X

Exemple 1.2 1. Soit X = {1,...,n} et G = &,,, avec I'action définie
par o.x := o(x).
2. X =R"et G = GL,(R) ou O,(R) ou SL, (R), avec ’action définie par
fax = f(x).
3. X = (G avec l'action définie par la multiplication & gauche, g.x := gz,
ou encore avec l'action par conjugaison g.x := grg .
4. On peut prendre aussi le groupe diédral D,, agissant sur les sommets

d’un n-gone régulier centré en 0.

Proposition 1.3
Se donner une action de GG sur X revient a se donner un morphisme de
groupes G — Gx.
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Démonstration : Soit G x X — X une action de G sur X. On définit & : G —
Sx par ®(g)(z) = g.x. Vérifions tout d’abord que ®(g) est bien une bijection.
En effet, on a ®(g7 ) o ®(g)(z) = g .(g.x) = lgx =z et D(9)0P(g7")(x) =
g.(g7'.x) = 1g.x = x, donc ®(g) est inversible, d’inverse ®(g~!). Par ailleurs
on a ®(gh) = ®(g)P(h) par le deuxiéme point de la définition. Et donc @ est
bien un morphisme de groupes. O

Notons qu’une conséquence immédiate de cette définition est que si H est

un sous-groupe de G, alors H agit naturellement sur X, via la composition
HcCcG— Gx.

Définition 1.4 On dit que G agit fidélement sur X si le morphisme G —
G x est injectif, ou autrement dit si g.x = x pour tout x, alors g = 1.
On dit que G agit transitivement sur X si Vr,y € X il existe g € G tel

que g.x =Y.

Exemple 1.5 Reprenons les exemples précédents.

1. Soit X = {1,...,n} et G = &,, avec l'action définie par o.x := o(z).
Alors 'action est fidéle et transitive.

2. X =R"et G = GL,(R) ou O,(R) ou SL,(R), avec I'action définie par
f.x := f(z). Alors 'action est fidéle, mais pas transitive, en effet on a
toujours f(0) = 0. Par contre, si on prend G = GL,(R) agissant sur
R™\ {0}, alors I’action est transitive.

3. L’action de G sur GG par multiplication a gauche est fidéle et transitive.
L’action par conjugaison est fidéle seulement si Z(G) = {14}. Elle n’est
pas transitive, car 14 est toujours envoyé sur 1g.

4. Le groupe diédral D, agit fidélement et transitivement sur {1,...,n}.

Notons qu’'une conséquence du fait que 'action de G sur lui méme par
multiplication & gauche est fidéle équivaut a dire qu’on a un morphisme de
groupe injectif G — S¢. Donc si G est fini, il est isomorphe & un sous-groupe
d’un groupe symétrique.

2 Orbites et stabilisateurs

Définition 2.1 Soit G agissant sur X. On définit une relation sur X par
r~y & JgelGgar=uy.

C’est la relation d’intransitivité .



Proposition 2.2
La relation d’intransitivité est une relation d’équivalence.

Démonstration : Exercice O

Remarquons que l'action est transitive si et seulement si la relation d’in-
transitivité n’a qu’une seule classe d’équivalence.

Définition 2.3 Soit G agissant sur X, et x € X. L orbite de x (sous l'ac-
tion de GG) est la classe d’équivalence de x pour la relation d’intransitivité.
Autrement dit

O¢(z) :=Gax={gx, ge G} CX.

Exemple 2.4 1. Soit 0 € &,,, et a € {1,...,n}. Alors on a
Oy(a) = {o"(a), n € Z} = Oy(a).

2. X =R" et G = GL,(R) ou O,(R) ou SL, (R), avec ’action définie par
f.x:= f(x). Alors la partition de R™ en orbites est R™ = (R™\{0})u{0}.
Si G = O,(R), alors il y a une infinité d’orbites qui sont les spheéres
d’un rayon donné.

Définition 2.5 Soit x € X. Le stabilisateur de x est défini comme
Stabg(z) :={g € G |gr =2} C G

Il est aussi appelé le sous-groupe d’isotropie de x.
Plus généralement, si Y C X, on note

Stabg(Y) :={g€GlgyeYVyeY}CG

Proposition 2.6
Le stabilisateur est un sous-groupe de G.

Démonstration : Exercice O



Exemple 2.7 1. Soit x € {1,...,n}, alors le stabilisateur de z est en
bijection avec G,,_.
2. Soit x € R" et G = GL,(R). Si z est nul, alors le stabilisateur est G. Si
x est non nul, alors le stabilisateur de x est ’ensemble des u € GL(E)
tels que x est vecteur propre associé a la valeur propre 1 de u.
3. Stabo,m®)(Pn = Dy,

3 Dénombrement

3.1 Equation aux classes

Proposition 3.1
Soit GG un groupe fini agissant sur un ensemble X, alors pour tout z € X
on a l’égalité

|Oc(z)|[Stabe(z)| = |G|

Démonstration : Notons H = Stabg(z). On considére I'application ev, :
G — Og(z) envoyant g sur g.xz. Alors on a ev,(g) = ev,)(h) si et seulement
si g7'h.x = z autrement dit si et seulement si ¢g7'h € H, donc si et seule-
ment si gH = hH. Par le théoréme de factorisation, ev, se factorise en une
application injective G/H — Og(z). Comme elle clairement surjective, on a
alors |G/H| = |Og(z)|, et on conclut par le Théoréme de Lagrange. O

Une conséquence de cette proposition est le formule suivante reliant le
cardinal de G au cardinal de X.

Théoréme 3.2 (Equation aux classes)
Soit G un groupe fini, agissant sur un ensemble fini X. Soit Y C X un
sous-ensemble contenant exactement un représentant de chaque orbite.

Alors on a al
X| = Og(y)| = _
1= 21060 = X ey

yey




3.2 Applications

Définition 3.3 Soit g € G, on note Fix(g) = {x € X | gx =2} C X, c’est
I’ensemble des points fizes de g.

Théoréme 3.4 (Formule de Burnside)
Soit G fini agissant sur X fini. Notons €2 ’ensemble des orbites, alors on

a la formule : .
| = @Z Fix(g)].

geG

Démonstration : Notons Q = {O,...,O,} 'ensemble des orbites. Soit
A={(z,9) € X X G| gx = z}.
L’idée est de compter les éléments de A de deux facons différentes. D’un coté

A= [z e X] g =2} = 3 [Fix(g)].

geG geG

D’un autre on a

A = > H9eGlgr=x}

zeX

l
— G 1=10
=1

On obtient donc la formule voulue. O

L’équation aux classes permet par exemple de montrer ce résultat qui est
une réciproque a une propriété des groupes finis. Notons que ce résultat ne
parle pas d’action de groupes.



Théoréme 3.5 (de Cauchy)
Soit G un groupe fini. Alors pour tout nombre p premier divisant |G|, il
existe un élément de G d’ordre p.

Démonstration : Soit p un nombre premier divisant |G|. Notons X I’ensemble
suivant
X ={(z1,...,2p) € G| x1... 2, = 15}.

On va calculer le cardinal de X de deux maniéres différentes. D’abord notons
que pour ,...,Tp_1 ¢léments quelconques de G, il existe un unique z, tel
que 71 ...,7, = 1. Donc on a | X| = |G]P~L.

On fait maintenant agir Z/pZ sur G de la fagon suivante. :

i.(x1,...,2p) == (Tit1, ..., Titp)(0U les indices sont pris modulo p.
Il est clair que c’est une action. Par ailleurs, si z; ...z, = 1, alors on a

Lig1 oo Tjgp = (:Ui—‘f-l .. a:p)(xl N .pr)<£L'Z'+1 .. .I'p)_l = 1G7

donc l'action se restreint en une action sur X.

Pour un élément y € X, son stabilisateur étant un sous-groupe de Z/pZ, il
est soit de cardinal 1, soit de cardinal p, autrement dit d’aprés la proposition
son orbite est soit de cardinal 1 (et c’est un point fixe), ou de cardinal p.
Parmi les ¢ orbites, il y en a donc ¢ de cardinal 1, et £ — ¢ de cardinal p. On
obtient donc |X| = q + p(¢ — q). Comme p divise |X| = |GP~! par le petit
Théoréme de Fermat, on obtient donc que p divise q.

Par ailleurs, 'orbite d'un élément (z4,...,z,) est réduite & un point si
et seulement si ¥y = 3y = ... = x, avec ] = 1. L’ensemble des points
fixes sont donc en bijection avec les éléments du groupe dont 'ordre divise p.
L’élément 1 est clairement un tel élément. Donc ¢ > 1 et il existe au moins
p — 1 éléments dont 'ordre divise p (et qui ne sont pas 1lg), ils sont donc
d’ordre p.

OJ

En considrant une autre action sur GG, on peut aussi obtenir des résultats
sur le cardinal du centre.



Théoréme 3.6
Soit G un groupe fini. Alors il existe N > 0 et des sous-groupes
H,, ..., Hy non triviaux tels que

aglel
G| = 2(G) + Y T
i=1 g

Démonstration : On considére cette fois ’action de G sur lui méme par conju-
gaison. Alors un élément a son orbite réduite a un point si et seulement si il
est dans le centre de G.

En notant Y un ensemble de représentants des orbites, on a donc la
formule

GI=126)+ ¥ g

yeY\Z(@)

Par ailleurs, le stabilisateur de y est réduit & G si et seulement si y est un
point fixe. Il n’est jamais réduit a {15}, en effet y commute toujours avec lui
méme, donc le stabilisateur de y # 14 contient au moins 2 éléments, 14 et y.

Donc les sous-groupes Stabg(y) dans la somme précédente sont non triviaux.
O

Corollaire 3.7
Soit G un groupe de cardinal p® avec p premier. Alors le centre de G
n’est pas réduit a 1’élément neutre (il est méme divisible par p).

Démonstration : En appliquant le résultat précédent, on voit que le deuxiéme
terme de la somme est divisible par p, ainsi que la somme entiére. On a donc
que p divise 'ordre du centre de G. U



Corollaire 3.8
Tout groupe de cardinal p? avec p premier est abélien.

Démonstration : Par le résultat précédent, on obtient que le cardinal du
centre de G est égal a p ou a p?. Supposons qu’il soit égal & p, et prenons
x € G\ Z(G). Le stabilisateur de = contient Z(G), mais aussi x, il contient
donc au moins p+1 éléments. Comme c’est un sous-groupe de G, son cardinal
divise p?, c’est donc p?. Ceci signifie alors que z est un point fixe, et alors
est dans le centre de G. On obtient donc une contradiction. 0

4 Groupe du tétraédre

On revient maintenant aux sous-groupes d’isométries, mais cette fois dans
R3. On a étudié le groupe diédral, comme groupes d’isométries laissant inva-
riant un polygone régulier. On va passer maintenant en dimension 3 et étudier
le sous-groupes des isométries laissant invariant un tétraeédre. régulier.

On considére un tétraédre régulier 7' de centre O. Notons {vq, ..., v4}, les
vecteurs correspondants de R?. On définit alors

G = Stabo,w) (1) = Stabo, ) ({v1, v2, Vs, v4}).

P

Notons les v; ont tous la méme norme, que (v;,v;) = (vy,v2) pour tout
1 # j et que vy + vy + v3 +v4 = 0.



Le but est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1
Le groupe G est isomorphe a &4. De plus le groupe des isométries directes
préservant le tétraedre T' est isomorphe a 2l,.

Démonstration : On va ici utiliser les actions de groupes. Le groupe G agit
naturellement sur lensemble {v;,...,v4}, on obtient donc un morphisme
G — 64.

Ce morphisme est injectif, en effet ’action est fidéle car si f € G vérifie
f(v;) = v; pour tout i, alors comme (vy,v9,v3) est une base de R?, on a bien
f=1d.

Montrons qu’il est surjectif. Soit o € G4. On définit I’application linéaire

[ sur la base (vi,ve,v3) par f(v;) = Vo(;). C’est une application linéaire
bijective. De plus comme vy = —v; — v9 — v3 on a bien
3 3
f(vg) = — Z flv) =— Zva(i) = Vg(1)-
i=1 i=1

On doit vérifier maintenant qu’elle est orthogonale (en effet ce n’est pas
clair, car la base (v1,vs9,v3) n’est pas orthonormale). On a alors pour tout

i F
(flva)s F(03)) = (o, Vi) = (035050,

f est donc une isométrie.



Donnons maintenant une description un peu plus précises de ces isomé-
tries.
On a tout d’abord les 3-cycles, qui correspondent a une rotation d’angle

2m
j:? autour d’'un axe passant par un des sommets et orthogonal a la face

Opposée.

On a ensuite les transpositions qui correspondent a la réflexion par rap-
port & un plan de type vect(v;, v;), c’est le plan passant par deux des sommets
et le milieu des deux autre sommets.

4 A4

On a aussi les doubles transpositions qui correspondent & un demi-tour
(rotation d’angle 7) autour d’'un axe passant par les milieux de deux arétes
opposées.



Enfin on a les 4-cycles qui correspondent & une anti-rotation : c’est la
composée de la rotation d’angle 5 autour de ’axe passant par les milieux

d’arétes opposées avec la réflexion par rapport au plan orthogonal a cet axe.
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Chapitre VI

(Généralités sur les anneaux

1 Définition et premiers exemples

Définition 1.1 Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations (ou

lois internes) A x A — A notées + et . telles que :

(A1) (A,+) est un groupe abélien.

(A2) la loi . est associative (c’est-a-dire pour tous z,y,z € A, (z.y).z =

(A3) la loi . est distributive par rapport a la loi + (c’est-a-dire, pour tous
r,y,z €A, (x+y)z=xz+y.zet z.(v+y) =zx+ 2y).

(A4) La loi . posséde un élément neutre noté 14.

Le neutre de la loi + sera noté 04 et 'inverse pour la loi + dun élément x
sera noté —z. Comme pour les groupes, on notera nx = z+x +---+ 1z et

TV
n fois

" =g.x.--- . pour n € Net nx = (—n)(—zx) pour n < 0.
n fois

On dit que A est commutatif sila loi . est commutative.

Exemple 1.2 1. Z, Q, R et C sont des anneaux commutatifs.
2. (Z/nZ,+,.) est un anneau commutatif. On sait déja que c’est un groupe
pour la loi 4. Vérifions que la loi . est bien définie : Posons z.y := 7y.
Siz' =zety=7y alors 2’y = (x+kn)(y+In) = zy+n(ky+Llx+kin)
donc 7y = '/
Voici les tables d’additions et de multiplication de Z/3Z.

L0012 |0 T2
010 1 2 010 0 0
11120 1/0 1 2
212 01 210 21



Voici les tables d’additions et de multiplication de Z/4Z.

+/0 1 2 3 01T 23
0/0 123 0/0 00 0
111230 110123
212 301 210 2 0 2
3/3 01 2 3/0 321

3. (M, (k),+,.) otk = Rou C est un anneau non commutatif. De maniére
équivalente, si F est un k-espace vectoriel de dimension finie, alors
(End(F), +,0) est un anneau.

4. R[X] est un anneau commutatif.

2 Reégles de calcul

Proposition 2.1
Soit (A, +,.) un anneau. Alors on a les propriétés suivantes :

— VereA Opx=204=0y

— pour tous z,y € A, (—z).y =x.(—y) = —(z.y).

— pour tous x,y € Aet n € Z, n(x.y) = (nx).y = x.(ny).

— pour tout x € A et nym € Z, on a (n+ m)r = nx + ma et
(nm)x = n(mzx) = (nla).(mz).

Démonstration : Laissée en exercice.

O

Remarque 2.2 Si 14 = 04 alors pour tout z € Aonax =x.14 =2.04 =
04. L’anneau 04 est un anneau appelé anneau trivial. Dans tous les autres
anneaux on a 14 # 04. Dans la suite on supposera toujours 14 # 04.

Proposition 2.3
Soit (A, +,.) un anneau et x et y des éléments de A tels que z.y = y.x (par
exemple si A est commutatif). Alors pour tout n € N on a la formule :

n

(@+y)" =) (Waky ™,

k=0




ot () = ol

Démonstration :
Laissée en exercice.

3 Eléments inversibles et diviseurs de zéros

3.1 Le groupe des inversibles

Définition 3.1 Un élément de A ayant un inverse pour la loi . est dit
inversible . On notera alors son inverse x~'. L’ensemble des inversibles sera
noté A*.

Exemple 3.2 14 et —14 sont toujours inversibles (mais attention on peut
avoir 1A = _1A)-

04 n’est jamais inversible.

Les inversibles de Z sont 1 et —1. On a Q* = Q*, R* = R* et C* = C*.
Les inversibles de M,, (k) sont les matrices inversibles, c’est-a-dire GL,, (k).

Proposition 3.3
Soit (A, +,.) un anneau. Alors (A*,.) est un groupe.

Démonstration : 14 est clairement inversible, donc dans Inv(A). De plus si a
et b sont dans Inv(A), alors a.b est inversible car (a.b)™! = b='.a!. Enfin, si
a est inversible, alors son inverse est aussi inversible car (a™1)™! = a. U

Exemple 3.4 (GL,(k),.) est un groupe.

Les éléments inversibles sont ceux qui contiennent 1 dans leur colonne et
dans leur ligne dans la table de multiplication. On a donc (Z/3Z)* = {1, 2}.
Ce qui implique un isomorphisme ((Z/37Z)*,.) ~ (Z/2Z,+).

On a (Z/4Z)* = {1,3}. Mais 2 n’est pas inversible.



Attention : (Inv(A),.) n’est pas stable pour la loi +. La somme de deux
matrices inversibles n’est pas forcément inversible.

Attention, un élément = peut-étre inversible & droite (c’est-a-dire il existe
y tel que zy = 14) sans que yxr = 14. (Exemple dans un espace vectoriel
de dimension infinie.) Les inversibles sont les éléments "inversibles des deux
cotés .
Définition 3.5 Un anneau dont tous les éléments # 0,4 sont inversibles est
appelé un corps .

Exemple 3.6 Q, R et C sont des corps. Z/27Z et Z/37Z sont des corps mais
pas Z/4Z.

3.2 Diviseurs de zéro

Définition 3.7 Si il existe a,b € A non nuls tels que a.b = 04, alors a et
b sont dits diviseurs de zéro . Plus précisément, a est dit diviseur de zéro a
gauche et b a droite.

Un élément a € A tel qu’il existe n € N avec a”™ = 04 est dit nilpotent .
(Notons que c’est alors un diviseur de zéro.)

Un anneau COMMUTATIF n’ayant pas de diviseur de zéro est appelé
integre .

Proposition 3.8
Dans un anneau intégre, on peut SIMPLIFIER, c’est-a-dire si x # 04 et
xy = zz alors y = z.

Démonstration : 11 suffit d’écrire x(y — z) = 04. O

Proposition 3.9
Un inversible n’est jamais diviseur de zéro, et un diviseur de zéro n’est
jamais inversible.

Exemple 3.10 Un corps commutatif est toujours inteégre. Z est integre.
R[X] est intégre. Z/47Z n’est pas intégre.
M., (k) n’est pas intégre (il existe des matrices nilpotentes).



4 Sous-anneaux et morphismes

4.1 Sous -anneaux

Définition 4.1 Soit (A4, +,.) un anneau. Un sous-ensemble B C A est un
sous-anneau de A si

(SA1) (B, +) est un sous-groupe de (A, +);
(SAQ) 1y € B;
(SA3) B est stable par ., c’est-a-dire V z,y € B, z.y € B.

Exemple 4.2 (Z,+,.) est un sous-anneau de (R,+,.). Par contre le seul
sous-anneau de Z est Z. En effet, si B est un sous-anneau de Z alors 1 € B
doncn=14+14---+1 est dans B ainsi que —n.

L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est un sous-anneau de

M, (k).

4.2 Morphismes d’anneaux

Définition 4.3 Soient (A, +,.) et (B, +,.) deux anneaux. Une application
f:A— B est un morphisme d’anneau s’il vérifie pour tous z,y € A :

1. f(x+y)=f(z)+ f(y) (cest-a-dire f est un morphisme de groupes)
2. fxy) = f(z)-fy).
3. f(14) = 1p.

Si A = B on parle d’endomorphisme d’anneau. Si f est une bijection, on parle
d’isomorphisme d’anneau. Si de plus A = B on parle d’automorphisme.

Attention, la propriété (1) implique que f(04) = Op, mais la propriété (2)
n’implique pas forcément que f(14) = 1g, pour cela il faudrait étre capable
de simplifier. C’est vrai dans un anneau intégre, mais faux en général. Par
exemple l'inclusion de M, (k) dans M,,1(k) est additif et multiplicatif, mais
envoie 14 sur un diviseur de zéro.

Exemple 4.4 — si B est un sous-anneau de A alors 'injection naturelle
B — A est un morphisme d’anneau injectif.

— Soit F un ensemble et A un anneau. Soit x € E alors alors ’application
AP — A qui & ¢ € AP associe ¢(z) € A est un morphisme d’anneau
appelé morphisme d’évaluation en x.

— Soit E un espace vectoriel de dimension n sur k. Alors pour toute base
de E, on a un isomorphisme End(E) ~ M, (k).

— La projection Z — Z/nZ est un morphisme d’anneaux.



— L’application Z — A qui & n associe nly est un morphisme d’anneau.
C’est 'unique morphisme Z — A.

Remarque 4.5 Soit f un morphisme d’anneaux. On a alors f(nz) = nf(x)
(et f(z™) = f(x)™). L’application f est donc "Z-linéaire".

Proposition 4.6

Soit f : A — B un morphisme d’anneau. Alors Im f est un sous-anneau
de B. Plus généralement, si A’ C A est un sous-anneau de A, alors f(A’)
est un sous-anneau de B.

Si B’ C B est un sous-anneau de B alors f~!(B’) est un sous-anneau
de A.

Démonstration : f est en particulier un morphisme de groupe, donc (Im f, +)
est un sous-groupe de (B, +). Comme f(14) = 1p alors 15 € Im f. Et enfin,
si y1 et yy sont dans Im f alors y; = f(x1) et yo = f(z2) donc yy.yp =
f(z1).f(z2) = f(21.22) € Im f.

Suite : exercice. O

Attention : Kerf n’est jamais un sous-anneau. En effet f(1,) =
1p # 0p, donc 14 n’est pas dans Kerf.

5 Construction de familles d’exemples
Comme dans le chapitre sur les groupes, nous recensons ici plusieurs

constructions standards permettant de construire de nouveaux exemples d’an-
neaux.

5.1 Anneaux produits

Proposition 5.1
Soient (Aj,+,.) et (A2, +,.) deux anneaux. Alors A; X Ay est un anneau
pour les lois :

($17$2)+(y1ayz) = (x1+y1,x2+y2) et ($1,$2)-(y1,y2) = (Il.y1,$2-y2)-




Les éléments neutres sont 04,x4, = (04,,04,) pour + et 1g,xa, =
(14,,14,) pour ..

Démonstration : Exercice. O

Attention : A; x {0} est un sous-groupe de A; x A; mais n’est pas un
sous-anneau de A; x As.

Exemple 5.2 1. (C? +,.) est un anneau. (Attention a ne pas penser aux
éléments de C? comme a des vecteurs).

2. L’isomorphisme de groupes ®, : Z/27Z x Z/3Z — 7. /6Z envoyant (1,1)

sur 1 est un isomorphisme d’anneaux. On peut par exemple vérifier que

©((1,0).(1,2)) = @((1,0)).2((L,2).
Par contre attention il existe un isomorphisme de groupes @4 : Z /27 x

Z)3Z — 7.]67Z envoyant (1,1) sur 5. Mais ce n’est pas un morphisme
d’anneaux.

5.2 Anneaux de fonctions

Proposition 5.3
Soit F un ensemble et A un anneau. L’ensemble A” des applications de
E dans A est un anneau pour les lois :

(0 + ) (x) = ¢(x) +(x) et (0.9)(2) = d(x).¥(x)

pour ¢, € AF et x € E.

Démonstration :Exercice. O



Proposition 5.4

Soit A un anneau, F un ensemble et z € FE. Alors 'application ev, :
AP — A envoyant @ sur ®(z) est un morphisme d’anneaux. Il est appelé
morphisme d’évaluation en x .

Exemple 5.5 L’ensemble F(R,R) a une structure d’anneau. C(R,R) est un
sous-anneau de F(R,R).

L’application naturelle R[X] — F(R,R) est un morphisme d’anneau in-
jectif.

5.3 Anneaux de matrices

Soit A un anneau (commutatif), on peut définir M,,(A) comme les ma-
trices a coefficients dans A. En effet les lois d’addition et de multiplication
des matrices n’utilisent que les lois + et . de A.

Le déterminant d’une matrice & coefficient dans A a aussi du sens, car
il n’y a que somme et produit dans la formule. Attention par contre les in-
versibles ne sont pas les matrices dont le déterminant est non nul. C sont
eux dont le déterminant est un inversible de A. En effet grace a la formule
de I'inverse utilisant la transposée de la comatrice, on voit que 'unique "élé-
ment" & inverser est le déterminant. Par exemple on a GL,(Z) = {M €

Mo (Z)|detM = £1}.

5.4 Anneaux de polynomes

L’idée ici est de penser a un polynéme, non pas comme une fonction d’une
variable réelle, mais plutét comme la suite de ses coefficients. Le propriété
clé est donnée par le fait suivant :

Deux polynémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux.
Définition
Cela motive ainsi la définition suivante :

Définition 5.6 Soit (A, +,.) un anneau commutatif. Un polynéme a co-
efficients dans A est une suite P = (ag)ken = (ao,aq,...,) d’éléments de



A n’ayant qu’un nombre fini de a; différents de 04. Les a; sont appelés les
coefficients de P.

Si P = (a)pen est de degré n, on le notera P = ag+ a1 X + aps X+ -+ +
a, X", out n est le plus grand entier tel que a,, # 0.

On note A[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients dans A.

En utilisant les lois de A, on peut définir des lois d’additions et de mul-
tiplications sur ’ensemble des polynomes.

Si P = (ap)ren et Q = (bi)ren alors P+ Q = (ax, + by)ken-

SiP = (ak>k€N et Q = (bk)keN alors PQ = (Ck)keN avec C, = Zz’+j:k CLi.bj =

S Aibi—i.

Théoréme 5.7
Muni des lois définis ci-dessus, A[X] est un anneau commutatif.

Démonstration : (A[X],+) est clairement un groupe abélien dont le neutre
est le polynome nul (dont tous les coefficients sont nuls).

Il est aussi clair que la loi . est commutative.

Vérifions I'associativité de la loi .. Soient P = (ax), @ = (bx) et R = (cx)
des polynémes. Alors le niéme coefficient de (P.QQ).R est donné par :

SO ab)ey = > Y (axbo)e

itj=n ktl=i i+j=n k+l=i

= D (aboe

k+0+j=n

= Z ay(bec;)

kH0+j

= > > arlbiey)

k+p=nl+j=p

= Z ak( Z bng)

k+p=n  {+j=p

qui est le niéme coefficient de P.(Q.R).
Vérifions la distributivité. Soient P = (ax), @ = (bx) et R = (cx) des
polynomes. Alors le niéme coefficient de (P + @).R est donné par :



Z (CLZ‘ + bi)Cj = Z CLiCj + biCj

i+j=n i+j=n
== E CLiCj + E biCj
i+j=n i+j=n

qui est le niéme coefficient de PR + QR.
Enfin le polynéme U = (a;);en tel que ag = 14 et a; = 04 pour ¢ > 1 est
neutre pour la loi . En effet si ) = (b;) alors le niéme coefficient du polynéme

U.QQ est
Z aibj = apb,, = by,

i+j=n

donc U.QQ = Q.

Proposition 5.8
L’application A[X] — F(A, A) qui a P associe la fonction correspondante
est un morphisme d’anneaux.

Attnetion, elle n’est pas toujours injective. Par exemple le polynéme P =
X? — X de Z/2Z[X], est non nul en tant que polyndome, mais on a P(0) =
P(1) =0, c’est un élément du noyau de ce morphisme.

Degré-valuation et intégrité

Définition 5.9 Soit A un anneau. Soit P € A[X] non nul. On définit
deg P := max{n,a, # 04}. C’est le degré de P. Par convention on pose

deg 0 = —oo. Si P est de dergé n, le coefficient a,, est appelé coefficient dominant .

De maniére similaire on pose val P := min{n, a,, # 0}. C’est la valuation
de P.



Proposition 5.10
Soient P et () des polynomes. On a

deg(P + Q) < max{deg P,deg @} et deg(PQ) < degP + deg(@.

De plus si A est intégre on a deg(PQ) = deg P + deg Q.

Démonstration : Posons P =ag+ ...+ a, X" et Q =by+ ...+ b, X™ avec
a, # 0 et by, # 0. Si n > m, alors le terme de plus haut degré de P + @ est
a,X™. Sin =m, alors le coefficient de degré n est a,, + b,. S’il est non nul,
le degré est n, s’il est nul le degré est strictement inférieur a n.

Soit £ > m + n + 1. Alors on a la formule (PQ), = Zf:o a;by_;. Si
0<i<n,alorsonam+1<{—1i</{doncab_; =0.51i>n+1,ona
aussi a;by_; = 0. Donc le degré est inférieur a m + n. Si A est intégre, alors
(PQ)man = Z?zn aibmin_i = apby,. Comme a, et b, sont non nuls, le degré
est bien égal & m + n.

O

Théoréme 5.11
A est intégre, si et seulement si A[X] est intégre.
Dans ce cas A[X]* = A*.

Démonstration : Si A est intégre. Par la formule précédente, on obtient que
si P et () sont non nuls, alors PQ est non nuls, car de degré < 0.

Si P est inversible, alors son degré est forcément égal & 0. Maintenant, il
est clair qu'un polynéme constant ag est inversible dans A[X] si et seulement
siag e A*.

Réciproquement, A peut-étre vu comme un sous-anneau de A[X]. Il sera
donc intégre si A[X] lest. O

Ceci est faux si A n’est pas intégre. Par exemple si A = Z /47, alors on a
(2X +1)? =1, donc 2X + 1 est inversible.






Chapitre VII

Idéaux

Dans tout ce chapitre, les anneaux sont COMMUTATIFS.

1 Idéal dans un anneau commutatif

1.1 Définition

Définition 1.1 Soit (A, +.) un anneau commutatif. Un sous-ensemble I C A
est appelé idéal si

— (I,+) est un sous-groupe de (A, +);

— pour tout x € A pour tout y € I, xy est dans I.

Remarque 1.2 Comme A est commutatif, si [ est un idéal de A, on a aussi
pour tout x € A et tout y € I, y.x est dans I.

Il existe aussi une notion d’idéal dans les anneaux non commutatifs. On
parle alors d’idéal a gauche, ou a droite, ou bilatére lorsque qu’ils sont a la
fois a droite et a gauche.

Proposition 1.3
Soit A un anneau commutatif, et I un idéal. Alors on a les équivalences

I =A%« 14 €< I est un sous-anneau de A.

Démonstration : Supposons que 14 € I. Alors d’aprés la définition, I est un
sous-anneau de A. Soit a € A, alors a = a.14 avec a € A et 14 € I. Donc
a € I, c’est-a-dire A = I. Les autres implications sont immeédiates. Il
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Exemple 1.4 {0} et A sont des idéaux de A.

Proposition 1.5
Les idéaux de Z sont les nZ, n € Z.

Démonstration : Ce sont clairement des idéaux. Réciproquement, un idéal est
un sous-groupe. [

1.2 Opérations sur les idéaux

Proposition 1.6
Soient I et I deux idéaux de A. Alors I; N I, est un idéal de A.

Plus généralement, si (Ij)rex est une famille d’idéaux de A, alors
Mkex Ir est un idéal de A.

Démonstration : Exercice. O

Exemple 1.7 Soient p,q € Z. Alors pZ N qZ = ppem(p, q)Z. En effet tout
nombre & la fois divisible par p et ¢ est divisible par leur ppcm. Récirpo-
quement, tout nombre divisible par le ppcm est donc divisible par p et par

q.

Proposition 1.8
Soient [; et I deux idéaux de A. Alors [1+ 15 := {1429, 21 € I1, 29 € L1}
est un idéal de A.




Attention dans I; + 15 ’écriture de x = x1+x5 n’est pas forcément unique !

Démonstration : I + I5 est clairement non vide. Si x = x1 + 22 et y = y1 + 42
sont des éléments de I} + Iy, alors x —y = (z; + x2) — (y1 + o) = (21 —
Y1) + (x2 — yo) est aussi dans [y + I,. Donc ([; + I3, +) est un sous-groupe

de (A, +).
Maintenant, si x = x1 + 29 € I1 + Iy et y € A, alors z.y = (11 + x2).y =
1.y + x2.y est dans Iy + I5. Donc c’est un idéal. O

Exemple 1.9 Soient p,q € Z. Alors pZ + qZ = pgcd(p, q)Z.

Notons £ le pged. Alors d’aprés Bezout, il existe u, v € Z tels que pu+qv =
{, donc ¥ € pZ+qZ. On a donc ¢Z C pZ+ qZ. Réciproquement si m = pa+ gb
alors m est divisible par /.

1.3 Idéal engendré

Proposition 1.10
Soient I; et I deux idéaux de A. Alors I; N I, est un idéal de A.

Plus généralement, si (Ij)rex est une famille d’idéaux de A, alors
(Mkex Ik est un idéal de A.

Démonstration : Exercice. O

Définition 1.11 Soit X C A un sous-ensemble de A. " idéal engendré par X
est l'intersection de tous les idéaux de A contenant X, on le note (X). C'est
le plus petit idéal de A contenant X, au sens ou si J est un idéal contenant
X alors (X) C J.

Si X ={xy,...,x;} alors on note (X) = (z1,...,xx).

Proposition 1.12
Soit X = {y,...,x%} un sous-ensemble d'un anneau commutatif A.

Alors (1, ..., x5) = {3 | apay, a; € A}
En particulier (z;) = v1A = Axz;.




Démonstration : Pour tout i = 1,..., k, pour tout a; € A, alors a;z; € (X)
puisque que (X) est un idéal. Puisque (X) est aussi un sous-groupe, alors
S aa; € (X). Donc on a inclusion {3F | apzy, a; € A} C (X).

Vérifions maintenant que {Zle apTr,a; € A} est un idéal. I contient
clairement 04 = ), 0.2;. Il est stable par somme, car

)

On a aussi —(D_, a;x;) = > ;(—a;).x;. Donc c’est un sous-groupe additif.
Enfin si a € A, alors a.()_, a;x;) = Y .(a.a;).z;. C’est donc bien un idéal.

Il contient x; = 0.2y + 0.29 + ... + L.x; + 0.2;41 - - - + 0.2. Il contient donc

(x1,...,Tk). O

Corollaire 1.13
Soient I et I, deux idéaux, alors (I;,I,) = I; + I,. En particulier
(21, 22) = (1) + (72).

1.4 Idéaux et morphismes

Proposition 1.14
Soit f : A — B un morphisme d’anneau. Alors Kerf est un idéal de A.
Plus généralement, si I est un idéal de B alors f~!(I) est un idéal de

A.

Démonstration : On sait déja que (Kerf,+) est un sous-groupe de (A, +).
Soit © € A et y € Kerf. Alors f(z.y) = f(z).f(y) = f(x).05 = 0p donc
x.y € Kerf.

Suite : exercice. O

Attention : Par contre, si [ est un idéal de A, f(I) n’est pas en général
un idéal de B.



Caractéristique d’un anneau

Soit A un anneau (non nécessairement commutatif). Le noyau de 'unique
morphisme Z — A est un idéal de A donc de la forme nZ, pour n € N. Cet
entier est appelé caractéristique de I'anneau A.

Par exemple, la caractéristique de Z est 0, celle de R[X] aussi, celle de
Z/nZ est n.

2 Quotient par un idéal

2.1 Structure d’anneau de A/[

Définition 2.1 Soit A un anneau commutatif, et / C A un idéal. On définit
la relation dans A

r~ysr—yel
C’est une relation d’équivalence (c’est la méme que celle pour les sous-
groupes). On note A/I l'ensemble des classes d’équivalence pour cette re-
lation.

On va définir une structure d’anneau sur 'ensemble A/I. Les lois sont
données par
TH+y=x+y et Ty =Ty Vr,yec A
On a déja vu que la loi + est bien définie, et que (A/I, +) est un groupe.
Vérifions que la loi . est bien définie. Soient z ~ 2’ et y ~ 3/. Alors on a

zy—2y =zy—xy +ay -2y =x(y—vy)—(x—2")y
—_—— N —
el el

y—y € ldoncx.(y—vy) €l deméme (x—2a')y €l,douz.(y—y)+ (z—
).y € I, cest-a-dire x.y ~ x’.y’. Donc la loi . est bien définie.

De plus on a (2.9).Z2 = 7.y.Z2 = (v.y).2 = x.(y.2) = T.y.z = 7.(y.Z). Donc
. est associative.

Onaaussi (T+9y)Z2=0+yz=@+y)z=22+y2=T2+7Yz =
T.Z +v;Z Donc . est distributive par rapport a +.

Enfin 1,7 = 14.2 = Z. Donc 14 est un élément neutre pour .

On a donc finalement montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.2
Soit A un anneau commutatif et I C A un idéal. Alors (A/I,+,.) est un
anneau commutatif.




On retrouve ainsi la structure d’anneau de Z/nZ vue précédemment.

2.2 Théoréme de projection

Théoréme 2.3 (de factorisation)
Soit A un anneau commutatif et I C A un idéal. Alors la projection
naturelle p : A — A/I est un morphisme d’anneau.

De plus pour tout morphisme d’anneau f : A — B tel que I C Kerf,
f se factorise en un morphisme d’anneau f : A/I — B.

Démonstration : Méme démo que pour les groupes. Il reste & montrer que

f@y) = F@7) = flzy) = f(2).-f(y) = [@).F 7). U

Théoréme 2.4
Soit f : A — B un morphisme d’anneau. Alors on a un isomorphisme
d’anneau A/Kerf ~ Im f.

Démonstration : Par le théoréme précédent, on a un morphisme d’anneau
f: A/Kerf — Im f, puisqu’on a un morphisme d’anneau f : A — Im f de
noyau Kerf. Vérifions qu'il est surjectif : Soit y € Im f, alors y = f(z) avec
x € A. Par définition, on a donc f(Z) = y donc y € Im f. Le morphisme f
est donc surjectif.

Vérifions qu’il est injectif. Soit T € A/Kerf tel que f(T) = Op. Alors
f(x) = 0p par définition de f. Donc = € Kerf, c’est-a-dire T = 04.Donc f
est injective. 0]

Exemple 2.5 — Soit f : R[X] — R définie par f(P) = P(0) = ao.
On vérifie aisément que c’est un morphisme d’anneaux. Son noyau est
I’ensemble des polyndémes dont le terme constant est nul, c’est-a-dire
I’ensemble des polynomes divisibles par X. On a donc Kerf = (X). Il
est par ailleurs claire que f est surjectif. On obtient donc un isomor-
phisme R[X]/(X) ~ R.



— On peut montrer de méme que f : R[X| — C définie par f(P) = P(i) se
factorise en un isomorphisme R[X]/(X?+ 1) ~ C. En effet si P(i) = 0,
alors en faisant la division euclidienne de P par X2+ 1, on obtient que
le reste R est un polynéme de degré < 1 qui s’annule en i. Comme les
coefficients de P sont réels, on a P(—i) = 0, et R s’annule aussi en —i,
donc R = 0.

3 L’anneau Z/nZ

On a déja vu que (Z/nZ,+,.) est un anneau commutatif.

3.1 Propriétés de Z/nZ

Proposition 3.1
Z/nZ est intégre si et seulement si n est premier ou nul.

Démonstration : On sait déja que Z = Z/0Z est intégre. Soit n = pg non
premier. Alors on a pg = 0 avec p,q # 0, donc Z/nZ n’est pas intégre.
Réciproquement, si n est premier, alors ab = 0 implique n divise ab. Par le
lemme d’Euclide, on aura alors n divise a ou n divise b, c’est-a-dire @ = 0 ou

b=0. U

Corollaire 3.2
Si A est intégre, sa caractéristique est 0 ou un nombre premier.

Démonstration : Soit A un anneau intégre, et soit n sa caractéristique. Alors
par le théoréme de factorisation, on a un morphisme injectif f : Z/nZ — A.
Si @b = 0 alors f(@)f(b) = 04. Comme A est intégre, on a alors f(a@) = 04
ou f(b) = 04. Puisque f est injective on déduit @ = 0 ou b = 0. Autrement
dit Z/nZ est intégre. On a donc n = 0 ou n est premier. O



Théoréme 3.3
Inv(Z/nZ) = {k tels que k An =1}

Démonstration : On a les équivalences suivantes :

k inversible dans Z/nZ < 3u € Z/nZ avec ki = 1

& Ju €7 avee ku =1
& Ju € Z avec ku — 1 divisible par n
< Ju,v € Z avec ku — 1 =nv
SkAn=1

Corollaire 3.4
Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

Corollaire 3.5 (Petit théoréme de Fermat)
Si p est premier, alors pour tout x € Z on a 2 = x mod p.

Démonstration : En effet, si p est premier, alors Z/pZ est un corps, c’est-a-
dire que (Z/pZ*, .) est un groupe. Son ordre est p— 1. Donc pour tout élément
T € Z/pZ* on a 7"~ = 1 (car dans un groupe l'ordre d’un élément divise
l'ordre d’un groupe (Thm Lagrange)). Autrement dit, pour tout = € Z tel
que T # 0 (ou z ¢ pZ), alors 2P~ = 1 mod p. En multipliant par = de chaque
coté, on obtient 2P = x mod p. Enfin si x est divisible par p, alors clairement

2P =0 =z mod p. ]



3.2 Fonction indicatrice d’Euler

Définition 3.6 Soit n € Z, on note ¢(n) = §(Z/nZ)*) = {1 < k < nlk A
n =1}

Proposition 3.7
Soit p un nombre premier et a € N*. Alors ¢(p®) = (p — 1)p*~L.

Démonstration : Un nombre k n’est pas premier avec p® si et seulement si p
divise k. Les entiers < p® non premiers avec p® sont donc

{p,2p,3p,...,p" =p* 'p}.

Il y en a p® ! donc p(p®) = p* — p*~ L. O

3.3 Théoréme des restes chinois

Théoréme 3.8 (des restes chinois)

Soit ny,ng,...,n; des entiers premiers entre eux deux a deux, et n =

ning ...ng leur produit. Alors le morphisme Z — Z/mZ X Z/noZ X
X L/ qui & x € Z associe (x [ng],...,x [ng]) se favorise en un

isomorphisme d’anneau

ZInL ~ 7|7 X L/noZ X ... X L/nZ.

Démonstration :Tout d’abord remarquons que ce morphisme est bien un mor-
phisme d’anneau. Montrons ensuite la factorisation. Si x = 0 [n] alors n divise
x, donc pour tout 7, n; divise x et donc I'image de x par I’application est alors
nulle.

On va calculer le noyau de ce morphisme. Soit x € Z tel que = = 0 [n]
pour tout i. Donc x est divisible par le ppcm des n;. Or comme les n; sont
premiers entre eux deux a deux, le ppcm des n; est leur produit c’est-a-
dire n. Donc x = 0 [n]. Cela prouve linjectivité du morphisme Z/nZ —
L)L X LInoZ % ... X L|niZ.



Enfin, comme Z/nZ et Z/mZ X Z/noZ X . .. X Z/ng.Z ont méme cardinal,
le morphisme est aussi surjectif. 0

On voit que la surjectivité du morphisme se déduit de la preuve. On peut
aussi montrer "a la main" que c’est surjectif en utilisant 'identité de Bezout.
En effet on a pour tout i, n; A HHéz n] =m A e = = 1. On peut donc trouver
des entiers u; et v; tels que umn; + v~ = 1. Posons ¢; = vz— On a alors
e; = 0[n;] pour j # i, et e; = 1[n,], autrement dit ®(e;) = (0,0,...,1,0...).
Les ®(e;) sont des générateurs du groupe Z/niZ X Z/nsZ X . .. X Z/niZ, cela
montre donc que ® est surjective. Cela permet aussi de construire I'applica-
tion réciproque. Prenons un exemple avec Z/30Z ~ Z/27 x 7./37 x 7./ 5Z et
calculons I'image réciproque de (1,2, 3).

Ona2A15=1,donc 15 —2.7=1donc e; =15. On a 3 A 10 = 1, donc
10 —3.3 =1 donc es = 10. Enfin 5A6 =1 donc 6 —5 =1 et e3 = 6. On aura
donc

(1,2,3) = (T,G 0) +2(0,1,0) + 3(0,0,1)
@(61 —f- 262 —I— 363)
— O(15 + 2.10 + 3.6) = B(53)

On vérifie bien que 23 est une solution.

Corollaire 3.9
Soit n € Z et n = [[;_, p{" sa décomposition en facteurs premiers. Alors
on a un isomorphisme d’anneaux :

Z./n7 ~ HZ/pa’Z

Corollaire 3.10
Soit n € Z et n = [[;_, p{" sa décomposition en facteurs premiers. Alors

o(n) =TT, P (pi — 1)




Démonstration : Le corollaire précédent donne un isomorphisme de groupes
(Z/nz)* =] [(@/p 7).
i=1

En effet les inversibles d’un anneau produit sont A} x AJ. Et on applique la
proposition précédente.
O

4 Idéaux premiers et maximaux

4.1 Idéal premier

Définition 4.1 Soit A un anneau commutatif. Un idéal I C A est dit
premier si I # A et

Ya,be A, abel=acloubel.

Exemple 4.2 Les idéaux premiers de Z sont les pZ ou p est premier et 0Z.
En effet, par le lemme de Gauss, si ab est divisible par p premier, alors p
divise a ou p divise b. Réciproquement, si pZ est premier et p = ¢.r alors p
divise g ou p divise r, ce qui montre que p est premier.

Proposition 4.3
Un idéal I C A est premier si et seulement si A/I est un anneau intégre.

Démonstration : Supposons que I soit premier. On va montrer que A/I ne
contient pas de diviseur de zéro. Soit a,b € A tels que @.b = 0. Alors ab =0
c’est-a-dire ab € I. Donc par hypothése, on a a € I ou b € I, autrement dit
@=0oub=0, donc A/I est intégre.

Réciproquement supposons que A/ soit intégre. Soit ab € I, alors ab=0
et doncaeloubel. U



4.2 Idéal maximal

Définition 4.4 Un idéal I C A est dit maximal si I # A et si pour tout
idéal J contenant strictement I, alors J = A.

Proposition 4.5
I est maximal si et seulement si A/ est un corps.

Démonstration : Soit I maximal, et a € A — I (existe car [ # A), c’est-a-dire
@ # 0 dans A/I. On va montrer que @ est inversible. En effet I'idéal engendré
par [ et a (I,a) contient strictement I. Donc il est égal a A, et contient 1.
Autrement dit 1 = au+b avec b € I. Donc 1 = @+ b = au c’est-a-dire @ est
inversible.

Réciproquement, supposons que A/ soit un corps. Soit J un idéal conte-
nant strictement I. Prenons a € J — I. Alors @ # 0 dans A/I, donc a est
inversible par définition. Ceci implique 'existence de u € A tel que au = 1,
c’est-a~dire au—1 € I. Donc 1 = au—(au—1) avec au € J et (au—1) € I C J,
donc 1 € J, ce qui montre A = J. 0

Exemple 4.6 Les idéaux maximaux de Z sont les pZ ol p est premier.
Attention, I'idéal {0} n’est pas maximal, mais premier.

Corollaire 4.7
I maximal = [ premier.

Démonstration : I maximal = A/l corps = A/ intégre = [ premier. [

Corollaire 4.8
A est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont (04) et A.




Démonstration : Soit A un corps et I # 04 un idéal. Soit u € I avec u # Oy,
alors u est inversible, et donc 14 =uu=' €I et [ = A.

Réciproquement, si les seuls idéaux de A sont (04) et A, alors (04) est un
idéal maximal. On aura donc A = A/(04) est un corps. O

5 Aritmétique dans un anneau intégre

On suppose ici que A est intégre.

5.1 Divisibilité
Définition 5.1 On dit que a € A divise b € A si il existe x € A tel que

b = ax. On dit alors que a est un diviseur de b, ou que b est un multiple de
a et on note alb.

Proposition 5.2
Soient a,b € A.

— alb si et seulement si (b) C (a) (c’est donc une relation d’ordre sur
les éléments de A).

— alb et bla si et seulement si a = ub avec u inversible. (On dit alors
que a et b sont associés).

Démonstration : Supposons que b = ax. Soit y € (b), alors y = bz avec z € A.
Donc y = axz = a(xz) € (a).

Réciproquement, si (b) C (a) alors b € (a), c’est-a-dire b = ax pour un
certain x € A.

Sia = bxr et b = ay, alors a = bx = ayr = a(yz). Comme A ne contient
pas de diviseur de zéro on peut simplifier pas a et on obtient yxr = 1, c’est-

a-dire que x et y sont inversibles. Il
Exemple 5.3 — Dans Z, a et b sont associés si et seulement si a = b ou
a = —b.

— Dans A[X], P et Q sont associés si et seulement si il existe a € Inv(A)
tel que P = a@. Par exemple X + 1 et 3X + 3 sont associés dans R[X]
mais pas dans Z[X].



— (1 +14)|2 dans Z[i].

5.2 Anneau principal, pgcd, ppcm

Définition 5.4 Un anneau A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal
est de la forme (a).

Définition 5.5 Soient aq, ..., a, des éléments de A principal.

Un élément 6 € A est appelé pged (plus grand commun diviseur) de
ar,...,apsiona (a;)+---+(a,) = (9). Il existe et est unique & multiplication
par un inversible prés. On le note a; A ... A a,.

Si (a1) + (az) + ...+ (a,) = A = (1) alors on dit que ay,as,...,a, sont
premiers entre eux dans leur ensemble. (Si n = 2 on dit seulement que a; et
as sont premiers entre eux.)

Un élément p € A est appelé ppem  (plus petit commun multiple) de
ai,...,apsiona (a;)N...N(a,) = (u). Il existe et est unique a multiplication
par un inversible prés. On le note a; V... V a,.

Exemple 5.6 On a déja vu que dans Z, pZ + qZ = (p A q)Z et pZ N qZ =
(pVaq)Z.

Corollaire 5.7 (Théoréme de Bezout)

Les éléments a4, ..., a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si et
.. . 212 n

seulement si il existe des éléments v; tels que 14 = > | a;v;.

Proposition 5.8
Soit aq,...,a, € A. Notons d =a; A...Na, et u=a1 V...V a,.

1. 9 divise tous les a; et si d divise tous les a; alors d divise 9.
2. Tous les a; divisent p et si m est divisible par tous les a; alors p
divise m.

Démonstration : Pour tout ¢, a; € (a1)+ ...+ (a,) = (§) donc ¢ divise a;. De
plus si d divise tous les a;, alors § = ) . a,v; = ) . da"iv; = d()_, a"iv;) donc
d divise 4.



i € (a;) pour tout i donc a; divise u. Si a; divise m pour tout ¢, alors m
est dans 'intersection des (a;) il est donc dans () ce qui signifie que p divise
m.

g

Proposition 5.9
Soient a, b et ¢ dans A. Alors on a les propriétés suivantes :

l.avb=bVaetaANb=bAa.

2. aV(bVc) =aVbVe=(aVb)Vcet aA(bAc) =aNbAc= (aAb)Ac.
3. acVab=a(cVb)etabAac=a(bAc).
4. (Lemme de Gauss) si a|bc et a A b =1 alors ac.
5. (aVb)(aAb) = ab.
Démonstration :

1. et (2) sont clairs.

(3) Ona (a(bAc) = a(bAc) = a((b)+(©)) = (a(b)+a(c)) = ((ab)+(ac)) =
(ab A ac). De méme pour V.

(4) On a a|bc et alac donc par la proposition précédente, a divise ac A be,
qui est (a A b)c = ¢ par (3).

(5) Notons 6 = aAbet u =aVb Onaalors a = da’ et b = 6, avec
a’ AW = 1. On veut montrer que u = da’’. On va montrer qu’ils se
divisent 'un et I'autre. a divise da’l/, et b aussi, donc p divise da'b’.
Ecrivons maintenant p = ax = by = da’x = 60'y. Comme A est intégre,
on a a’z = b'y. Donc a' divise b'y, et comme @’ AV = 1 alors a’ divise
y par Gauss. On aura donc da’t’ divise dyb’ = p.

g

5.3 Eléments irréductibles

Définition 5.10 Un élément a € A est dit irreductible s’il n’est pas inver-
sible et si ses seuls diviseurs sont les inversibles de A et les éléments associés
aa.

Exemple 5.11 Les irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs
OpPpOsSés.



Proposition 5.12
Soit @ € A non nul. Si (a) est premier, alors a est irréductible.

Démonstration : Soit a = zy € (a). Alors comme (a) est premier, on a x € (a)
(ouy € (a)), c’est-a-dire a divise x. Mais alors a = zy = azy, en simplifiant
par a (A INTEGRE), on obtient que y est inversible. O

NB : la réciproque est fausse en général. Par exemple on peut montrer
que 2 est irréductible dans Z[iv/3], mais 4 = 2.2 = (1 4+iv/3)(1 —iv/3) € (2),
or (1+4v/3) n’est pas dans (2), donc (2) n’est pas premier.

Proposition 5.13
Soit A un anneau principal. Si a est irréductible, alors (a) est premier.

Démonstration : Soit a non inversible. On va montrer que (a) est maximal (il
sera donc premier). D’abord (a) # A car a ¢ A*. Soit J un idéal contenant
(a). Alors J = (b) pour un certain b € A. On a (a) C (b) donc b divise a. Par
irréductibilité de a, b est soit inversible, soit associé a a. S’il est inversible
alors J = A, et s’il est assoccié a a alors J = (a). L’idéal (a) est donc
maximal.

O

Corollaire 5.14 (Lemme d’Euclide)
Soit A un anneau principal et p irréductible. Si p divise ab alors p divise
a ou p divise b.

Démonstration : Par la proposition précédente, ab € (p) qui est premier, on
a donc a € (p) ou b € (p). O



Chapitre VIII

Arithmétique dans les anneaux de
polyndémes

On supposera dorénavant que A est un anneau intégre, et donc A[X] est
aussi integre.

1 Division euclidienne

1.1 Condition pour ’existence de la division

Théoréme 1.1

Soit Py et P, deux polynéomes de A[X] (ou A est intégre). On suppose
que le coefficient dominant de P, est inversible dans A. Alors il existe des
uniques polynomes () et R tels que

P, = P,Q+ R et deg R < deg P.

Démonstration :

Existence : On le démontre par récurrence sur le degré de P;. Si deg P, <
deg P, alors () = 0 et R = P, conviennent. Supposons le résultat vrai pour
deg P; < n et soit deg P, = n + 1. Notons P, = Z;.":O ijj avec m < n + 1.
Alors le polynoéme P — @, 10, X" ™" Py est de degré < n. Par hypothése
de récurrence, on obtient

P1 — an+1b;n1Xn+limP2 = PQQ + R,
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donc
P, =(Q+ ap b X" "™ P, + R.

Unicité : Siona Py = P,Q+ R= P,S+ T, alors P,(Q—S)=T—R.

Le degré du terme de droite est inférieur a deg P,, tandis que celui du terme

de gauche est deg P, + deg(Q) — S). On a donc nécessairement @ — S = 0, et
donc T'— R = 0.

O

Corollaire 1.2
On peut toujours faire une division euclidienne dans k[X] si k est un

corps.

Exemple 1.3 Faisons la division euclidienne de 2X? —2X + 3 par 3X — 1
dans Z/7Z[X]. Tl faut commencer par trouver I'inverse de 3. On peut le faire

grace & Bezout : 7=2.3+1 donc 3 = (—2) = 5. Puis on résout 3z = 2, ce

qui donne x = 25 = 3. On peut donc écrire
2X2-2X+3| 3X -1
IX2 3N 40| - — ——
X+3| 3X+5
X-5
1

Etona2X?-2X+3=0BX+5)(BX-1)+1.

1.2 Principalité d’'un anneau de polynémes

La division euclidienne va nous permettre de savoir quand un anneau de
polynéme est principal (ou ne 'est pas).

Théoréme 1.4
A[X] est principal si et seulement si A est un corps.




Démonstration : Supposons que A est un corps, et soit I un idéal de A
différent de zéro. Posons n = min{deg P, P € I\ {0}}, ce minimum existe
car I # 0, et est atteint par un polynéme P de I. Soit S un polynéme de I.
En faisant la division euclidienne de S par I, on obtient S = QP + R. Or
QP el , donc R=5—QP € I. C’est donc le polynéme nul par minimalité
du degré. On a donc montré que S € (P). L’idéal I est alors principal.

Réciproquement, supposons que A[X] est principal. Soit @ € A non nul.
Et posons I = (X, a). Il existe donc un P tel que (X,a) = (P). Comme P
divise a, le degré de P est forcément 0, P = b. Maintenant b divise X, donc
on peut écrire X = (co + ¢1X)b, ce qui nous donne ¢;b = 1 et donc b est
inversible.

Enfin b € (a, X), donc peut s’écrire b = AX + pua, donc on a b = pa et
donc a est inversible. O

2 Polynomes a coefficients dans un corps

On suppose dorénavant que k est un corps.

2.1 Théoréme des restes chinois

L’existence de la division euclidienne nous permet d’avoir un analogue du
théoréme des restes chinois dans k[X] ou k est un corps.

Théoréme 2.1
Soit k un corps et soient P, et P, deux polynémes de k[X| premiers entre
eux. Alors le morphisme d’anneaux

® : k[X] — K[X]/(P)) x k[X]/(P)

envoyant P sur ses classes modulo P, et P, se factorise en un isomor-
phisme d’anneaux

KIX]/(P1Pp) =~ K[X]/(Pr) x K[X]/(P).

Démonstration : La preuve est complétement similaire a celle pour Z. En effet
®(P) = 0 est équivalent a dire que P; divise P et que P, divise P. Donc leur



ppem divise P. Comme ils sont premiers entre eux, leur ppcm est Py P,. On a
donc un morphisme d’anneau injectif k[X|/(P Py) ~ k[X]/(P1) x k[X]/(P2).

Pour montrer la surjectivité, on ne peut plus utiliser le cardinal. Mais
par contre, on peut toujours utiliser ’algorithme de Bezout (puisque k[X]
est principal) pour construire l'application réciproque de ®. Soit A et B
deux polyndémes. Soit UP; + V P, = 1 un couple de Bezout, et posons P :=
BUP; + AV P,. Alors la classe de P modulo P est AVP, =1—-UP,A= A
De méme la classe de P modulo P, est B. On a donc montré que ® était
surjective.

O

Théoréme 2.2

Soit k un corps, et P un polynoéme non nul dans k[X]. Alors on a les
équivalences

P est irréductible < k[X]/(P) est un corps < k[X|/(P) est intégre

Démonstration : La preuve est une conséquence du fait que k[X] est principal
et des propositions et [5.13] En effet, si P est irréductible, alors (P) est
maximal, et donc k[X]/(P) est un corps, et donc intégre. Réciproquement,
si k[X]/(P) est intégre, alors (P) est premier, et donc par proposition [5.12]
on a bien que P est irréductible.

OJ

2.2 Irréductibles dans k[X]

Dans cette section k est un corps.

On aimerait donc maintenant comprendre quels sont les irréductibles de
k[X].

Proposition 2.3
Soit a € k. Alors X — a est un polynéme irréductible de k[X]. De plus si
a#balors (X —a)A\ (X —0b)=1.




Démonstration : Si X — a n’est pas irréductible, il s’écrit X —a = P.QQ ou
ni P ni ) ne sont inversibles, c¢’est-a-dire ni P ni ) ne sont des polyndmes
constants. C’est clairement impossible pour des raisons de degré.
Sia#balorsona (b—a) (X —a)— (X —0)) =1 on conclut par
Bezout. U

Proposition 2.4
Soit a € k et P € k[X]. Alors le reste de la division euclidienne de P par
X —aest P(a)

Démonstration : P = (X —a)Q + R avec deg R < deg(X —a) —1 = 0. Donc
R = ry € k est un polynéme constant. Si on applique a alors on obtient

P(a) = Rla) = 1o, :

Définition 2.5 Soit P € k[X]| et a € k. On dit que a est une racine de P
si P(a) = 0, ou de maniére équivalente si P est divisible par X — a.

On appelle multiplicité de X — a dans P le grand petit entier k tel que
le reste de la division euclidienne de P par (X — a)* est nul.

On dit que P est scindé dans k[X] si il existe a,aq,...,a, € k tels que
P=al[iLi(X —a)"

Proposition 2.6
1. Un polynéme P non nul a au plus deg P racines distinctes.
2. Notons rq,...,r, les multiplicités respectives de a,...,a, dans P.
AlorsonadegP > r+ - -+ r,.
3. Si k est infini et si P(a) = 0 pour tout a € k alors P = 0.

Démonstration :

1. Soient aq,...,a, des racines distinctes de P. Alors X — a; divise P =
(X — ap)P1. Comme a; # ay on a que (X — ay) et (X — ag) sont
premiers entre eux. Alors X — ay divise P, par Gauss. On montre ainsi
par récurrence que P est divisible par [[}_, (X —a;). Son degré est donc
plsu grand que n.



2. En utilisant le fait que (X —a;)™ est premier avec [[,.,(X —a;)" on
démontre que [ (X — a;)" divise P.
3. C’est une conséquence de (1).

Remarque 2.7 Dans Z/pZ le polynome X? — X s’annule en tout point de
Z./pZ par le petit théoréme de Fermat. Or il est non nul (au sens ou tous ses
coefficients ne sont pas nuls). Le morphisme d’anneau k[X| — F(k, k) qui &
un polynome associe la fonction polynéme n’est pas toujours injectif.

2.3 Irréductibles dans C[X].

Ce théoreme appelé théoreme fondamental de ’algébre est admis.

Théoréme 2.8 (D’Alembert-Gauss)
C est algébriquement clos, c¢’est-a-dire que pour tout P € C[X] non
constant, il existe a € C avec P(a) = 0.

Corollaire 2.9
Les irréductibles de C[X] sont de la forme X — a avec a € C (& multipli-
cation par un scalaire non nul pres.

Démonstration : On sait déja que les polyndémes X — a sont irréductibles.
Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. En effet, soit P dans C[X] de degré
> 2, alors P admet une racine a. Il est donc divisible par X — a. Ainsi tout
polynome de degré > 2 n’est pas irréductible. O



Théoréme 2.10
Soit P € C[X] non nul. Alors il existe a,ay,...a, € C et my,...m, € N*

tels que

P= aH(X —a;)™.

=1

Les a, a; et m; sont uniques.

Démonstration : L’existence se démontre facilement par récurrence sur le
degré de P.
Montrons 'unicité par récurrence sur le degré de P. Si le degré de P est
1, alors P = a(X —a;) = b(X — by), on obtient donc a = b et a; = by.
Supposons "unicité pour P de degré n — 1. Alors si on a

P = aﬁ(X — Cli)mi = bﬁ(X — bj)nj,
=1 j=1

X —ay divise b][7_, (X — b;)™, et comme X — a; est irréductible, par le
lemme d’Euclide, X — a; divise un des X —b;. Par le proposition il existe
J tel que b; = a;. On supposera j = 1 quitte a réindexer les b;. En simplifiant
par X — a; (k[X] est intégre), on obtient (X — a)™ ta[]_,(X — ;)™ =
(X = b)) B[ [5_y(X — bj)™, de degré n — 1. On conclut alors a l'aide de
I’hypothése de récurrence.

O

2.4 Irréductibles dans R[X].

Lemme 2.11 ) )
Soit P = 37" ja; X' € C[X]. Notons P le polynome P := Y7 (a;X" €

C[X]. Alors « est racine de P si et seulement si & est racine de P.

n —

Démonstration : Soit « une racine de P. Alors on a P(a) = Y. jaa' =
S aaf = P(a) = 0, donc @ est une racine de P. O




Le théoréme fondamental de I’algébre nous permet de démontrer les ré-
sultat suivant.

Théoréme 2.12
Les polynomes irréductibles de R[X] sont de la forme X — a avec a € R
et X2+ bX + c avec b* — 4c < 0 (4 multiplication par un scalaire pres).

Démonstration :[Démonstration du théoréme

Notons tout d’abord que X?+bX + ¢ avec b* —4c < 0 est irréductible. En
effet, s’il était réductible, il s’écrirait comme le produit de deux polynémes de
degré 1 a coeeficients réels. Cette égalité serait vraie dans C[X], et donc par
unicité de la décomposition en irréductibles, on obtiendrait une contradiction.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autres irréductibles.

Soit P un irréductible dans R[X]. Alors P est aussi dans C[X] et P = P
car tous ses coeflicients sont réels. Il a donc une racine complexe «. Si a est
réelle, alors P est divisible par X — «, donc par irréductibilité P = a(X — «)
pour a € R.

Si o n’est pas réel, alors par le lemme @ # o est racine de P = P. Comme
X — a et X — @ sont premiers entre eux, leur produit (X — a)(X — a) =
X?—(a+a)X +aa divise P. Par ailleurs X?—(a+a) X +aa = (X?42Re(a)+
||a||?) est dans R[X]. Donc par irréductibilité, P = a(X? + 2Re(a) + ||| [?).

O

On en déduit alors le théoréme suivant.

Théoréme 2.13
Soit P € R[X] non nul. Alors il existe a, ay,...a, € R et mq,...m, € N*,
(b1, c1) # (b, ca), ..., (b, c;) € R? avec b? —4c; < 0etnyg,...,n tels que

r t
P=a]](X —a)™ JJ(X*+b;X +c;)™.
=1

j=1

Les a, a;, m;, b;, c¢j et n; sont uniques.




Algebre linéaire
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Chapitre IX

Déterminant

Dans tout ce chapitre, k£ est un corps, et E sera un k-espace vectoriel de
dimension finie.

1 Forme multilinéaires

1.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 1.1 Soit p > 1 un entier. Une forme p-linéaire sur E est une
application f : EP — k telle que Pour tout j =1,...,pon a

flxr, ooz + Ay, ) = flo, oo, xp) F A (@, Y5, D),

et ce pour tous vecteurs z;, y;, scalaire .

Exemple 1.2 Pour p = 1, ce sont les formes linéaires sur £ noté L(E, k).
Pour p = 2, ce sont les formes bilinéaires, par exemple un produit scalaire
dans F.
Pour n = 1 et p quelconque, 'application k» — k qui a (1, ..., z,) associe
[]x; est p-linéaire.

Proposition 1.3
Soient f et g deux formes p-linéaires, et B une base de E. Alors f = g si
et seulement si f et g prennent les mémes valeurs sur les vecteurs de B.
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Proposition 1.4
L’ensemble des forme p-linéaires forme un k-espace vectoriel de dimension

finie.

1.2 Formes alternées

Définition 1.5 e Une forme p-linéaire est dite symétrique si f(...,z,...,y...)
fGo oy, ).
e Une forme p-linéaire est dite antisymétrique si f(...,x,...,y...) =
—f( Yy,
e Une forme p-linéaire est dite alternée si f(...,z,...,xz...)=0.

Proposition 1.6
Si la caractéristique de k est différente de 2, alors on a f antisymétrique

& f alternée.

Démonstration : Si f est antisymétrique,ona f(...,x,...,z,...) = —f(...,x,... 2, ...

donc 2f(...,x,...,z,...) =0.
Si f est alternée,on a f(...,z4+vy,...,x+y,...) =0, en développant on
obtient f(...,z,...,y,... )+ f(...,y,...,z,...) =0. O

Il est facile de voir que ’ensemble des formes p-linéaires alternées forme
un sous-espace vectoriel de I'espace des formes p-linéaires.

Proposition 1.7
Si f est alternée, alors pour toute famille lice (z1,...,z,) on a

fz1,...,2,) =0.

Démonstration : Cest clair en utilisant la linéarité. O



Corollaire 1.8
Sip > n+ 1 alors il n’existe pas de forme p-linéaire alternée sur E.

2 Déterminant d’un systéme de vecteurs

Le but va étre maintenant d’étudier I'espace des formes n-linéaires alter-
nées sur F.

2.1 [Espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur
E

Théoréme 2.1

Soit f une forme n-linéaire alternée, et soit B = (ey, ..., e,) une base de
E. Alors f ne dépend que de la valeur f(eq,...,e,) et on a la formule :
f(xb s 7xn) = Z E(U)Aa(l),l o Aa(n),nf(eb ce 7677,)7

0'6677,

ol z; = Y, Ajie;. De plus pour tout a € k, il existe une (unique) forme
n-linéaire alternée telle que f(eq,...,e,) = a.

Démonstration : Par n-linéarité on a

f(l'l, e ,ZI}'n) = Z )\1171)\1'”7nf(6i1, . 7€’in>‘

T yeenyin

Comme f est alternée, f(e;,,...,e; ) = 0 dés que deux des indices sont
égaux, donc on peut réécrire la somme de la maniére suivante :

f(:L“l, e ,:En) = Z )\5(1)71)\U(n)7nf(60(1), . ,ea(n)).

ceG,
Soit 0 € &, et ¢ = 71 ---7, une décomposition en produits de trans-
positions. En utilisant ’antisymétrie, on montre par récurrence sur r que

f(eo(l)’ to ’eU(n)) = (_1)Tf<€17 <o 7671)'



Enfin, il faut de montrer que la formule

f(xb s ,l‘n) = Z 6(0—))\0(1)71 e )\a(n),nQ

Ueen

définit une application n-linéaire alternée :

flan+ pahy, .o a, Z Z As(1),1 "(Ai,l+M>\§,1)"')‘o(n),n0‘

t o,0(i)=1

_ Z Z Ao Aid *** Ao(n)

t o,0(i)=1

+“Z Z 11 A Ay

i o,0(i)=

:f(mly---;xn)+Nf(x1?"-7xn)a

f est donc n-linéaire.

Par ailleurs si f et g sont deux formes n-linéaires alternées telles que
fler,...,en) = gler, ..., ep),alors , pour toute permutation o on a f(eq(1y; - - - €o(m)) =
g(eo(1)s - - - €o(m))- Les applications f et g sont donc égales sur une base, elles

sont donc égales.
O

Corollaire 2.2
Le sous-espace des formes n-linéaires alternées est un sous-espace de di-
mension 1.

2.2 Définition

Définition 2.3 Soit B une base de E. Le déterminant dans la base B est
I'unique application n-linéaire alternée detg telle que

det = 1.
g(el, .€n)



Proposition 2.4
Soient B et B’ des base de E. Alors on a

det = det(B) det .
B B B

En particulier detg (B) detg(B’) = 1, et donc le déterminant ne s’an-
nule jamais sur une famille libre. On a donc la réciproque de la Proposition

]

Démonstration : Ce sont deux applications n-linéaires alternées, qui prennent
la méme valeur sur B. O

2.3 Formule de récurrence

Soit B = (ey,...,e,) une base. On note B¢ = B\ {e/;}, E; = vect(B") et
pe - E — Ey la projection sur E, parallélement & vect(ey).

Lemme 2.5
On a la formule detg(es, za, . .., 2,) = (—1)F detge (pe(2), - . ., pe(zn)).

Démonstration : Les deux applications envoyant (zs,...,7,) € E"! sur les
deux termes de la formule sont n — 1-linéaires. Elles sont de plus clairement
alternées. Pour vérifier qu’elles coincident, il suffit de le vérifier sur des vec-
teurs de B (qui sont donc 2 & 2 distincts). De plus, si un des vecteurs est ey,
alors le terme de gauche est nul, et celui de droite aussi car p,(e;) = 0.

Par ailleurs, si on restreint ces applications a E?_l, elles sont n — 1-
linéaires alternées sur un espace de dimension n — 1. Il suffit donc de vé-
rifier qu’elles coincident sur BY. Or on a detg(es, BY) = (—1)*!dets(B) =
(—1)"*! detge (BY).

O



Corollaire 2.6
Sizy =3, , Aney, alors on a la formule

n

det(zy, ... wn) = D (=) det(pe(22), - -, pe(n)).

(=1

3 Déterminant d’un endomorphisme

3.1 Définition

Soit u € L(F) un endomorphisme de E. Soit B une base de E. Alors 'ap-
plication (z1,...,x,) — detg(u(xy),...,u(x,)) est n-linéaire alternée. Donc
il existe un scalaire a € k tel que detg(u(z1), ..., u(z,)) = adetp(xy, ..., z,).

On va montrer que ce scalaire o ne dépend pas de la base B.

En effet, par la formule de changement de base, si B’ est une autre base,
on a

dBe/t(u(xl), cou(z,)) = dgt(u(xl), cou(zy)) dBelt(B)
= adgt(wl, cey ) dB@lt(B)
= adg/t(:z:l, ey X))

Ceci nous incite a poser la définition suivante :

Définition 3.1 Soit u € L£(F) un endomorphisme de E. Le déterminant
de u est 'unique scalaire det u € k tel que pour toute base B de E et toute
famille de vecteurs (z1,...,z,) on ait

dgt(u(wl), coou(xy)) = (detu) dgt(ml, ey ).

Proposition 3.2
1. Soient u et v dans L(FE). On a I’ égalité det(u o v) = det(u) det(v).
2. soit u € L(F). Alors u est inversible si et seulement si detu # 0.

Dans ce cas, on a det(u™!) = —deltu'




Démonstration : provient directement de la définition. Il

3.2 Déterminant d’une matrice

Définition 3.3 Soit A € M,, (k). Alors on note det A = det u ot u est défini
par A = Mat(u, B, B). On a alors la formule

det A = €(0)ag(1)1 - - - Qo (n)n-

On retrouve alors les formules connues pour n = 2 et n = 3.
Pour n = 2, on obtient

det A = ajra — ai2a91,

en effet le premier terme correspond & la permutation identité, tandis que le
deuxiéme terme correspond & la transposition (12) dont la signature est —1.
Pour n = 3, on obtient

det A = aj1aa33 + az1as2a13 + az1012023 — 21012033 . - .

Le premier terme correspond a 'identité, le deuxiéme au 3-cycle (123), le troi-
sieme au 3-cycle (132), tous de signature 1. Le quatriéme terme correspond
a la tranposition (12) de signature —1.

Remarque 3.4 Notons que le propriétés du type "la valeur du déterminant
ne change pas si on remplace la colonne ¢; par ¢;+ > Ajc;" etc... se déduisent
directement de la n-linéarité du déterminant.

On retrouve aussi les propriétés bien connues de déterminant.

Proposition 3.5
Soit A une matrice triangulaire, alors det A =[]\, ay.
Soit A une matrice triangulaire par bloc de la forme

-9

alors on a det A = det Bdet C.




Démonstration : Montrons la deuxiéme assertion. Notons p la taille de la
matrice B. Soit 0 € &, telle que ay (1)1 - .. Ag(n),n # 0. Alors pour tout i < p,
on a o(i) < p. On en déduit donc que pour tout @ > p+ 1, on a o(i) >
p + 1. Ceci implique que I’ensemble {1,...,p} est une union d’orbites de o,
et que l'ensemble {p + 1,...,n} aussi. Ceci veut dire que 'on peut écrire
o = o1 0 09 avec Supp(o1) C {1,...,p} et Supp(oz) C {p+1,...,n}. Par
ailleurs, I'application &, x &,_, — &,, envoyant (01, 03) sur o; o o9 est
injective On peut donc écrire

Z €(0)ao(1)1 - - - Go(myn = Z Z oy 0 09)

ocG, 0'1667) 0266, p

= Z 6(01)a01(1)1 et aUl(p)7p

01€6,

Z 6(0’2)@02(;;+1)p+1 -+ Qoy(n)n

0266, _p

4 Polyndéme caractéristique

4.1 Polynoéme caractéristique d’une matrice

Définition 4.1 Soit A € M, (k). Le polynome caractéristique de A est
défini comme

Xa(X) = det(XI, — A)

Notons ici que de maniére cachée, on se place dans 'anneau M., (k[X]). E
effet, la matrice de X1, — A peut-étre vue comme un élément de M,,(k[X D
Le déterminant est donc bien défini, et est un "scalaire" donc dans k[X].

Proposition 4.2
Soit A € M, (k). On a la formule

xa(X) = X" — (trA)X™ 4+ ..+ (=1)"det A.




Démonstration : Notons b;; les coefficients de la matrice X1, — A (ce sont
donc des polynomes!)

Tout d’abord notons que le degré de x4 est inférieur ou égale a n car
degbs(1)1 - - - bomyn = > degbs(;)i et que chaque coeeficient de la matrice a
degré < 1.

Par ailleurs si o n’est pas l'identité, alors il existe au moins deux i tels
que by(;); est de degré 0, et donc le degré de by(1)1...bsn), est inférieur
ou égal a n — 2. Le coefficient devant X™ provient alors de I'unique terme
bi1...by,. Comme b; = X —ay;, on obtient que le coefficient devant X™ est le
méme que celui du polynome [[,(X —a;;). C’est donc 1. Le coefficient devant
X"~ ! du polyndme caractéristique est aussi le méme que celui du polynéme
[L(X —a;), c’est donc — ), aj;.

Enfin, on a x4(0) = det(—A) = (—1)"det(A) qui est le terme constant
de XA-

O

4.2 Polynoéme caractéristique d’un endomorphisme
Soit B une base de E. Alors on un isomorphisme
O = L(E) — M, (k).

Soit u € L(E), on peut donc calculer ¢,y qui a priori dépend de la base
B. La propriété suivante nous dit que ce polynéme ne dépend pas du choix

de la base B.

Proposition 4.3
Soit A € M, (k) et P € GL,(k). Alors on a

XP-14AP = XA-

Démonstration : En effet, on a
Xp-1ap(X) = det(X1,—PtAP) = det(P ' (XI,—A)P = det P~y 4(X) det P = x(X).
O

On peut donc poser la définition suivante.



Définition 4.4 Soit u € L(E). Le polynéome caractéristique de u est défini
comme

Xu(X) = xa(X)
ou A désigne la matrice de u dans une base quelconque B de E.

Par ailleurs, on obtient que le polynome caractéristique est un invariant
de similitude.

4.3 Matrice compagnon

On peut se demander si tout polynéme unitaire de degré n est le polynome
caractéristique est le polynéme d’une matrice. C’est clairement vrai si le
polynoéme est scindé, car alors une matrice diagonale (ou méme triangulaire)
dont les coefficients diagonaux sont les racines (avec multiplicité) de P a son
polyndéme caractéristique égal a P.

Il existe néanmoins une autre construction d’une telle matrice, bien utile.

Définition 4.5 Soit P =ag+ a; X +...a, 1 X" ' + X" € k[X]. On pose
0 —Aap
0
1 —Qp—1

C’est la matrice compagnon du polyndéme P.

Proposition 4.6
On a XM(P) = P.

Démonstration : Ceci se démontre par récurrence sur n, en développant par

rapport a la premieére ligne.
OJ



Chapitre X

Réduction des endomorphismes

1 Valeurs propres-vecteurs propres

1.1 Racines du polyndéme caractéristique

On a vu que x était un invariant de similitude. C’est donc que ’ensemble
de ses racines sont aussi un invariant de similitude.
Or on a les équivalences suivantes

Xf(A) =0« det(Aldg — f) =0
< Mdg — f non inversible
& Ker(Mdg — f) #0
& Ju#0g tq. f(v) =M

Ceci nous pousse a établir les définitions suivantes

Définition 1.1 Un tel A est appelé un valeur propre de f. Un tel vecteur v
est appelé un vecteur propre associé a la v.p. A. Et on note V), = Ker(Aldg —
f), c’est le sous-espace propre associé a la v.p. A.

Enfin on note Spec(f) 'ensemble des valeurs propres de x.

Une conséquence immédiate du fait que les valeurs propres sont les racines
du polyndéme caractéristique est que f a au plus n valeur propres distinctes.

Avant d’étudier plus en détail les sou-espaces propres de f, faisons quelques
rappels.

Définition 1.2 Des sous-espaces vectoriels F1, ..., F}, sont en somme directe
si pour tout v € Fy + ... 4+ F,, I'écriture

U:ifi,fieﬂ
i—1
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est unique. De maniére équivalente, on a

m

S fi=0fie Fi= f;=0vi.

i=1

On note alors F} @ - -- ® F}, pour la somme des Fj.

On a la propriété suivante facile a vérifier

Proposition 1.3

Soit B’ une base de F; pour i = 1...m, alors les F; sont en somme
directe si et seulement si |J B’ forme une base de F. En conséquence, si
les espaces sont en somme directe on a

dim@ﬂ:Zdimﬂ.

Proposition 1.4
Si Spec(f) = {A1,..., A} alors on a

Vi + Vi + 4 Vi, =V @ @V,

On va tout d’abord montrer

Lemme 1.5
Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
est libre.

Démonstration : Soient A1,..., A, des valeurs propres distinctes. Ceci se dé-
montre par récurrence sur m. Pour m = 1 ’assertion est évidente car un
vecteur propre est non nul par définition. Soient maintenant vy, ..., v,, des



vecteurs propres associés a Ay, ..., A, respectivement. Et supposons que 1'on
ait des scalaires «; tels que

m

E o0, = 0

i=1

. En appliquant f on obtient

0= f(i Oéﬂ}i) = i Oéi>\i'U,L'.
i=1 i=1

On peut donc écrire
m m m—1
0= )\m Z a;U; — Z Oéi)\ﬂ)i == Z()\m — )\Z')Oéi?]i.
i=1 i=1 i
Par hypothése de récurrence on obtient alors que pour tout i (A, — \;)a; =

0. Comme les valeurs propres sont deux a deux distinctes, on obtient bien
o; = 0. O

Démonstration : (de la proposition) Soit pour tout i v; € Vj, telsque Y ", v; =
0. Alors si certains v; ne sont pas nuls, ils forment une famille libre ce qui
est impossible. On a donc nécessairement pour tout i, v; = 0, et donc les
sous-espaces propres sont en somme directe.

U

1.2 Dimension des sous-espaces propres

Proposition 1.6
Les dimensions des sous-espaces propres sont des invariants de simili-
tudes.

Démonstration : Si g = ufu™!, et si z est un vecteur propre pour f, alors

u(z) est un vecteur propre de g. Donc w induit un isomorphisme de V,(f)

dans V)(g). O

On va par ailleurs voir le lien entre dimension des sous-espaces propres
et polyndme caractéristique.



Définition 1.7 Soit F' un sous-espace de E. On dit que F' est stable par f
si f(F) C F. On peut alors définir f),, 1" endomorphisme restreint a F, qui
est un endomorphisme de F'.

Exemple 1.8 Kerf, Im f, et V) sont stables par f.

Proposition 1.9
Si p = dim Vj, alors (X — A\)P divise x;.

On utilise le lemme suivant :

Lemme 1.10
Si F' est stable par f, alors Xy, divise x;.

Démonstration : Soit F' un sous-espace stable par f. Choisissons alors une
base B’ de F' que 'on compéte en une base B de E. Dans la base B, la matrice
de f est alors triangulaire par bloc, avec le bloc en haut a gauche égal a la
matrice de f|, dans la base B’. On conclut alors par la Proposition . ([l

Démonstration : (de la proposition) Le sous-espace propre V) est stable par
f, et f restreint a V) est 'homothétie de rapport \. Donc son polyndéme
caractéristique est (X — \)P. O

2 Polynétmes d’endomorphismes

2.1 Morphisme d’évaluation

Définition 2.1 Soit f € End(E) et P =ap+ a1 X +...+a, X" € k[X]. On
définit P(f) = apldg + a1 f + ... + anf™, c’est le polynome P évalué en f.



Proposition 2.2

L’application ev; : k[X] — End(F) qui & P associe P(f) est un mor-
phisme d’algébres (c’est-a-dire un morphisme d’anneaux et une applica-
tion linéaire).

Démonstration : Le fait que ce soit une application linéaire est clair. Si P =
X™ et Py = XP, alors (P P)(f) = ™ = f™o fP = Pi(f) o Py(f).
Si P; et P, sont quelconques, on conclut par distributivité et linéarité. [

De méme, on peut définir ev, : k[ X] — M, (k), ot A € M, (k).

Proposition 2.3
Si A = Mat(f, B), alors P(A) = Mat,,(P(f), B).

Démonstration : En effet si on note ®5 : (E) — M, (k) 'application envoyant
f sur Mat(f, B), 5 est un isomorphisme d’algébres. Donc si A = ®g(f) et
si P(X)=ag+ ...+ a,X" on aura

aol, + a1 A+ ...+ a, A" = apPp(ldg) + a1 Ps(f) + ...+ anPs(f)"
= ayPg(ldg) + a1P5(f) + ... + aPs(f™)
= Pglagldg + a1 f+ ...+ anf")
= P(f)

Proposition 2.4
Sig=ufu™! et si P € k[X], alors P(g) = uP(f)u™".




Démonstration : Cela provient du fait que ¢" = (ufu™1)" = uf™u~", donc
c’est vrai pour les mondémes X". O

Proposition 2.5
Si f(x) = Az alors P(f)(z) = P(\)z.

Démonstration : On montre tout d’abord que pour tout p, fP(z) = APz par
récurrence. Puis on conclut par linéarité. O

2.2 Polynéme minimal

Comme le morphisme d’évaluation est un morphisme d’anneaux, son
noyau est un idéal de k[X]. Comme k[X] est principal, cet idéal est de la
forme (pf) ot s est un certain polynéme que 'on peut supposer unitaire.
Le noyau de ev est 'ensemble des polynomes qui s’annulent en f. C’est donc
I'unique polynéme qui vérifie :

1. py unitaire;

2. py(f) =0;

3. pour tout P € k[X] tel que P(f) =0, alors s divise P.

Les polynomes de I'idéal (us) sont appelés polynomes annulateurs de f , et

le polynome i est appelé polynome minimal de f.

Proposition 2.6
Le polynéme minimal est un invariant de similitude.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de Proposition O

Définition 2.7 Soit f un endomorphisme et v un vecteur. Alors on peut
montrer que lensemble des polyndmes P tels que P(f)(v) = Og est un
idéal de k[X]. Il s’écrit donc (i), ol ps, est appelé le polynome minimal

de f env.



Proposition 2.8
Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Alors i est le ppcm des s, ol
1=1,...,n

Démonstration : 11 est clair que py., divise py pour tout 7, donc leur ppcm
divise p1y. Supposons maintenant que P soit divisible par tous les pif,,. Soit
v = ) Aie; un vecteur, alors P(f)(v) = > . MP(f)(e;) = 0. Donc iy divise
P. OJ

2.3 Théoréme de Cayley-Hamilton

Théoréme 2.9
xs(f) =0

Démonstration : On va montrer que pour tout € E, on a xs(f)(z) = Op.
C’est clair pour z = 0.

Soit donc x # 0. Alors il existe p tel que la famille (z, f(z), ... ; fP(x)) est
libre et la famille (z, f(z),..., fP*(2)), et on a donc fPH(x) =30 a;f'(x).
Notons F' = vect(x, f(x),..., fP(z)). Alors F est stable par f et la matrice
fir dans la base (z, f(x),..., fP(x)) est

0 0 ... Qo

1 . aq

1 a,
C’est la matrice compagnon du polynéme P = XP* — q,XP... —qq. On a
donc x5 (f)(z) = P (x) — apfP(x) -+ — apxr = 0. Comme Xy, divise xy,

on a en déduit x¢(f)(z) = Og.
U



Corollaire 2.10
Le polyndéme minimal divise le polynéme caractéristique. En particulier
le degré du polynéme minimal est toujours < n.

Corollaire 2.11
Les racines de jf sont exactement les valeurs propres de f.

Démonstration : puy divise x ¢, donc toute racine de iy est une racine de x
donc une valeur propre.

Réciproquement, soit A une valeur propre et x un vecteur propre associé.
Alors 0 = ps(f)(x) = pr(N)z, done ps(N) = 0. O

Corollaire 2.12
f est nilpotent si et seulement si y; = X™ si et seulement si Specq(f) =

{0}

On a finalement montré que si f est un endomorphisme , alors on peut
lui associer {(A1,p1,q1,m1), ..., (As, Ds, ¢s, ms)} ol les); € k sont les valeurs
propres, p; est la multiplicité de A\; dans iy, ¢; = dimV), et m; est la multi-
plicité de \; dans . Alors ces nombres sont des invariants de similitude.

NB : on a toujours p;, ¢; < m;. Mais on peut avoir p; < ¢; ou l'inverse.

3 Réduction aux sous-espaces caractéristiques

3.1 Lemme de décomposition des noyaux




Proposition 3.1
Soit P € k[X] et f € End(F). Alors KerP(f) est un sous-espace stable

par f.

Démonstration : Cela vient du fait que P(u) o u = uo P(u). O

Théoréme 3.2
Soient P et ) des polyndmes premiers entre eux. Alors Ker(PQ(f)) =

Ker(P(f)) @ Ker(Q(f)).

Démonstration : Montrons d’abord que les espaces sont en somme directe. Par
Bezout on a PU+QV = 1, ce qui implique donc U(f)o P(f)+V (f)oQ(f) =
Idg. Soit = dans I'intersection des noyaux. Alors x = U(f)o P(f)(z)+V(f)o
Q(f)(z) = 0p.

Soit x € KerPQ(f), et notons 1 = UP(f)(z) et zo = VQ(f)(x). On a
alors © = x1+z2. Or Q(f)(z1) = UPQ(f)(x) = 0, et de méme P(f)(z2) = 0.
On a donc une inclusion.

Enfin KerP(f) € KerPQ(f), et de méme pour @, donc la somme est
aussi incluse.

U

Corollaire 3.3
Si Py,...,Ps sont premiers entre eux deux a deux, on a KerP(f) =

P, KerF(f).




3.2 Sous-espaces caractéristiques

Définition 3.4 Soit f un endomorphisme de F, A € Spec(f), et m la multi-
plicité de A dans x . On définit £y = ker((Adg — f)™), c’est le sous-espace

caractéristique associé a la valeur propre .

Proposition 3.5
1. Le sous-espace propre V) est un sous-espace vectoriel du sous-espace
caractéristique F).
2. F)\ est un sous-espace stable par f.
3. Si p est la multiplicité de A dans py, alors on a Ey = ker((Aldg —

FP).

Démonstration :

1. Clair.

2. Soit z € E\. Alors (Mdg — f)™(f(z)) = fo(Mldg — f)"(x) = 0g, donc
E)\ est stable par f.

3. Le polynéme minimal de f restreint & F divise py, et il divise (X —\)™
qui annule f|, . Il divise donc leur pged qui est (X —A)?, et donc (X —A)?
est un polyndéme annulateur de f g,

O

Théoréme 3.6
Soit f tel que xs est scindé sur k, et notons x5 = [[i_, (X — X\)™, et
notons f; 'endomorphisme f restreint a E,. Alors on a

1. E:E)q@"'@E)\r;

3. pp, = (X = A)Pret xp = (X — )™,

Démonstration :

1. La décomposition en somme directe vient du lemme des noyaux. Le fait
que la somme soit E vient de Cayley-Hamilton.



2. On a que yy, divise x;. Et par ailleurs pour tout x dans E;, on a
(f = A —ildg,)™ (z) = O, ce qui veut dire que (X — \;)P* annule f;.
Le polynome caractéristique de f; a donc une unique racine qui est \;,
il est don de la forme (X — \;)%. Comme il divise xr, on a t; < m;,
ou t; est donc la dimension de E;. Finalement comme par le 1. on a
>, ti =n, comme ) . m; = n on obtient m; = ¢; pour tout 1.

3. On a déja vu chiy, = (X — X\;)™ . Le polynéme minimal lui divise /iy,
et xy, il divise donc leur pged (X — A;)Pi. Il est donc de la forme
(X — \)* avec s; < p;. Comme les py, sont premiers entre eux, le
lemme des noyaux et 1. nous dit que

E= @Ez = @Kerﬂfi = KGT(H :ufi)'

Autrement dit [[, py, annule f, et donc py divise [[,(X — A;)*. D’ou
S; 2 Pi-
U

Ceci implique que pour une base adaptée a la décomposition en sous-
espaces caractéristiques, la matrice de f est diagonale par blocs.

3.3 Diagonalisation

Définition 3.7 Un endomorphisme est dit diagonalisable si il existe une
base B telle que Mat(f, B) est diagonale, ou autrement dit s’il existe une
base de vecteurs propres de f.

On a donc les équivalences

Théoréme 3.8
Soit f avec Spec(f) = {A1,..., A\ }. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. f est diagonalisable;

2. il existe une base de E formée de vecteurs propres de f;

3. E:V)\l@"‘@v,\r;
4. Xy est scindé sur k et pour tout i on a Ey, = V), ;
5. Xy est scindé et pour tout ¢ on a ¢; = m; (c’est-a-dire dimy, £, =

dimk VM) N
6. 115 est scindé et pour tout ¢, p; = 1 (autrement dit p1s est scindé a
racines simples.)




Démonstration : 1 < 2 < 3 est clair, car on sait que les sous-espaces propres
sont en somme directe.

4 = 3 vient du théoréme précédent.

3 = 4 vient de fait que dans la base correspondante & la décomposition,
la matrice de f est diagonale, sont polyndéme caractéristique est donc scindé.
Puis on utilise V; C FE;.

4 < 5 vient du fait que V; C F;.

3 < 6 Notons P = [[;_;(X — A;). On a alors P divise uy car toutes les
valeurs propres sont racines de . On a les équivalences

E=V,, @0V, & @Ke(\dg - f) = E
i=1
< KerP(f) = E par le lemme des noyaux
& P(f) =0
& iy divise P
& P = iy

3.4 Diagonalisation simultanée

Théoréme 3.9

Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables tels que fog = go f.
Alors il existe une base B telle que les matrices de f et g dans B soient
diagonales.

Démonstration : Soit V' = V,.(f) un sous-espace propre de f, alors V est
stable par g. En effet si v € V, on a f(g(v)) = g(f(v)) = g(Av) = Xig(v),
donc g(v) € V. De plus g; := g, est digonalisable (son polynéme minimal
est scindé & racines simples). Soit B’ une base de diagonalisation de g;. Alors
B = (B',...,B®%) est une base de diagonalisation de g, elle 'est aussi de f

car elle respecte la décomposition en sous-espaces propres.
O



4 Reduction de Jordan

4.1 Trigonalisation

Définition 4.1 Un endomorphisme est trigonalisable s’il existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.

Théoréme 4.2
f est trigonalisable si et seulement si x; est scindé sur k.

Corollaire 4.3
Toute matrice est trigonalisable sur C.

Démonstration : Le sens direct est immédiat.

On prouve par récurrence su n = dim FE. Pour n = 1 c’est clair. Soit f
et A une valeur propre de f (qui existe car x est scindé) et v un vecteur
propre. Complétons v en une base (v, vy, ...,v,), alors la matrice de f dans
cette base est triangulaire par bloc (un bloc de taille 1 et un de taille n — 1).

A *
0
: B
0

Par hypothése de récurrence, il existe @ tel que Q 'B(Q est diagonale. En
posant

on vérifie facilement que R~'AR est triangulaire supérieure. O



Corollaire 4.4
Si xf = [1(X — Xi)™ est scindé sur k, il existe une base dans laquelle la
matrice de f est de la forme

A 0
0 T
0 T,

ou chaque T; est une matrice triangulaire supérieure de taille m; x m;.

4.2 Exemple

Exemple de calcul du polynéme minimal et des sous-espaces caractéris-
tiques, et d'une forme diagonale par bloc, ot chaque bloc est triangulaire.

FEtape 1 : Calculer le polynéme caractéristique, et le factoriser dans C.
Cela permet de déduire les valeur propres.

Etape 2 : Pour chaque valeur propre \;, on a des inclusions de sous-
espaces :

Vi, = Ker(f—\Idg) = E} C Ker(f—\ldg)? = E? C --- C Ker(f—NIdg)™ = E" = E),

it

On sait que la dimension de E} est ¢; < 1, et que celle de E!™ est exactement
m;. Il existe donc un p; tel que EY* = m;. Ce p; est la multiplicité de \; dans
iy 11 faut donc calculer ces noyaux successifs pour chaque valeur propre.

4.3 Décomposition de Dunford

Théoréme 4.5 (Décomposition de Jordan-Dunford)
Soit f tel que x est scindé sur k. Alors il existe des uniques endomor-
phismes d et n de F tels que

1. f=d+w;

2. d est diagonalisable ;
3. w es nilpotent ;

4. wod=dow.




Démonstration : Soient A1, ..., A, les valeurs propres de f et Fy,..., Ey les
sous-espaces caractéristiques. On définit d comme 'unique endomorphisme
tel que les £ soient stables, et d| 5 = Aildg,. 11 est alors clair que d est
diagonalisable, en effet toute base respectant la décomposition en sous-espace
caractéristique est une base de diagonalisation.

De plus pour tout x de E;, on a fod(x) = f(M\x) = A f(x). Par ailleurs
do f(x) =\ f(x) car E; est stable par f. Donc do f = f od sur E; et donc
sur F. Finalement en posant w = f — d, on a bien que d et w commutent.

Montrons maintenant que w est nilpotent. Soit x € F;. Alors w™i(z) =
(f —d)™(x) = (f — Nildg,)™(z) = Og. En prenant le ppcm de tous les m;
on a bien que w est nilpotent.

Enfin montrons 'unicité. Supposons que d + w = d' + w’. On montre
d’abord que les E; sont stables par d’ et w’. Si x € E;, comme d’ commute &
w', il commute & f et donc il commute & (A\;Idg — f)™. On a donc (\Idg —
f)Mod(z) =do(Nldg — f)™(z) = 0g donc d'(x) € E; qui donc stable par
d'.

De plus d et d’ commutent sur E; car d est une homothétie. Ils sont alors
diagonalisables dans une méme base. Dans cette base la matrice d — d’ sera
diagonale. Or on a d — d’ = w’ — w, il reste & montrer que la somme de deux
endomorphismes nilpotents qui commutent est encore nilpotent. Cela vient
de la formule du binéme de Newton. Si on prend une puissance assez grande,
tous les termes s’annulent.

U

Proposition 4.6
Dans la décomposition de Dunford, les endomorphismes d et w sont des
polynomes en f.

Démonstration : Notons P; = (X — \)Pi et Q; = H#i P,
Les polynémes P; et (); sont premiers entre eux, on a donc un couple de
Bezout et donc :

PU(f) + QiVi(f) = ldg

On va vérifier que g; := Q;Vi(f) est la projection sur E; parallélement &
@j;ﬁi EJ’ :



Si x € E;, alors B,U;(f)(z) = 0 donc on obtient x = Q;V;(f)(z) = g:(z).
Siz € E; avec j # i, alors Q;Vi(f) = 0 c’est a dire g;(x) = 0. Donc g; est
bien la projection sur FE; parallélement & € i

On a donc d = >, Nigi = (O, MQiV;)(f) est un polynome en f, et
w=f—d=f=3;XQVi(f) = (X =22 M@:Vi)(f) aussi.

O
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