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Feuille 1 : Révisions d’algebre linéaire

Exercice 1. On définit les sous-ensembles suivants dans R? :
By ={(z,y,2) R’ |z +y — 2z +1=0},

By ={(z,y,2) €R® | 224+ y —2=0}
By = {(x1, 72, 23,24) € R* | 129 + 23 + 24 = 0},
E, = vect((1,2,0,1),(0,1,0,-1),(1, 3,0,0))
Es = {(v,y,2) €R® | 2v =y = 32}
et Eg={(z,9,2) €ER® |z —2y+2=0,2+ 2z =0}
1. Déterminer si F1, Fo, F3, FEy, E5 et Eg sont des espaces vectoriels.

2. Trouver une base pour ceux qui sont des espaces vectoriels.

3. Ecrire E4 comme ’ensemble des zéros d’un systeme d’équations linéaires.

Exercice 2. Soient e; = (1,1,1,1), ea = (0,1,2,—1), et e3 = (0, —4,2,0) des vecteurs de R*.
1. La famille (ey, es, e3) est-elle génératrice de R* ? Est-elle libre ?

2. Compléter cette famille en une base de R*.

Exercice 3. Soient e; = (0,1,-2,1), ea = (1,0,2,—-1), e3 = (3,2,2,-1), e4 = (0,0,1,0) et
es = (0,0,0,1) des vecteurs de R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1. vect(ey, es, e3) = vect((1,1,0,0), (1,1, —4,2)).
2. (1,1,0,0) € vect(eq, e2) Nvect(es, €3, €4).
3. vect(er, ea) + vect(eq, €3, e4) = R%.

4. vect(ey, e5) est un sous-espace vectoriel de supplémentaire vect(ey, es, e3) dans R*.

Exercice 4. Prouver que ((X +1)%, X2, (X —1)?) est une base de Ry[X]. Exprimer les coordonnées
de aX? + bX + ¢ dans cette base.

Exercice 5. On considére les sous-ensembles de R*
E ={(x1,22,23,14) € R* | 21+ 2o+ 23 —24 =0} et F ={(z1,22,23,24) € RrR* | €1 +x2 = 0}.

Montrez que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R*.
Déterminez des bases et les dimensions de F, F et ENF.
La réunion F U F est-elle un sous-espace vectoriel de R* ?
At-on E+F=R'? At-on E® F =R*?

Déterminez deux sous-espaces vectoriels B/ C F et F' C F tels quon ait B/ @ F =
F'e E =R~

AR .



6. Existe-t-il un endomorphisme f € £(R*) tel que Ker f = E et Im f = F'? Tel que Ker f = E
et Im f = F".

Exercice 6. Soient F et F' deux sous-espaces vectoriels de R" tels que dim £ = dim F'. Montrer
qu’il existe un sous-espace vectoriel G de R™ tel que F ¢ G = F & G = R".

Exercice 7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' et N deux sous-espaces vectoriels
de E. Donnez une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une application linéaire f de
E dans F vérifiant : f(E) = F et ker(f) = N.

Exercice 8. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et u,v € L(E). Montrer que

rg(u) — rg(v)] < rg(u+v) <rg(u) + rg(v).

Exercice 9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit f € L(E) Montrez que les propriétés
suivantes sont équivalentes

(a) E=1Im(f) & Ker(f),
(b) Im (f) =TIm (f?),
(c) Ker (f) = Ker (f?).

Exercice 10. Soit p et u des endomorphismes de E. Montrer ’équivalence des propositions sui-
vantes :

(a) uov=wuetvou=vw

(b) wet v sont des projecteurs et Keru = Kerv.

Exercice 11. Soit F un espace vectoriel de dimension 3 sur R, soit {e1, e2, €3} une base de E, et
soit A un parametre réel.

1. Démontrez que la donnée de

pler) =e1 +2e2 plez) =2e; —ex @(e3) = —er + Aes

définit une application linéaire ¢ de E dans E.
2. Quelle est I'image par ¢ du vecteur x = aje; + ases + ages ou g, as, asz, € R.

3. Comment choisir A pour que ¢ soit injective 7 surjective ?

Exercice 12. Soit £ = K[X],,. Soit f l'application définie sur FE par f(P) = @ avec Q(X) =
PX+1)+P(X-1)—-2P(X).

1. Montrer que f est une application linéaire de E dans F.

2. Déterminer Ker (f), Im (f) et le rang de f.

3. Soit @ un polynéme de Im (f). Montrez qu'il existe un polynéme unique P tel que : f(P) = Q
et P(0) = P'(0) =0.
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Exercice 13. Soit A € M3(C) la matrice [ m —m? m oll m est un parametre complexe.
m 1 —m?

Soit f,, € L(C?) 'endomorphisme représenté par A dans la base canonique de C3.



1. Déterminez I'image et le noyau de f,,, en fonction du parametre m.

2m
2. Discutez de 'existence de solution de I’équation AX = 2m
1—-m

Exercice 14. Soit ¢ une application linéaire de R? dans lui-méme telle que ¢ # 0 et p? = 0.
1. Construisez des exemples de telles applications.

2. Soit x € R? tel que p(z) # 0. Montrez que {z,p(x)} est une base de R?. Déterminez la
matrice de ¢ dans cette base.
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Exercice 15. On considere A= | 0 1 1 |. Calculer A™ pour n € N.
0 0 1
1 a a?
Exercice 16. 1. Soit A = [ 1 b b* | € M3(K). Calculer le rang de A en fonction des
1 ¢ ¢
parametres a, b, c.
2. Méme question avec
a b b b
b a b -+ b
A= : e M (K).
b b --- a b
b b --- b a

(Indication : On pourra écrire A = (a — b)I, + bM et faire un changement de base.)

Exercice 17. Soit F un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps K de base C = {e1, ea}. Soit
f € Lg(F) défini par la matrice A = Matec(f) = (_65 _43) .
1. Déterminer la matrice de f dans la base C' = {e],e5} oll €] = e1 — 2e2 et e}, = —e1 + ea.

2. En déduire une formule pour A™ pour tout n € Z.

Nl
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Exercice 18. Dans M3(R), on consideére la matrice A = 1| —8 6 4 |. Soit f I’application
-1 1 3
= (

linéaire qui lui est associée dans la base canonique e; = (1,0,0), e3 = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1).

1. Déterminer les images par f des vecteurs u = e; + e, v = €3 — e3 et w = e + 2es + e3.
Montrer que ces trois vecteurs forment une base de R3 et donner la matrice B associée & f
dans cette base.

2. Calculer B™ pour tout n € N.

3. Calculer B® —2B? — B. En déduire la représentation matricielle de f3 —2f2? — f dans la base
canonique.



