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Abstract

Dans cet exposé de survol, nous commençons par présenter des
ensembles naturels d’opérateurs de type Schrödinger associés à un
graphe fini.

Nous étudions ensuite les limites singulières (au sens de la Γ−con-
vergence) de tels opérateurs et montrons qu’elles sont associées à des
relations naturelles entre graphes (mineurs, transformation étoile-
triangle) ou à des limites d’un intérêt indépendant (processus de
Markov (recuit simulé), réseaux électriques).

Cela conduit à introduire la notion de stabilité structurelle pour
une valeur propre multiple d’un opérateur d’une famille en utilisant
la transversalité dans les espaces d’opérateurs symétriques.

Les invariants numériques de graphes ainsi construits sont liés à
des problèmes classiques de la combinatoire des graphes : planarité,
genre, plongement non-noué dans R

3, largeur d’arbre.

Mots clés : graphes, opérateurs de Schrödinger, mineurs, étoile-triangle,
arbres, limites singulières
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1 Introduction

La théorie spectrale des opérateurs différentiels dont le prototype est le
laplacien sur une variété riemannienne compacte a connu un grand déve-
loppement durant les 30 dernières années. En particulier, l’asymptotique
des grandes valeurs propres, liée à la dynamique classique (géodésiques
périodiques) a fait l’objet de nombreux travaux. Les propriétés purement
spectrales (i.e. non asymptotiques, purement quantiques) présentent également
un grand intérêt ; il se trouve, ainsi que cette conférence le montre bien,
qu’un cadre, a priori plus simple, se prête bien à l’étude spectrale des
opérateurs différentiels : il s’agit de comprendre le spectre des opérateurs
différentiels de type laplacien ou Schrödinger sur les graphes. En retour, on
attend en particulier de nouveaux résultats pour le cas continu !!

Les ensembles d’opérateurs considérés dans la suite se rencontrent dans
de nombreux domaines des mathématiques (discrétisation par éléments fi-
nis [8],[11], effet tunnel semi-classique [21], processus de Markov [12], limi-
tes de laplaciens de surfaces de Riemann à courbure −1 lorsque certaines
géodésiques fermées simples ont des longueurs qui tendent vers 0 [9]) et
de la physique (supraconducteurs [35], physique quantique [30], spectres
moléculaires [24] ou même plus anciennement [29]).

A chaque graphe fini G = (V, E) (on pose n = |V |), on associe des
ensembles d’opérateurs différentiels auto-adjoints sur l’espace de Hilbert
(de dimension finie) HG = CV muni du produit scalaire

(f |g) =
∑

i∈V

f(i)ḡ(i) .

Un opérateur différentiel sur G est un endomorphisme linéaire A de HG

qui est local, c’est-à-dire que Af(i) =
∑

j ai,jf(j) où les ai,j sont nuls si
{i, j} n’est pas une arête et i 6= j (on peut considérer qu’il y a des arêtes
{i, i} pour chaque i ∈ V ) ; autrement dit Af(i) ne dépend que de f(j) pour
j voisin de i.

Un opérateur différentiel A sur G est dit elliptique si ai,j 6= 0 pour toute
arête {i, j}, i 6= j.

A est dit auto-adjoint s’il l’est comme opérateur sur HG.
MG est l’ensemble de tous les opérateurs elliptiques auto-adjoints sur

G ; on dira d’un élément de MG que c’est un opérateur de Schrödinger avec
champ magnétique sur G. MG est une sous-variété de dimension |V |+ 2|E|
de l’espace des matrices hermitiennes V × V .

OG est le sous-ensemble de MG formé des matrices symétriques réelles
dont les coefficients ai,j sont < 0 pour toute arête {i, j}. On dira d’un
élément de OG que c’est un opérateur de Schrödinger sur G. OG est une
sous-variété de dimension |V |+ |E| de S(HG), l’espace des endomorphismes
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symétriques de HG.
LG est le sous-ensemble des A ∈ OG tels que A1 = 0. Ce sont les

laplaciens. LG est de dimension |E|.
Les laplaciens canoniques habituellement considérés

∆0f(i) =
∑

{i,j}∈E

(f(i) − f(j)), ∆1f(i) = −
∑

{i,j}∈E

f(j) ,

sont des éléments de OG, et pour ∆0 de LG. Le laplacien

∆2f(i) =
1

di

∑

{i,j}∈E

(f(i) − f(j)) ,

n’est pas auto-adjoint pour la métrique canonique sur HG sauf si le degré
di du sommet i est constant. Il est auto-adjoint pour la métrique

∑

dix
2
i

sur HG. On peut le rendre auto-adjoint pour la métrique canonique par la
transformation (Ux)i = 1√

di
xi ; alors U−1∆2U est dans OG.

Des généralisations possibles de ces ensembles sont les suivantes :
a) on attribue à chaque arête un signe ± et on impose le signe corre-

spondant aux ai,j . Le lien avec les diagrammes de noeuds et les invariants
associés reste alors à éclaircir : le graphe médial d’un diagramme de noeud
est de façon naturelle un graphe planaire avec des signes ± sur chaque arête
qui indique quel brin passe dessus ou dessous.

b) On considère le cas vectoriel, i.e. celui où HN
G = ⊕i∈V CN . Cela

intervient aussi comme outil lorsque l’on considère des produits de graphes.
c) Le cas des graphes infinis : on doit alors bien préciser les conditions

de croissance des coefficients si possible de façon à avoir un spectre discret.
d) Dans le cas de MG, il peut être utile de considérer des arêtes doubles

et, si {i, j} double, le coefficient ai,j de A ∈ MG peut être nul (ai,j =
a + (−a), a 6= 0).

Soit G = (V, E) donné. Le problème de départ est le suivant :
étant donné une suite λ1 ≤ · · · ≤ λn et un des 3 ensembles

précédents notés de façon générique ZG, existe-t-il A ∈ ZG dont le

spectre soit la suite précédente ?

Je vais commenter ce programme :
1) Tel quel le problème est mal posé (ou trop difficile), car non monotone

par rapport à la complexité du graphe : la réponse est triviale pour un
graphe sans arête, car OG = MG est l’ensemble des matrices diagonales
réelles, tout spectre est alors possible pour un opérateur convenable de OG.

On sait par ailleurs que, si G est connexe et A ∈ OG la première valeur
propre est de multiplicité 1 (Perron-Frobenius).

2) On va insister sur l’aspect ensemble d’opérateurs : ce n’est pas tant
un opérateur isolé qui va nous intéresser, mais la position relative de ZG et
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d’une variété W donnée par des conditions spectrales, par exemple λ2 = λ3.
Cela permet d’introduire des idées de transversalité et donc de gagner une
monotonie : tout ce qu’on peut faire avec un graphe G doit pouvoir être fait
avec tout graphe G′ plus complexe que G. On peut aussi rapprocher cela
de la théorie des discriminants (Arnold, Vassiliev), qui consiste à regarder
les objets singuliers de l’ensemble considéré, ici l’ensemble des opérateurs
dont au moins une valeur propre est multiple.

3) Les arguments de transversalité permettent ainsi de construire des
nouveaux invariants des graphes qui sont reliés à la théorie classique des
graphes : plongements dans les surfaces, arbres, mineurs.

4) Un argument simple permet de montrer que toute suite λ1 < · · · < λn

de n nombres distincts est le spectre d’un A ∈ OG :
on considère les applications

Φε : {u1 < u2 < · · · < un} → λ1(ε) < · · · < λn(ε)

où les λi(ε) sont les valeurs propres (simples pour ε > 0 petit) de la forme
quadratique

qε,u =
∑

uix
2
i + ε

∑

{i,j}∈E

(xi − xj)
2 .

Pour ε = 0, Φε = Id et donc l’application du théorème des fonctions im-
plicites donne le résultat.

Le problème se concentre donc sur les multiplicités.
On notera Wl,k la sous-variété de S(H) formée des opérateurs A dont le

spectre vérifie :

· · · ≤ λk−1 < λk = · · · = λk+l−1 < λk+l ≤ · · · .

On note Wl = ∪kWl,k.
On note aussi mZ

k (G) le plus grand l tel que ZG ∩ Wl,k 6= ∅.
Par exemple mO

1 (G) est le nombre de composantes connexes de G ;
mO

2 (G) est déjà un invariant moins trivial (voir plus loin).

Exemple 1.1 : les chemins.

Soit Pn le chemin à n sommets {1, · · · , n} et les arêtes {i, i + 1}, 1 ≤
i ≤ n − 1. Toutes les valeurs propres d’un opérateur quelconque de MPn

sont simples, car un vecteur propre x est entièrement déterminé par x1.

Exemple 1.2 : les graphes cycliques.

Les sommets de ce graphe Cn sont les éléments de Z/nZ et les arêtes
joignent i à i ± 1 (mod n). On alors, pour tout A ∈ OCn

([21]) :

λ1 < λ2 ≤ λ3 < λ4 ≤ λ5 < · · · .
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Listes de graphes vus plus loin :

Pn, Cn, Kn, En+1, K3,3, S2n−1, Tn(n+1)
2

,

où l’indice désigne le nombre de sommets.
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Figure 1: graphes

2 Stabilité structurelle

2.1 Perturbations des valeurs propres multiples

Soit H un espace euclidien de dimension n et ε → Aε une application
C2 d’un voisinage de 0 à valeurs dans S(H) l’espace des endomorphismes
symétriques de H .
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Soit λ0 une valeur propre de A0 et E0 ⊂ H l’espace propre associé de
dimension l.

Soit I un intervalle fermé de centre λ0 et tel que σ(A0)∩I = {λ0} ; alors
pour ε assez petit, I contient exactement l valeurs propres de Aε (comptées
avec multiplicités) et notées :

λ1(ε) ≤ · · · ≤ λl(ε) .

Soit B = d
dε |ε=0

Aε et qB la forme quadratique sur E0 définie par

qB(x) =< x|B|x > ,

et µ1 ≤ · · · ≤ µl le spectre de qB.
Alors, on a [21] :

∀i tel que 1 ≤ i ≤ l, λi(ε) = λ0 + εµi + O(ε2) .

Soit W λ0
l = {A ∈ S(H) | dim ker(A − λ0) = l}, alors W λ0

l est une sous-
variété de S(H) dont l’espace tangent TA0W

λ0
l est formé des B ∈ S(H) tels

que qB = 0. En particulier, W λ0
l est de codimension l(l+1)

2
.

Notations :
on note aussi W λ0

l = ∪kW
λ0
l,k , où A ∈ W λ0

l,k si λk−1(A) < λk(A) = · · · =

λk+l−1(A) (= λ0) < · · · , et Wl,k = ∪λ0W
λ0

l,k .

Wl,k est de codimension l(l+1)
2

− 1.
Pour l = 2, cette dernière codimension vaut 2 : l’observation que la

condition d’avoir une valeur propre double pour une matrice symétrique
réelle est de codimension 2 remonte aux années 1930 (Wigner-Von Neumann
[41], voir aussi [1], [3]). Donc, si t → At est un chemin générique dans
S(H), il n’y aura de valeurs propres multiples pour At pour aucun t. On
aura typiquement une évolution des valeurs propres faisant apparaitre des
croisements évités.

Soit maintenant Φ : (u, v) → Au,v une famille à 2 paramètres de matrices
symétriques. Supposons que Φ coupe tranversalement W2,k en (u0, v0) ; on
a donc, en notant A0 = Au0,v0, le spectre de A0 qui vérifie

· · · ≤ λk−1 < λk = λk+1 < · · · ,

et le graphe simultané de λk et λk+1 a l’allure d’un cône.
Soit γ un lacet du plan des (u, v) qui entoure (u0, v0) sans entourer

d’autres points (u, v) avec Au,v ∈ W2,k, soit φk(t) un vecteur propre de Aγ(t)

correspondant à la valeur propre simple λk(Aγ(t)) supposé réel et de norme
1 et que l’on peut donc suivre par continuité autour de γ ; lorsqu’on fait un
tour, φk(t) se transforme en −φk(t). Le fibré réel de dimension 1 donné par
l’espace propre ker(Aγ(t) − λk(t)) est donc non trivial (ruban de Möbius).
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Figure 2: point diabolo

Ce fait peut être mise à profit pour détecter des valeurs propres multiples
dans une famille d’opérateurs dépendant de 2 paramètres. Voir [6]. La
transversalité joue un grand rôle ici : sans elle, la monodromie pourrait être
triviale !! C’est cette situation que nous allons généraliser maintenant.

Le cas hermitien complexe peut être traité de façon analogue. Il faut
alors remplacer l(l+1)

2
par l2, la dimension de l’espace des matrices hermiti-

ennes l× l. La variété W2,k est alors de codimension 3 et l’argument avec le
lacet γ doit être remplacé par un argument avec une petite sphère plongée.
Le fibré associé à une valeur propre simple est alors un fibré de rang 1 com-
plexe dont la classe de Chern est 1 si la sphère entoure exactement un point
de W2. Voir [13] .

2.2 Stabilité structurelle des valeurs propres

On est ainsi conduit à donner une définition générale de la stabilité struc-
turelle d’une valeur propre relativement à une variété Z d’opérateurs.

Définition 1 Soit A ∈ Z ⊂ S(H), où Z est une sous-variété. Sup-
posons que A ∈ ZG ∩ Wl,k. On dit que la valeur propre λk de A est
Z−structurellement stable si Wl,k et Z se coupent transversalement en A.
Autrement dit, l’apparition d’une valeur propre de multiplicité l dans Z est
un phénomène stable par perturbation de Z.

On peut tester de façon purement algébrique cette condition de stabilité
si on connait l’espace propre :

si Φ : TAZ → S(E0) (où E0 est l’espace propre de A considéré) est
donnée par

Φ(B)(x) =< x|B|x > ,
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la condition de stabilité structurelle équivaut à la surjectivité de Φ.

2.3 Exemples

Exemple 2.1 Si Z = OG, la première valeur propre λ1 n’est stable que si
elle est de multiplicité 1.

Exemple 2.2 Soit EN l’étoile à N branches, A ∈ OEN
où −A est la ma-

trice d’adjacence. La 2ème valeur propre de A est de multiplicité N − 1 et
n’est stable que si N ≤ 3.

Exemple 2.3 : graphes complets. Il s’agit des graphes Kn dont toute
paire de sommets est connectée par une arête. Si A est le laplacien canon-
ique, la seconde valeur propre est de multiplicité n − 1 et OKn

−stable et
même LKn

−stable.

Exemple 2.4 : graphe de Kuratowski. Il s’agit du graphe noté K3,3

dont l’ensemble des sommets est V1 ∪ V2 (union disjointe), avec |Vi| = 3, et
les 9 arêtes joignent les sommets de V1 à ceux de V2.

Si A = ∆0 est le laplacien canonique, son spectre est

0 < 3 = 3 = · · · = 3 < 6 ,

et la valeur propre 3 de multiplicité 4 est OK3,3−stable.

Exemple 2.5 : cas complexe. Dans le cas hermitien complexe (A ∈
MG), le théorème de Perron-Frobenius ne s’applique pas et on peut regarder
la stabilité de λ1.

Soit d’abord S2n−1 le graphe planaire formé de n−1 triangles recollés en
une chaine tel que chacun a un sommet commmun avec le suivant. Soit A
tel que la forme quadratique associée est

q(x) =
∑

|xi + xj + xk|2 ,

où la somme porte sur les triangles {i, j, k}. On voit facilement que ker A =
q−1(0) est de dimension n et n’est pas MG−stable.

Soit ensuite Tn(n+1)/2 le graphe formé en subdivisant un triangle équilatéral
en petits triangles équilatéraux grâce à une subdivision des côtés du triangle
initial en n − 1 intervalles égaux. Colorions en noir ou en blanc les petits
triangles suivant qu’ils pointent vers le haut ou le bas. La même recette
que précédemment, en sommant sur les triangles noirs, donne lieu à un
fondamental de multiplicité n qui est MG−stable.
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2.4 Les invariants µZ

k
(G)

On définit maintenant une famille d’invariants numériques d’un graphe G
grâce à une version stabilisée de mZ

k (G).

Définition 2 Si ZG est un des 3 ensembles d’opérateurs MG, OG, LG

définis plus haut, on définit
µZ

k (G)

comme le sup des entiers l tels qu’il existe A ∈ ZG avec · · · < λk = · · · =
λk+l−1 < · · · et λk(A) est ZG−stable.

Exemple 2.6 Pour tout G, µO
1 (G) = 1.

Exemple 2.7 µO
2 (Kn) = n − 1.

Exemple 2.8 µM
2 (Tn(n+1)/2) = n.

Exemple 2.9 µO
2 (K3,3) = 4.

Exemple 2.10 µO
2 (E3) = 2 et, pour N ≥ 2, µO

2 (EN ) = 2.

Exemple 2.11 µO
k (Cn) = 1 si k est impair et 2 si k est pair.

3 Mineurs des graphes et limites singulières

d’opérateurs

3.1 Monotonie par mineurs

La propriété principale des invariants introduits précédemment est la mono-
tonie par mineur.

Définition 3 Un graphe G1 = (V1, E1) est dit mineur de G2 = (V2, E2) si
G1 peut être construit à partir de G2 de la façon suivante : si

V2 = ∪α∈BWα

est une partition de V2 en sous-ensembles connexes, V1 est un sous-ensemble
de B et E1 vérifie la condition suivante :

{α, β} ∈ E1 implique qu’il existe i ∈ Wα, j ∈ Wβ tels que {i, j} ∈ E2 .

On peut aussi dire que G1 est un mineur de G2 si on passe de G2 à G1

par une suite finie des opérations élémentaires suivantes : ôter une arête,
contracter une arête, ôter un sommet isolé.

On a alors le :
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Figure 3: mineurs

Théorème 1 Pour chaque ensemble Z = M, O, si G1 est un mineur de
G2 :

µZ
k (G1) ≤ µZ

k (G2) .

Pour montrer ce théorème, il suffit de le montrer dans les cas particuliers
où l’on ôte ou contracte une arête de G1.

Le cas où l’on ôte une arête est simple, car HG1 = HG2 . On utilise alors
la conservation d’une intersection transversale par perturbation C1.

Donnons l’argument plus précis dans le cas de OG. Soit H l’espace de
Hilbert considéré et supposons que l’on a numéroté les sommets de G2 de
façon que G1 s’obtienne en ôtant l’arête {1, 2} de G2. Soit Zε = OG1 +
ε(x1 − x2)

2 (où on a écrit les opérateurs comme des formes quadratiques),
alors Zε ⊂ OG2 pour ε > 0.

On conclut ainsi : si Z0 = OG1 et Wl,λ se coupent transversalement en
A, il en est de même pour Zε et Wl,λ en Aε et donc de OG2 et Wl,λ en Aε.
Il reste à vérifier que le numéro de la valeur propre λ ne change pas.

Le cas où l’on contracte l’arête {1, 2} est plus délicat, car il n’est plus vrai
que HG1 = HG2 ; on a seulement une inclusion HG1 ⊂ HG2 en identifiant
HG1 au sous-espace de CV2 dont les éléments sont les vecteurs x tels que
x1 = x2.
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On doit pour faire marcher l’argument précédent mettre dans une même
variété les opérateurs non partout définis. C’est le but du § suivant. Une
autre difficulté est que la structure hilbertienne du sous-espace de HG2 n’est
pas la structure canonique de HG1 .

Cela empêche de montrer le théorème pour Z = L.
Pour les autres ensembles, on se débrouille par changement de jauge ou

plus simplement par translation par λId qui ramène à la valeur propre 0
indépendamment de la structure hilbertienne considérée.

3.2 Γ−convergence

Soit H un espace euclidien de dimension finie n. Soit A un opérateur
symétrique sur H . On note qA la forme quadratique associée.

Soit Γ(A) = {(x, Ax) | x ∈ H} ⊂ H ⊕ H le graphe de A.
Soit Y ⊂ H un sous-espace euclidien de H et B : Y → Y un opérateur

symétrique sur Y , on dira que le couple (Y, B) est un opérateur non borné
sur H si Y 6= H . On étend la définition du graphe aux opérateurs non
bornés de la façon suivante.

Γ(Y, B) = {(y, z) ∈ Y ⊕ H | ∀w ∈ Y, < z|w >=< By|w > } .

Comme cas particulier, Γ(A) = Γ(H, A). Il est clair que Γ(Y, B) est toujours
un sous-espace de dimension n de H ⊕ H .

Soit ω la forme symplectique définie par

ω((x, y), (x′, y′)) =< y′|x > − < x′|y > .

Un sous-espace de H ⊕ H de dimension n, qui est isotrope pour la forme
symplectique ω est dit lagrangien.

On vérifie que tout sous-espace lagrangien est le graphe d’un unique
opérateur symétrique, borné ou non, et que réciproquement tout graphe
Γ(Y, B) est lagrangien. L’ensemble des opérateurs symétriques avec do-
maine sur H est ainsi une compactification ΛH de l’espace S(H) des endo-
morphismes symétriques de H en une variété compacte de classe C∞.

On dira que (Y, B) est inversible si σ(Γ(Y, B)), où σ(x, y) = (y, x), est
le graphe d’une application de H dans Y ⊂ H .

Pour λ ∈ C, on définit
(Y, λI − B)

par son graphe

Γ(Y, λI − B) = {(y, λy − ξ) , (y, ξ) ∈ Γ(Y, B)} .

Ceci définit du même coup les deux notions de résolvante (inverse de λI−B)
et de spectre (valeurs singulières de λ). Ainsi le spectre de (Y, B) est réunion
du spectre de B et de la valeur propre ∞ répétée (n − dim Y ) fois.
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Remarque : seul un ordre cyclique sur les valeurs propres est pertinent ;
on ne peut pas distinguer −∞ de +∞ sans perdre la continuité du spectre.
Si A décrit un lacet de ΛH les valeurs propres font collectivement un nombre
de tours égal à l’indice de Maslov du chemin ([4]).

Définition 4 On dira qu’une famille Aε, ε > 0 d’opérateurs symétriques
sur H Γ−converge vers (Y, B) si Γ(Aε) converge vers Γ(Y, B) quand ε → 0
au sens de la topologie naturelle de la grassmannienne des sous-espaces de
dimension n de H ⊕ H.

On note
Aε

Γ−→ (Y, B) .

Le résultat suivant étend au cadre de la Γ−convergence les résultats clas-
siques de Kato [32] sur la convergence des spectres de formes quadratiques.

Théorème 2 Supposons Aε
Γ−→ (Y, B) . Soient

λ1(ε) ≤ · · · ≤ λn(ε)

les valeurs propres de Aε. Alors le spectre de Aε converge vers celui de
(Y, B) au sens de la topologie de P 1(R) = R ∪∞.

L’existence de Γ−limites n’est pas exceptionnelle.

Proposition 1 Soient Ai : X → X des applications linéaires symétriques,
α1 < · · · < αN et, pour ε > 0 :

Aε =

N
∑

i=1

Aiε
αi .

Soit Z la grassmannienne des sous-espaces lagrangiens de dimension n de
X ⊕ X et Cε ∈ Z le graphe de Aε.

Alors l’application ε → Cε de R
+ \ 0 dans Z se prolonge par continuité

en ε = 0.
De plus, si les αi sont entiers, le prolongement est analytique réel.

La Γ−convergence étant assurée dans de nombreux cas d’intérêt pra-
tique, on cherchera à caractériser une Γ−limite (Y, B) en décrivant le do-
maine Y et les coefficients de la matrice B.

Dans toute la suite, les opérateurs symétriques sont toujours supposés
positifs.

Définition 5 On note xε
s−→ x0 si xε converge vers x0 avec Qε(xε) = O(1).
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Lemme 1 Si Aε
Γ−→ (Y, B), x0 ∈ Y ssi il existe xε tel que xε

s−→ x0.

Lemme 2 Soit Yε un sous-espace vectoriel de dimension p de X tel que Yε

tend vers Y et que, pour ε 6= 0, la norme de la restriction de Aε à Yε est
bornée.

Soit φε un isomorphisme de Y dans Yε tel que pour tout y ∈ Y , lorsque
ε → 0, φε(y) tend vers y et

Qε(y) =< φε(y)|Aε|φε(y) > .

Alors Qε admet une limite Q0 comme forme quadratique sur Y et si B est
l’opérateur associé, on a :

Aε
Γ−→ (Y, B) .

Remarquons que l’hypothèse que la norme de la restriction de Aε est
bornée entrâıne que φε(y)

s−→ y. Une version pratique de ce lemme est la
suivante : soit (yi) une base de Y et yi,ε convergents vers yi avec Aεyi,ε =
O(1), alors la matrice de bi,j =< yi|B|yj > de B est donnée par :

bi,j = lim < yi,ε|Aε|yj,ε > .

Attention : il ne faut pas prendre pour définition de Qε

Qε(y) =< y|Aε|y > ,

qui pourrait ne pas avoir de limite ou une limite incorrecte !

Exemple 3.1 : contraction d’une arête.

Soit qε(x) = Q(x) + 1
ε
(x1 − x2)

2 . Lorsque ε → 0, qε
Γ−→ (Y, B) où

Y = {x1 = x2} et qB est la restriction de Q à Y .
Cet exemple permet de traiter la contraction d’une arête comme le cas

où l’on ôte une arête.

Exemple 3.2 : transformations étoile-triangle.

Voir [5] pour ce qui suit.
Plaçons-nous sur H = R4, avec la forme quadratique

Qε(x) =< x|Aε|x >=

3
∑

i=1

(xi −
x0

ε
)2 .

Prenons p = 3 et Yε = {y0 = (ε/3)(y1 + y2 + y3)}. Alors Q0(y) =

1

3

3
∑

i=1

(yi − yi+1)
2 et non

3
∑

i=1

y2
i .

On dit que G′ s’obtient de G par une transformation étoile-triangle si on
remplace un sommet 0 de degré 3 de G et les arêtes {0, i}, 1 ≤ i ≤ 3, qui
s’y accrochent par le triangle (1, 2, 3).

OG′ est alors une strate de l’adhérence de OG dans ΛHG
.

13
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Figure 4: transformation étoile-triangle

Exemple 3.3 : recuit simulé.

Une présentation détaillée de cet exemple est donnée dans [12].
Soit G = (V, E) un graphe connexe fini et H : V → N une fonction

(énergie). On suppose V0 6= ∅. On suppose aussi que, si {i, j} ∈ E, |H(i)−
H(j)| ≤ 1.

Soit T > 0 et ε = e−
1

2T . On considère la mesure de probabilité de Gibbs

πT sur V , à température T donnée par pi = 1
Z
e−

H(i)
T . Lorsque T → 0+ cette

mesure de probabilité converge vers la probabilité uniforme sur l’ensemble
V0 des minimas absolus de H .

On peut donc espérer trouver ces minimas en simulant un processus de
Markov ayant πT comme mesure d’équilibre et en faisant tendre T vers 0 à
une vitesse judicieusement choisie : c’est le principe de base de l’algorithme
dit de recuit simulé.

On définit le processus de Markov par un opérateur ΛT défini par

(ΛTx)i =
∑

j∼i

λi,j(xi − xj) ,

avec λi,j = 0 si {i, j} /∈ E et :

λi,j =

{

1, si H(j) ≤ H(i) ;

e−
H(j)−H(i)

T , si H(j) > H(i) .
(1)

L’opérateur ΛT est symétrique sur l2(V, πT ). Posant yi =
√

pixi, on
obtient un opérateur de OG noté Aε, unitairement équivalent à ΛT , associé
à la forme quadratique

Qε(x) =
∑

{i,j}∈E, H(i)<H(j)

(εH(j)−H(i)xi − xj)
2 +

∑

{i,j}∈E, H(i)=H(j)

(xi − xj)
2 .

On note
λ1(ε) = 0 < λ2(ε) ≤ · · · ≤ λn(ε) ,
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les valeurs propres de Λε (et donc de Aε).
On souhaite donner une description précise du comportement asympto-

tique des λi(ε) lorsque ε tend vers 0, et en particulier du gap g(ε) = λ2(ε).
On a une filtration

· · · ⊂ Hl ⊂ · · · ⊂ H0 = R
V

où Hl est l’espace engendré par les fonctions propres de valeurs propres
O(ε2l).

Le but est de décrire cette filtration et l’asymptotique des valeurs propres
associées. L’existence de la filtration résulte de Kato et du fait que Qε ≥ 0
est isospectral à Q−ε: en effet si U : H0 → H0 est l’opérateur unitaire qui
consiste à changer xi en −xi lorsque H(i) est impair, on a : Qε(Ux) =
Q−ε(x).

ε−2lQε admet une Γ−limite Rl = (Hl, Sl) qui s’identifie à un élément de
OGl

que l’on va décrire.
Décrivons maintenant les graphes Gl et les espaces Hl (les domaines) par

récurrence sur l :

��
��
��
��

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

��
��
��

��
��
��

�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

H = H1

H2

i

H(i)

1

0

2

3

12102

λ1 = 0 < λ2 ∼ ε6 < λ3 ∼ ε2 < λ4 ∼ 1 ≤ · · · ≤ λ12

V3V2V1

V0 = V

Figure 5: les graphes Gl

(i) G1 = (V1, E1) est ainsi défini: i ∈ V sera dit minimum local de H s’il
existe A ⊂ V connexe, i ∈ A tel que H est constante sur A et vaut H(i)+1
sur les voisins d’un sommet de A qui ne sont pas dans A. L’ensemble des
ces parties connexes A est l’ensemble V1. Si α ∈ V1, on note Aα ⊂ V la
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composante connexe du minimum local correspondante : les A s’appelle
puits d’ordre 1.

H1 est l’espace des fonctions constantes sur les A ∈ V1 et nulles ailleurs.
Sa dimension est bien sûr #V1.

(ii) On remplace alors H = H1 par H + 1 sur chacune de ces parties de
V1, on obtient une énergie H2 et on construit ainsi un ensemble de parties
V2 en considérant de même les minimas locaux de H2 ; les sommets d’une
composante d’un minima de H2 s’appellent puits d’ordre 2 ; 2 éléments
A, B de V1 (éventuellement confondues) sont connectés par une arête de G1

s’ils sont contenus dans un même puits C de V2 : le graphe Gl est donc un
graphe avec des boucles.

Et on itère la construction :
(ii) on remplace H2 par H2 + 1 sur les ensembles de V2, etc...
Soit Ql = limε→0 ε−2lQε, alors Ql s’identifie naturellement à un opérateur

de type Schrödinger sur Gl avec un potentiel ≥ 0 nul seulement aux sommets
qui ont des boucles.

De ceci, on peut calculer le nombre de valeurs propres qui sont O(ε2l) qui
est donné par le nombre de sommets de Gl, i.e. le nombre de puits d’ordre
l.

En fait les formes Ql sont déterminées entièrement en restreignant Qε à
un sous-graphe de G : celui formé des sommets des A ∈ Vl et des sommets
inondés si on augmente Hl de η, η > 0 petit sur les A ∈ Vl.

Tout ceci détermine l’ordre de grandeur du gap :

g(ε) = Cε2k(1 + O(ε2)) ,

où k est la hauteur du col le plus haut ; un col est un chemin γ entre
2 minimas locaux a et b dont l’altitude maximale h = supx∈γ H(x) est
minimale parmi tous les chemins qui joignent ces 2 minimas. La hauteur
de ce col est

H(a, b) = inf(h − H(a), h − H(b)) .

k est aussi le sup des l tels qu’il existe au moins 2 puits d’ordre l (= 0 s’il
n’existe qu’un minimum local).

Cette description n’est pas nouvelle. On la déduit classiquement de la
théorie de Freidlin et Wentzell ([27]).

Exemple 3.4 : limites croissantes.

Dans le cas particulier d’une suite croissante de formes quadratiques
positives, la notion de Γ−limite se ramène à celle de limite simple.

Proposition 2 Soit An une suite croissante de formes quadratiques posi-
tives définies sur X et qn(x) =< x|An|x > la suite croissante des formes
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quadratiques associées. Soit

q∞ : X → R ∪ +∞

la limite simple des qn, et

Y = {x ∈ X | q∞(x) < ∞} .

Soit (Y, B) la forme quadratique avec domaine associée (si y ∈ Y , q∞(y) =<
y|B|y >). Alors

An
Γ−→ (Y, B) .

On en déduit en particulier le :

Théorème 3 L’adhérence dans ΛHG
de l’ensemble LG est la réunion des

LG′ pour G′ mineur de G (attention la structure euclidienne sur les RV ′

n’est pas la structure canonique).

Cette proposition est en particulier utilisée dans [19] et [10] pour montrer
que la réponse d’un réseau électrique varie continument lorsque le réseau
dégénère.

Exemple 3.5 : réseaux électriques.

Un réseau électrique est un quadruplet R = (V0, V1, E, ρ) où V0 et V1

sont 2 ensembles finis disjoints, G = (V = V0 ∪ V1, E) est un graphe fini et
ρ = (ρi,j) ∈ (R+ \ 0)E est l’ensemble des conductances des arêtes. V0 est
l’ensemble des sommets terminaux, V1 l’ensemble des sommets intérieurs.
L’énergie électrique d’un potentiel u ∈ R

V est donnée par

e(u) =
1

2
(

∑

{i,j}∈E

ρi,j(ui − uj)
2) .

Un potentiel d’équilibre de R est un élément de u = (ui) ∈ RV tel que,
pour tout i ∈ V1,

∑

{i,j}∈E

ρi,j(ui − uj) = 0 .

Les réponses de R sont les couples (u0, w0) ∈ RV0 ⊕ (RV0)⋆, où u0 est la
restriction d’un potentiel d’équilibre u à V0 et (w0)i =

∑

{i,j}∈E ρi,j(ui−uj).

On note Φ(R) l’ensemble des réponses de R.
Si Le ⊂ RV ⊕ (RV )⋆ est le graphe de la différentielle de e, l’ensemble des

réponses est obtenue de Le par réduction symplectique et donc Φ(R) est un
sous-espace lagrangien de RV0 ⊕ (RV0)⋆.

Soit maintenant ρ ∈ [0, +∞]. A ce ρ, on associe un nouveau réseau
électrique (G′, ρ′) dont le graphe G′ sous-jacent est le mineur de G obtenu
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en contractant les arêtes telles que ρi,j = ∞ et en ôtant celles telles que
ρi,j = 0. ρ′ est défini à partir de e par restriction à RV ′ ⊂ RV .

On montre ([19]) que l’application Φ s’étend continument comme appli-
cation de [0,∞]V dans la grassmannienne lagrangienne de RV0 ⊕ (RV0)⋆.

Exemple 3.6 : limites d’éléments de OG.

Le théorème suivant montre que toute Γ− limite d’éléments de OG est
de façon naturelle élément d’un OG′, où G′ est un mineur généralisé de G.
On notera G′ << G cette relation d’ordre.
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Figure 6: G et G′

Théorème 4 Soit Aε ∈ OG. Supposons que Aε
Γ−→ (Y, B) avec p = dim Y .

Description de Y :
il existe une partition (définie par Aε)

V = W0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vp ,

où les Vi, i ≥ 1 sont connexes, telle que si Fi = {y ∈ Y t.q. Supp(y) ⊂ Vi},
les Fi, i ≥ 1 sont de dimension 1 et Y = ⊕p

i=1Fi.
Chaque Fi est engendré par une fonction ϕi ≥ 0 de norme 1. Ces φi

forment donc une base orthonormée de Y .
Description de B :
la matrice (bi,j) de B dans la base des φi est un élément de OG0 où

V (G0) = {1, · · · , p} et, si {i, j} ∈ E(G0), il existe un chemin γ de G qui
joint Vi à Vj sans rencontrer les autres Vl.

On a donc les inclusions :

∪G′<GOG′ ⊂ ŌG ⊂ ∪G”<<GOG” .
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3.3 Stabilité structurelle pour les opérateurs non bornés

On se ramène au cas où λ0 = 0. L’adhérence dans ΛH de W 0
l est une sous-

variété lisse. En effet, si L = H ⊕ 0, A ∈ W 0
l si et seulement si Γ(A) ∩ L

est de dimension l. L’adhérence de W 0
l est donc l’ensemble des espaces

lagrangiens définis par cette condition de dimension. C’est une sous-variété
lisse de ΛH .

Pour l’étude de ces variétés et de la stratification correspondante, voir
[2].

On peut ainsi étendre aux opérateurs non bornés la théorie de Kato et
la notion de stabilité structurelle.

4 Plongements de graphes dans les surfaces

4.1 Le théorème de Cheng et sa réciproque

Dans [7], Cheng a prouvé le résultat suivant :

Théorème 5 Si A = ∆g +V est un opérateur de Schrödinger sur S2 munis
d’une métrique riemannienne g, la multiplicité de λ2(A) est inférieure ou
égale à 3 ; cette borne est optimale (cas V = 0 et g = gcan).

Les ingrédients de la preuve sont le théorème de Jordan et le théorème
de Courant sur les domaines nodaux. La preuve s’appuie sur la structure
locale des lignes nodales des fonctions propres.

Voici une esquisse de la preuve du théorème de Cheng : soit A un
opérateur de Schrödinger sur S2 tel que, si F = ker(A−λ2(A)), dim F ≥ 4.

Soit x0 ∈ S2, par un argument d’algèbre linéaire, il existe ϕ ∈ F \ 0 telle
que

ϕ(x0) = 0, ∇ϕ(x0) = 0 .

Soit C = ϕ−1(0). On montre que C est un graphe plongé dans S2

dont tous les sommets sont de degré pair (les branches issues d’un sommet
s forment un système équiangulaire dont le degré est 2p si p est l’ordre
d’annulation de ϕ en s). La formule d’Euler montre alors que le nombre de
composantes connexes de S2 \ C est ≥ 3 dès que C a au moins un sommet
de degré ≥ 4 ce qui est le cas pour le ϕ choisi.

Il reste à appliquer le théorème de Courant sur les ensembles nodaux qui
affirme que, si ϕ ∈ ker(A − λk(A)) où A est un opérateur de Schrödinger
sur une variété quelconque X, alors le nombre de composantes connexes de
X \ ϕ−1(0) est ≤ k, ici 2.

L’extension du théorème de Courant au cas des graphes ne marche pas
en toute généralité, mais H. van der Holst a remarqué qu’il s’applique pour
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ϕ ∈ ker(A − λ2(A)) = F , avec A ∈ OG, pourvu que le support de ϕ soit
minimal dans F \ 0.

Ce théorème a été généralisé aux graphes par Hein van der Holst ([38]
et [39]) en le

Théorème 6 Si G est le 1-squelette d’une triangulation de S2 et A ∈ OG,
la multiplicité de λ2(A) est au plus 3. Cette borne est optimale et atteinte
pour la laplacien canonique de K4.

Utilisant le fait que tout graphe planaire est mineur du 1-squelette d’une
triangulation de S2, on en déduit que, si G est planaire, µO

2 (G) ≤ 3.
En fait, en utilisant la théorème de Kuratowski qui caractérise les graphes

non planaires comme ceux dont K5 ou K3,3 est mineur, on montre ([18]) le :

Théorème 7 Un graphe G est planaire si et seulement si :

µO
2 (G) ≤ 3 .

4.2 Extension aux autres surfaces : Cheng, Besson,

Nadirashvili, Sévennec

Des majorations de la multiplicité de la seconde valeur propre d’opérateurs
de Schrödinger sur les surfaces ont été obtenues ensuite (voir par exemple
[37]) ; par exemple, si S est orientable, la borne optimale est 6 pour le tore ;
la borne prouvée est 4g en général, mais on ne sait pas si elle est optimale.

4.3 Les graphes ayant un plongement non-noué et le

résultat de Lovász-Schrijver

Une généralisation intéressante de la classe des graphes planaires est la classe
des graphes G admettant un plongement non noué dans R3, i.e. tel que 2
circuits disjoints quelconques de G ne soient pas entrelacés comme lacets de
R3. L’exemple le plus simple est K5 qui n’est pas planaire, mais n’admet
aucune paire de circuits disjoints.

L’analogue du théorème de Kuratowski est que ces graphes admettent
une caractérisation par mineurs exclus : les graphes exclus étant les trans-
formés par étoile-triangle de K6. On montre dans [5] que µO

2 (G) = 5 pour
ces graphes et Lovász et Schrijver [31] ont réussi à montrer le joli :

Théorème 8 µO
2 (G) ≤ 4 si et seulement si G admet un plongement non-

noué dans R3.
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5 Largeur d’arbre

Pour tout ce §, voir [23].
Les invariants µM

k (G) ne sont pas reliés aux propriétés topologiques des
graphes. On peut s’en douter par analogie avec le cas continu : l’opérateur
de Schrödinger avec champ magnétique constant Bdx ∧ dy, B > 0, dans le
plan R2,

H = (
1

i
∂x − By)2 + (

1

i
∂y)

2

admet un spectre discret

B < 3B < 5B < · · ·

où chaque valeur propre est de multiplicité infinie (ces valeurs propres sont
appellées niveaux de Landau en physique). Les graphes importants à con-
sidérer ici sont les arbres !

5.1 Transformations de jauge

Soit G = (V, E) un graphe et D = (εi)i∈V une matrice diagonale unitaire.
Si A = (ai,j) ∈ MG, il en est de même pour AD = D−1AD et σ(AD) = σ(A).
On a :

(aD)i,j = ε−1
i εjai,j .

Si γ = (i1, i2, · · · , ik) (∀m tel que 1 ≤ m ≤ k, {im, im+1} ∈ E), le
produit

h(A, γ) = (−1)kai1,i2 · · ·aik,i1

vérifie :
h(AD, γ) = h(A, γ) .

De plus, on a, bien sûr, h(A, γ) > 0 si A ∈ OG et la réciproque est vraie
quitte à faire un changement de jauge.

Si T = (V, E) est un arbre, il n’admet pas de circuit non triviaux et,
pour tout A ∈ MT , on peut trouver D tel que AD ∈ OT .

On en déduit, par application du théorème de Perron-Frobenius, que

mM
1 (T ) = 1 .

5.2 Les µM

k
(T )

Les arguments suivants sont détaillés dans [23].
On a besoin des lemmes suivants :
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Lemme 3 Si G = (V, E) est connexe et {1, 2} ∈ E est telle que G′ =
(V, E \ {1, 2}) n’est pas connexe, si A ∈ MG et F = ker A, si r : F → C2

est définie par r(x) = (x1, x2), l’image de r est de dimension ≤ 1.

Preuve.–

Soit V1 la composante connexe dans G′ du sommet 1 et pour
tout x ∈ F soit x′ la restriction à V1 étendue par 0. On calcule
explicitement le membre de droite de l’égalité :

0 =< Ax′|y′ > − < x′|Ay′ > ,

en fonctions des valeurs de x et y en 1 et 2.
On trouve :

0 = a1,2(x2ȳ1 − x1ȳ2) ,

d’où la conclusion.

�

Lemme 4 Soit T un arbre dont les sommets sont de degré ≤ 3 et pour
{i, j} ∈ E(T ), T ′ et T” les 2 arbres obtenus en ôtant l’arête {i, j}. On
note F ′ et F” les restrictions à V ′ et V ” de ker r. Si dim F > 2, il existe
{i, j} ∈ E(T ) telle que F ′ 6= 0 et F” 6= 0.

On en déduit la :

Proposition 3 Si T est un arbre dont tous les sommets sont de degré ≤ 3,

∀k, µM
k (T ) ≤ 2 .

Preuve.–

Soit x′ ∈ F ′ \ 0 et x” ∈ F” \ 0, si on prend ces 2 vecteurs nor-
malisés comme premiers vecteurs d’une base de F , on contredit
la transversalité : ∀B ∈ TAMG, qB(x′, x”) = 0.

�

Du fait que tout arbre est mineur d’un arbre dont les sommets sont de
degré ≤ 3, on déduit le

Théorème 9 Pour tout arbre T ,

∀k, µM
k (T ) ≤ 2 .
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5.3 Largeur d’arbre

Définition 6 Soit G un graphe fini, on définit la largeur d’arbre de G,
notée la(G) comme le inf des entiers k tel que G est mineur d’un graphe
T × K avec |V (K)| = k.

On peut alors montrer, à l’aide d’une version vectorielle des arguments
précédents, le :

Théorème 10 Pour tout graphe G, on a :

µM
1 (G) ≤ la(G) ,

et, ∀k, :
µM

k (G) ≤ 2la(G) .

On peut aussi montrer que µM
1 (G) = 1 si et seulement si G est une forêt.

H. van der Holst ([40]) a trouvé une caractérisation des graphes G tels que
µM

1 (G) ≤ 2 (ce sont exactement ceux tels que la(G) ≤ 2) et de ceux tels
que µM

1 (G) ≤ 3.

5.4 Fonctions holomorphes discrètes

Les majorations précédentes sont optimales, même dans le cadre des des
graphes planaires : on a

µM
1 (Tn(n+1)

2

) = n = la(Tn(n+1)
2

) .

En fait, la majoration de la largeur d’arbre par n est simple et la mino-
ration résulte du théorème précédent.

On peut donner une version géométrique d’un opérateur A dont le fon-
damental est de mutiplicité n et M−stable au moyen des fonctions holo-
morphes discrètes.

On prend comme forme hermitienne sur CV

qA(x) =
∑

|(xk − xi) − ω(xj − xi)|2 ,

où la somme porte sur les triangles noirs (i, j, k) orientés et ω = ei π
3 .

Le noyau de A corespond à une notion de fonction holomorphe de G dans
C. L’image de chaque triangle noir par un x ∈ ker A prolongé affinement
est un triangle équilatéral direct.
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6 Problèmes

6.1 Nombres chromatiques

Le nombre chromatique χ(G) du graphe G est le nombre minimum de
couleurs nécessaires pour colorier les sommets d’un graphe de façon que
2 sommets voisins quelconques soient de couleurs différentes.

Le nombre chromatique χ(S) d’une surface compacte S est le sup des
nombres chromatiques des graphes plongés dans S. Lorsque S n’est pas une
sphère, ce nombre est donné par le sup des n tels que Kn se plonge dans S
(cf [34]). Pour la sphère, le théorème des 4 couleurs affirme que χ(S2) = 4.

Un des problèmes les plus excitants est de relier nos invariants µZ
k (G)

aux nombres chromatiques. Une conjecture possible est la suivante :
Conjecture ([17]) : pour tout graphe G, on a :

χ(G) ≤ µO
2 (G) + 1 .

Cette conjecture qui implique le théorème des 4 couleurs est plus faible
que la conjecture classique de Hadwiger qui dit que, si χ(G) = l, Kl est un
mineur de G.

6.2 Majoration optimale en terme du genre

Il résulte des travaux de Cheng, Besson, Nadirashvili et Sévennec que, pour
une surface orientable compacte de genre g, on a pour g ≥ 2 :

χ(S) − 1 = E[
5

2
+

√

12g +
1

4
] ≤ µO

2 (S) ≤ mO
2 (S) ≤ 4g ,

alors que pour g = 0 et g = 1, on a µO
2 (S) = mO

2 (S) = χ(S) − 1.
Peut-on améliorer ces inégalités ?

6.3 Stabilisation de A. Schrijver

Soit νZ
k (G) = infG≤G′ mZ

k (G′). On a bien sûr νZ
k (G) ≥ µZ

k (G).
A-t-on égalité ?

6.4 Perron-Frobenius quantitatif

Peut-on majorer la multiplicité de la première valeur propre λ1(A) pour
A ∈ MG en fonction des arguments des holonomies h(A, γ) pour les cycles
de G ?

On peut trouver un analogue continu, le théorème de Aharonov-Casher,
voir [25] p. 125-129.
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planaires II. Comment. Math. Helvetici, 71:144-167, 1996.

[11] Y. Colin de Verdière et A. Marin. Triangulations presque equilatérales
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[22] Y. Colin de Verdière. Théorèmes de Courant et de Cheng combina-
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