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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1996-1997 (115-125)

LES EQUATIONS DE MAXWELL *

Yves COLIN DE VERDIERE

A la mémoire de Hubert Pesce

Dans cet exposé, on présente les équations de Maxwell dans le formalisme des
formes différentielles.

Sous forme simplifiée, ces équations sont:
dF =0,d"F = «,

oit F = B+ E A dt est une 2-forme sur I'espace-temps construite & partir des champs ma-
gnétiques B et électriques E, d” est]’adjoint formel de d pour une métrique lorentzienne
fabriquée a partir des constantes électriques et magnétiques du milieu (g et ug) et o est
une 1-forme calculable a partir de 1a densité de charge électrique et du courant.

Ces équations admettent une formulation variationnelle donnée par un lagran-
gien dont on peut aussi déduire I'invariance lorentzienne.

Le théoreme de Noether construit une 3-forme fermée a partir de tout champ de
vecteurs de R? qui préserve le lagrangien. Il donne accés a des quantités conservées.

Les équations de Maxwell peuvent se lire comme des équations de Yang-Mills
pour le groupe commutatif U (1). On discute, en relation avec ce point de vue théorie de
jauge, I'effet Bohm-Aharonov et les monopoles magnétiques.

On ne discute pas en détail les idées physiques qui ont conduit a ces équations: la
reconnaissance d'une interaction électricité-magnétisme remonte au début du XIX éme
siecle (Oersted, Ampére vers 1820).

La formulation théorique des équations de Maxwell dans les années 1870 a été

Classification math. : 53C05, 58A14, 78A25
* Séminaire quantique de I'Institut Fourier, les 18 et 25 mars 1997.
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suivie de la mise en évidence expérimentale en 1887 des ondes électromagnétiques par
Hertz.

Ces travaux annoncent bien sir la relativité restreinte et méme générale du début
du XX éme siecle.

1. électrostatique et magnétostatique

On considere ici des phénomeénes indépendants du temps. On est dans R3 eucli-
dien ou plus généralement dans une variété riemannienne orientée de dimension 3. On
utilise I'opérateur » de Hodge de cette métrique (voir § 2).

Le champ électrique est donné par une 1-forme fermée E. La force exercée par le
champ E sur une particule chargée de charge gest F = gE.Onaa:

dE =90.

Donc, sous quelques hypothéses topologiques, E = —dV.
Puis le déplacement diélectrique est une 2-forme D telle que:
dD =4mpdx Ady A dz, D= xgE,

ol & est la constante diélectrique du milieu et p la densité de charge électrique. On en
déduit AV = = ‘i—:p.

De méme, le champ magnétique est une 2-forme B telle que dB = 0 et donc,
modulo une condition topologique, B = dA ou A est le potentiel magnétique. La force
agissant sur une particule de charge g et de vitesse v est donnée par ((qv)B (une force
est une 1-forme, penser au travail ou a la formulation hamiltonienne).

L'excitation magnétique H est une 1-forme donnée par
B=py~H,
ol1 up est la perméabilité magnétique. Si J le courant est une 2-forme, on alaloi d’Ampére
dH =4m] .
Il y a en fait une interaction découverte au début du XIXeme siécle entre électri-
cité et magnétisme.

Oersted a découvert accidentellement qu'un courant électrique fait bouger I'ai-
guille d'une boussole.

Ampere a découvert les formulations mathématiques de ces interactions. Si S est
un morceau de surface orientée de bord y, soit B(¢) un champ magnétique dépendant
du temps, il crée un courant dans y associé au potentiel — fy dE ou

d
- B=—/E.
dt Jg y
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En appliquant Stokes,
oB
— +d;E=0,
/s ot
qui équivauta:
0B
—+dE=0,
ar

qui est une conséquence des équations de Maxwell.

2. Opérateur » de Hodge

Soit M une variété orientée de dimension n et g un métrique pseudo-
riemannienne que I'on étend a tous les tenseurs, on définit alors un opérateur * (de
Hodge) qui est un isomorphisme des k—formes différentielles sur les (n — k)—formes
différentielles, par I'identité :

anB=glxa Blwg,

ol wy est la forme volume associée a g et a I'orientation. Plus précisément wg vaut 1
sur toute base (e, - - - , e,) telle que gle;,ej) = 0sii # j, gle;, ) =1,1< i< pet
g(ejvej) = _11 14 < j < n.

= est une isométrie des k—formes sur les (n — k)—formes.

Dans le cas riemannien compact, » induit la dualité de Poincaré sur les formes
harmoniques.

Dans le cas riemannien, on a 2 = (—1)¥"~%_Dans le cas de la relativité (n = 4),
etde k = 2,ona: »? = —1. Cela munit A? d’une structure complexe. C'est 'analogue du
cas riemannien de dimension 2 pour les 1-formes.

Sig=c?dt? - dx* - dy* - dz?,

1
»dx A dy=cdz A dt, *dx/\dt=—zdy/\dz.---.

On peut ainsi construire 'adjoint formel de d par: d* = (=1)4(®*1 +~1 g,

En effet,ona:

/g(dalB)wo=/g(*da| * B)wo=/d0(/\ *B =

(—1)dte /cx Adx B = (~1)H /8(0‘| +"hd « .

Contrairement a ce que l’on voit dans certaines références classiques, 'adjoint d*
de d est défini méme si la variété n'est pas orientable. Il n’est alors donné que localement
au moyen de I'opérateur =, mais si on change d’orientation cela ne change rien, car » et
donc » 1 sont changés en leurs opposés. On pourra donc écrire les équations de Maxwell
dans un espace-temps non-orientable si on a envie !!
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3. Les équations de Maxwell

On construit 4 partir de B et E une 2-forme dans R*:
F=B+EAAd:

et une 2-forme:
G=D-H~Ad:.
On vérifie que si on prend g = c?dt? — dx? — dy? — dz? avec ¢? = ﬁ alors:

£
G=——0*F.
Ho

Les équations de Maxwell s’écrivent alors en définissant la 3-forme j par:
j=pdxndyndz-]nAdt
dF =0, d*F=:4n&j.
€0
On peut remplacer la 2éme équation par:

d'F = +4m™ « j-
&o

Si on écrit dans le vide,
(d*d+dd*)F = +(Ay — P?)F =0

cela montre que chaque composante de F satisfait I'équation des ondes avec vitesse c:
les ondes électromagnétiques se propagent a une vitesse inférieure a c.

Casou j=0:

Si F(x, t) est une solution de dF = 0, d*F = 0, = F aussi, on peut donc cher-
cher des solutions propres pour =, ie telles que rF = [F. Lanalogue pour Yang-Mills
(en riemannien) sera la notion de solution autoduale ou anti-autoduale. Pour de tels F,
Maxwell se réduit a:

*F =iF, dF =0.

Toute solution s’écrit R F avec un F de ce type.

Dans le cas de R* lorentzien, il y a des solutions complexes particuliéres qui en-
gendrent les autres par Fourier : si on cherche une onde plane de la forme::

F(x, t) = H)ei(kX|—wl) ,
avecly=By+ EyAndtetk > 0,w > 0, ontrouve:

xRy =iF, (kdx; — wdt) AFj=0.
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Cela se résoud avec:
kc=w, By = bdxy A (dxs — idxy), Ey = cb(dxy — idx3) .

En prenant la partie réelle de K, on trouve 'onde électromagnétique décrite dans les
livres de physique des lycées !!

Dans le cas courbe, on peut considérer la limite de I'optique géométrique (gran-
des fréquences) et on trouve des analogues des ondes planes associé a des sous-variétés
lagrangiennes de T *R* contenues dans g* (£) = 0 (dual du céne de lumiére).

Maxwell voyant cela conjecture que le rayonnement lumineux est électromagné-
tique.

Les équations de Maxwell sont invariantes par transformation de Lorentz, car »
ne dépend que de la métrique. La vitesse de la lumiére est un absolu. Maxwell était tout
prés de la relativité.

4. Le lagrangien et I'invariance lorentzienne

A partir de cette section, on suppose qu'on a pris des unités telles que yp = €y =
¢ = 1.1l est agréable et utile de reformuler les équations de la physique comme équa-
tions d'Euler-Lagrange d'un probléme variationnel : cela met en évidence les symétries
du probléme et surtout permet de quantifier la théorie.

Ici, on pose, pourla 1-forme C = A — Vdt telleque dC = F,

1
2(C) =/5g(F,F)+4TrC/\ j.

On peut réécrire ce lagrangien en termes du produit scalaire global :
1
2(C) = S(FIF) +4m(+Cl j).

Onaainsi:
82 = (d5C|F) +4m(6C| +~ j),

ou encore:
8% = (8Cld"F +4m »~! j).

Les extrémales satisfont donc I'équation d’Euler-Lagrange:
d*F+4m«"! j=0,
qui est la 2éme équation de Maxwell.

Les équations d'Euler-Lagrange de # donnent ainsi la seconde équation de Max-
well, alors que F = dC donne la premiére.

Supposons j = 0, on a ainsi invariance lorentzienne et méme invariance confor-
me lorentzienne (2 = 3).
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5. Théoréme de Noether

Soit M, et X : M — R" un champ vectoriel, si
L(x, X (x), X"(x)) = Lo(x, X (x), X" (x)) wo,
(X' est la différentielle de X, wy une forme volume sur M) est une n—forme sur M, on
considére le lagrangien Z(X) = [, L(x, X (x), X" (x)).

Soit & un champ de vecteur sur M de flot ¢, qui préserve L au sens
@; (L(x, X (x), X" (x))) = L(x, X, (x), X (x))

avec X; = X o ¢,.

Le théoréme de Noether produit, pour chaque extrémale X, une (n — 1)—forme
fermée.

Ex. :M =R,pourX : R — R", L = Ly(X(x), X (x))dxet§ = a%,on trouve que
la0—forme E = X'(x)0,Lo(X(x), X' (x)) — L(X (x), X' (x)) est fermée et donc constante.
Linvariance par translation se traduit par la conservation de I'énergie.

Cette conservation se montre de la fagon suivante :

b-t
I(t) =/ L(Xt(x)’xr’(x))dx
a

~t
est indépendant de ¢ comme on le voit en faisant le changement de variable y = x + .

On dérive par rapport a ¢ et on pose 6 X (x) = dix, (x) = X'(x), on obtient:

t

dLy(X (x), X" (x))

I'(0) = ~[L(X(x), X" (x))]1} + [ aX

X (x)12,

(le terme | ab disparait a cause d’Euler-Lagrange) et remplacant X par sa valeur:
L(X(a), X (@) - 3x' Lo(X(a),X"(a))

est indépendante de a.

On pose, pour une variation infinitésimale §X du champ (6X : M — RN):

5 ,
B(5X) = z(a—;",(x,xm,x (X)5X) s .

C’est intrinséque : la dérivée partielle de Ly par rapport a X' est une application
linéaire de L( T, M, R") dans R qui s'identifie 2 une application linéaire de RN dans T, M,
et donc, quand on I'applique a 6 X, on trouve un champ de vecteurs dont on fait le pro-
duit intérieur avec wy.
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Soit
wxg = B(%X) — (EL(x,X(x),X'(x)),
qui est une (n — 1)-forme sur M.

Le théoréeme de Noether affirme que, si X est une extrémale pour le lagrangien L,
ona dwx'g =0.

Preuve: on calcule la dérivée par rapport a ¢t de I(t) = fD_; L(x,X;,X/)), avec
D, = @;(Dy), Dy C M. Cette dérivée est nulle a cause de I'invariance de L.

Elle se compose de 2 termes, la dérivée a D, = D, fixée qui comme X est ex-
trémale donne fBDo B(ZX) et la dérivée par rapport a la variation du domaine, qui en
appliquant Cartan et Stokes, donne I'autre terme.

Cas de Maxwell :

si j = 0, on peut prendre pour & tout champ de vecteurs du groupe des transfor-
mations Lorentz-conforme de R%.

On trouve alors :

wrg=FAU(E) » F~UE)F A xF.

Par exemple, si € = 9;,

wrg = (I1EII> + 1BI®)dx A dy A dz -~ 2P A dt,

P=ENA *R3B

est une 2-forme, le vecteur de Poynting. Si on intégre w sur des surfaces t = cte cela
donne la conservation de I'énergie au cours du temps.

6. Interprétation en termes de théorie de jauge

6.1. Fibrés en droites avec connexion et courbure

Soit M une variété, un fibré vectoriel E au-dessus de M est la donnée pour chaque
x € M d’'un espace vectoriel réel ou complexe E, (E = UE,) et de trivialisations locales
au dessus d’ouverts U; de X identifiant U, y, Ex avec U; X RN (ou CV) de facon que les
changements de trivialisation soient linéaires sur chaque fibre et C*.

Les exemples de base sont les fibrés tangents et cotangents et plus généralement
les produits tensoriels de tels objets et leurs sous-fibrés ; on peut aussi construire de nou-
veaux fibrés par images réciproques, produits tensoriels, sommes directes, quotients, etc.

On notera (M, E) un fibré vectoriel sur M. Une section (C*) s de E sur un ouvert
U de M est la donnée pour chaque x € U d'un s(x) € E, qui soit C* dans chaque
trivialisation qui I'identifie 4 une application de U; dans RV
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On veut maintenant dériver une section s définie au voisinage de x € M dans
la direction V € T,M. On a besoin d'une information supplémentaire sinon la déri-
vée directionnelle va dépendre de la trivialisation, une telle donnée s’appelle une dérivée
covariante ou connexion.

On note V une telle connexion et Vys(xg) € Ey, la dérivée de s en xo dans la
direction V.

Si E = M x RN, on ala connexion triviale V = d définie par (Vq)ys = s'(xp) (V).
On demande que Vy s soit linéaire en V et en s et vérifie :
Vy(fs)(x) = f(x)Vys(x)+ f(x)(V)s(x).
Soit U x R" une trivialisation de E au-dessus de U et soit (x;, - - - , x,) des coor-
données locales dans U. Il suffit pour se donner V de se donnerles V; = V 2
Les axiomes nous prédisent que

as
Vis = — + Ai(x)
ox,

ol A;(x) sont des endomorphismes de R dépendant de x.

On peut montrer plus généralement que la différence de 2 connexions est une
1-forme (dépendance de V) a valeurs dans le fibré vectoriel End(E). Lensemble des
connexions est donc un bel exemple d’espace affine sans origine canonique !

Exemple 1: connexion adiabatique (Berry) et le cas d’'une sous-variété de R”".
Exemple 2: fibré en droites complexes.

On peut demander que la connexion soit compatible avec une structure supplé-
mentaire donnée sur les fibres, par exemple un produit hermitien. Dans ce cas, on im-
pose:

(Vslt) + (s|Ve) = d(s]t),

ol I'on note (sft) le produit hermitien (ponctuel) de 2 sections. Dans ce cas, on parle de
connexion hermitienne.

Si on a un fibré (M, L) hermitien en droites complexes et une trivialisation par
une section de norme 1, une telle connexion est donnée par:

V=Vy-iA,
ou A est une 1-forme a valeurs réelles sur M.
Transport parallele et holonomie.

La notion la plus intuitive liée a une connexion est celle de transport paralléle.
Soit y : [a,b] — M unchemin C', xy = y(a), x; = y(b) etV, € E,, on définit V(z) €
E, () par la propriété suivante :

V(a) =V, VyyV(t) =0.
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Cette équation différentielle linéaire a une solution unique qui donne lieu a vV, = V (b).
Lapplication linéaire ainsi définie de E,, dans E;, s’appelle transport paralléle le long de
y. Il est important de noter que ce transport dépend en général de y, mais pas de son
paramétrage. Si y(a) = y(b) (lacet), le transport paralléle est un endomorphisme de Ej,
qui ne dépend de xyp € y qu’a conjugaison prés. Cet endomorphisme associé au lacet
s'appelle l'holonomie de y. Les valeurs propres de I'holonomie sont attachées au lacet.
C’est le cas a fortiori de la trace de ’holonomie qui est un invariant de la connexion ap-
pelé Wilson loop et qui joue un réle important dans 'approche de Witten des invariants
de nceuds.

Sila connexion est hermitienne, son holonomie le long de tout lacet est unitaire.
Dans le cas d'un fibré de rang 1, I'holonomie est un angle de U (1).

Si on a un lacet y contenu dans un ouvert de trivialisation ou V = Vy — iA, ’ho-
lonomie est donnée par
e A,

Courbure.

Si S est une chaine de dimension 2 de M de bord y, on a envie de calculer I’'holo-
nomie le long de y par Stokes. Faisons-le pour les fibré de rang 1, on voit que I'holonomie
est donnée dans le cas o1 S est contenue dans un ouvert de trivialisation par

eifs da

La 2-forme F = dA s’appelle la courbure de la connexion. Dans le cas de dimension
quelconque, la courbure est une 2-forme a valeurs dans E nd(E) donnée par:

F = dA+ [A.A] »

ou le crochet est comme matrices. Il est remarquable que la courbure ne dépend pas
de la trivialisation choisie. Soit S une surface passant par xp, et y un petit lacet basé en
xg,tracé sur S et bord d'un domaine D de S. Si on suppose le fibré trivialisé prés de xp, la
restriction de F a S est une 2 forme a valeurs dans End(E,,). Alors I'holonomie de V le
long de y est donnée approximativement par

ld—/F.
D

Dans le cas d'un fibré en droites complexes, si S est un 2-cycle, la formule précé-
dente prédit [, s F € 2rZ. La courbure a une classe de cohomologie entiere x21r.

Groupe de jauge.

Si (M, E) est un fibré vectoriel, le groupe de jauge est le groupe des difféomor-
phismes de E qui préservent chaque fibre en étant linéaire sur chacune.

Dans le cas de rang 1, un élément du groupe de jauge est donc une fonction C*,
g: M — C\ 0.On se restreint parfois au sous-groupe qui préserve la structure hermi-
tienne. Dans ce cas, |g(x)| = 1. Il est aussi utile de considérer la composante connexe de



124 Y. COLIN DE VERDIERE

I'identité, ici cela veut dire: g(x) = e//*) avec f : M — R. La classe de cohomologie
entiére g* (d@) est alors triviale.

Le groupe de jauge opére naturellement sur les connexions On vérifie que cette
opération ne change pas la courbure, dans le cas de rang 1, cela revient a ajouter 2 A une
forme d f (au moins localement).

Lorsque la courbure est nulle, le fibré avec connexion n’est pas toujours trivial : il
est plat et caractérisé par les holonomies qui donnent un homomorphisme de m (M, xp)
dans GL(E,,). Si M est 1-connexe, la courbure caractérise le fibré de fagon unique.

6.2. Monopoles magnétiques, effet Ahoronov-Bohm

Pour cette discussion, restreignons-nous au cas d’'une variété de dimension 3 et
d'un champ magnétique B stationnaire. Il est important de pouvoir considérer un poten-
tiel magnétique A qui est une 1-forme telle que B = dA. Bien siir, ce n’est pas possible si
la classe de cohomologie de B n’est pas nulle. Compte-tenu de la discussion précédente,
il est naturel d’essayer de trouver un fibré hermitien de rang 1 avec une connexion V
dont cB soit la courbure ou1 ¢ est une constante liée aux unités.

Discutons ce point: localement I'holonomie sera donnée par eJyA et donc
ic fy A est sans dimension. Comme [ y A ales dimensions d’'une action divisée par une
charge électrique, c est une charge électrique divisée par une action. Il y a un quantum
de charge électrique, celle de I'électron ou du proton, e, et un quantum d’action en phy-
sique quantique, la constante de Planck 7 = h/2m. On est ainsi amené a chercher un
fibré de courbure F = eB/h. Cela impose une quantification du champ magnétique: sa
classe de cohomologie multipliée par e/ h doit étre entiére.

Autrement dit, si S est un 2-cyclede M,ona:

e/BehZ.
S

On peut reformuler cela en termes d'un quantum de flux magnétique notée m et me = h.

Lexistence de champs magnétiques dans R® \ 0 correspondant au quantum de
flux (monopoles magnétiques) n'a jamais été observée expérimentalement

Le transport paralléle donné par e'? Ly An est responsable d'un effet de physique
quantique appelé effet Bohm-Aharonov.

Il s’agit d’'un phénomeéne d'interférence: I'intégrale de Feynman qui décrit les
amplitudes de transition incorpore dans le cas d’'un champ magnétique un terme de
transport parallele el dy A,

Ce n'est pas le champ qui détermine complétement la physique quantique du
systeéme, mais bien le fibré avec connexion.
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Entrelacement de 2 courbes dans R® (Gauss).

Ces considérations de théorie de jauge ont des interactions importantes avec la
topologie de dimension 3 (Gauss, Witten).

Si on a un champ magnétique B localisé pres d'un lacet y de R® et de flux trans-
versal By et si dA = B, I'intégrale de A sur un lacet y; ne rencontrant pas le support de B
est donné par Bylk(y, y1) ot Lk est le nombre (entier) d’entrelacement des 2 courbes.

Une généralisation (non triviale) au cas du groupe SU (2) a été proposée par Wit-
ten et conduit au polyndme de Jones.

Les équations de Maxwell du point de vue théorie de jauge :

soit (M, L) un fibré hermitien en droite complexes, les fonctions d’ondes quan-
tiques seront des sections de ce fibré. On cherche une connexion V sur (M, L) dont la
norme L? de la courbure par rapport a un élément de volume sur M soit extrémale. Cela
se traduit localement par d* A = 0.

La généralisation de ce point de vue a des fibrés hermitiens de rang > 2 conduit
aux célebres équations de Yang-Mills (voir exposé de Gérard Besson & ce séminaire).
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