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CHAMPS MAGNÉTIQUES CLASSIQUES ET QUANTIQUES

Yves COLIN DE VERDIÈRE

Séminaire semi-classique des 18 octobre et 6 décembre 1994

Le but de cet exposé est de décrire quelques phénomènes liés aux grands champs
magnétiques.

Nous ne reviendrons pas sur les phénomènes de bouteilles magnétiques ([A-H-S],
[CVl]et[CV2]).

L'introduction de l'opérateur de Schrödinger avec champ magnétique est com-
plémentaire de celle de [CV-TO].

Nous nous intéressons d'abord au cas classique où nous décrivons la méthode
de moyennisation pour les champs constants en dimension 2 (pour un traitement de
la moyennisation, voir [AR] et [L-M]). Il y a dans ce secteur de nombreuses questions à
clarifier : champs non constants en dimension 2, dimension > 2.

Puis nous nous intéressons au cas quantique et montrons comment l'étude des
grands champs magnétiques conduit à un exemple naturel d'opérateur de Toeplitz.

1. Euler-Lagrangeet invariance de jauge.

Soit (X, g) une variété riemannienne, V e C°°(A\ R) le potentiel électrique et
a e fi1 (X, R) une 1-forme sur X (le potentiel magnétique).

On considère le lagrangien

£(*. *) = 29^ + a ( x ' *) ~ V(x) '

où x = jjj est la notation classique des mécaniciens.

On lui associe les équations d'Euler-Lagrange, équations des extrémales de l'inté-
grale de L le long d'une courbe.

Les solutions de ces équations décrivent le mouvement d'une particule électrique
de charge 1 dans les champs électriques et magnétiques considérés.

ClassiÊcation math. : 35P20,35Q60, 34C29, 35110.
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De même que les trajectoires ne dépendent de V qu'à une constante additive
près, elles ne dépendent de a qu'à l'addition près d'une différentielle exacte df.

Si on introduit le champ B = dat les trajectoires ne dépendent que de B. En
fait, il est facile de voir que l'on peut étendre les équations du mouvement au cas d'une
2-forme fermée B (pas nécessairement exacte).

Dans le cas où B = da, on peut grâce à la transformée de Legendre donner une
formulation Hamiltonienne des équations du mouvement.

L'Hamiltonien H est donné par :

p) \\pa(x)\\ + V,

où 11.11 est la norme riemannienne dans le cotangent.

Exemples.

1) Champs constants dans R2.

Soit B = Bodx A dy {Bo ^ 0) et supposons R2 muni de la métrique euclidienne
dx2 + dy2.

Les trajectoires sont alors des cercles : la fréquence du mouvement est indépen-
dante des conditions initiales et vaut

w = Bo

alors que le rayon augmente avec la vitesse initiale :

R = VQ.B0 .

Plusieurs potentiels sont possibles.

ai = Boxdy\ ax = -Boydx\ a2 = -^-(xdy - ydx).

2) Monopole magnétique.

B = Bo.Qt où Q est l'angle solide dans R3). Bien sûr dans ce cas B n'est pas
exacte. Le flux total du champ à travers une sphère de centre 0 est 4TTBO; on peut l'appel-
ler masse du monopole par analogie avec le champ de gravitation.

Les équations du mouvement s'intègre grâce à la symétrie sphérique et les tra-
jectoires portées par des cônes de révolution, de centre O. Les trajectoires qui ne se
confondent pas avec un rayon ont 2 asymptotes qui sont des génératrices du cône, elles
restent à une distance minorée > 0 su sommet du cône. Le mouvement obéit à une loi
des aires en projection sur le plan perpendiculaire à Taxe du cône.

3) Dipôles magnétiques.

Soit V un vecteur unitaire de R3 et Qt le monopôle magnétique de charge 4irB0

centré en tV.

On considère le champ magnétique sur R3 \ 0 défini comme la dérivée en t = 0
défit-
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Ce champ est exact, mais n'est pas intégrable : il possède seulement une symétrie
de révolution autour de la droite engendrée par V.

Les lignes de champs sont calculables : ce sont des courbes fermées contenues
dans un plan passant par l'axe engendré par V ou l'axe lui-même. Elles sont toutes tan-
gentes à l'origine.

Ce cas est important en particulier car il approche bien le champ terrestre si on
considère la terre comme un point.

4) Bouteilles magnétiques.
Il s'agit d'un terme générique pour désigner le confinement d'une particule char-

gée (par exemple, les électrons à l'intérieur du synchrotron) dans une boite.
Pour cela, on introduit un champ dont le module tend vers l'infini au bord de la

boite.
Si la boite est R3, un exemple fascinant (et non intégrable) est donné par un

champ linéaire :
B{x,y,z) = M{x,ytz)

où M est une matrice non singulière de trace nulle.
Les trajectoires typiques lorsqu'elles vont assez loin de l'origine spiralent autour

d'une ligne de champ. Puis elles reviennent autour de la même ligne de champ.
Bien sûr, il y a des trajectoires exceptionnelles qui vont facilement à l'infini : celles

sont portées par une droite invariante par M.
5) Champs constants dans le demi-plan de Poincaré.
Ce cas est intéressant, car pour un même champ on obtient 3 types de trajectoires

suivant la vitesse. Dans le modèle du demi-plan de Poincaré les trajectoires sont les inter-
sections de cercles euclidiens avec le demi-plan : elles sont fermés si le cercle est contenu
dans le demi-plan (vitesse faible), ce sont des horocycles si le cercle est tangent à l'axe
des x (vitesse critique), et des hypercycles avec 2 points à l'infini si le cercle coupe l'axe
desa: (vitesseforte).

2. Hamiltoniens quantiques.

Si on cherche dans Rn l'opérateur de Schrödinger associé à l'hamiltonien j | |p —
a(x) ||2 + V, un choix possible est :

On peut réinterprêter cette écriture de façon plus géométrique en utilisant le langage
des connections : sur le fibre trivial Rn x C au-dessus de Kn, on introduit la connection
donnée par

Cette connection est Hermitienne et de courbure
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qui sont précisément les composantes de £ B.
Si on se place sur une variété riemannienne (X, g) munie d'une 2-forme fermée

réelle B, la condition d'existence d'un fibre en droites hermitien L de courbure £ B est
une condition de quantification sur B. Il faut que la classe [B] de cohomologie de de
Rham soit dans le sous-réseau H2(X, inKZ) de H2(X, R) : remarquons qu'à la limite
classique ce sous-réseau est dense dans H2(Xy R); comme remarqué plus haut, il n'y a
pas de condition de quantification du champ magnétique en mécanique classique.

Dans ce cas, le fibre L n'est unique qu'au produit tensoriel par un fibre plat F
près : ces derniers sont paramétrés par Hom(ni (X), U(l)).

A chaque donnée d'un tel fibre L avec connection est associé un opérateur de
Schrödinger avec champ magnétique que Ton peut décrire comme extension de Frie-
drichs de la forme quadratique définie sur les sections C°° de L par

||Vj(s)||2|<fa|,2 Jx
où Vs(ar) est vu comme une forme linéaire sur TXX.

Exemple 1 : les champs constants sur les tores et les fonctions 0 .

Exemple 2 : les champs constants sur les surfaces de Riemann.

3. Forts champs et espace des phases réduit : le cas classique.

3.1. La méthode demoyennisation.
On considère un Hamiltonien Ho sur une variété symplectique (X2n^) ayant

pour une valeur Eo de l'énergie toutes ses trajectoires dans la couche d'énergie Eo sim-
plement périodiques de période To > 0.

Il existe de nombreux exemples : le problème à 2 corps dans un potentiel Cou-
lombien avec Eo < 0; les trajectoires sont alors des ellipses ayant pour un des foyers le
centre de gravité du système et dont le grand axe est de longueur fonction de Eo. C'est
bien sûr l'exemple historique étudié par Lagrange qui découvre à son propos la géomé-
trie symplectique.

D'autres exemples sont le problème des géodésiques sur une sphère munie de la
métrique riemannienne standard, le champ magnétique constant en dimension 2 dans
R2 ou dans le demi-plan de Poincaré (si Eo est assez petit).

On peut alors introduire la variété ZE0 des trajectoires contenues dans la couche
d'énergie EQ. Grâce aux sections de Poincaré, on voit que ZE0 est munie d'une structure
symplectique canonique UJQ.

Considérons maintenant les trajectoires d'énergie Eo d'un Hamiltonien perturbé

On a alors une description approchée à O(e) près de ces trajectoires pendant un
temps de l'ordre de 1/e.

Elles sont données par une dynamique sur ZE0 associée à VHamiltonien moyenne
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donné par la moyenne de eK sur les trajectoires. Pour des détails, voir [AR], [L-M].
Un exemple : si on considère le cas du champ constant en dimension 2 perturbé

par un petit potentiel électrique

L'espace réduit est l'ensemble des cercles de rayon R = y/2E0/Bo que Ton para-
mètre par leurs centres. On a alors ZE0 = R2 et la structure symplectique est donnée par
Bodx A dy.

Si on note par V (x, y) la moyenne de V sur le cercle de centre (x, y) et de rayon R>
la dynamique approchée est donnée par un déplacement des centres des cercles donné
par l'Hamiltonien eV sur (R2, Bodx A dy).

En particulier, le centre des cercles suit les lignes de niveau V = c de V de façon
à laisser la région V < c sur leur gauche si Bo > 0 et à droite si Bo < 0.

3.2. Trajectoires dans les grands champs magnétiques en dimension 2.
De ce qui précède on peut déduire une étude des trajectoires d'énergie fixée dans

des grands champs magnétiques en dimension 2.
On s'intéresse maintenant aux trajectoires d'énergie i?o fixée de

Pour cela, on se ramène au cas précédent au moyen d'une renormalisation sym-
plectique :

= -y=^i = -7= •

On obtient ainsi la nouvelle expression :

Autrement dit, à un changement de temps près, il s'agit d'étudier les trajectoires de

\((ti + BoVl)
2 + ri2) + À-3/2J2(À, x l f y i ) ,

dans la couche dénergie {Eo - V(0,0))/À, avec R borné dans tout voisinage compact
deOen(x,y).

La théorie précédente s'applique donc : au premier ordre, on a un déplacement
de petits cercles de rayon

suivant le système Hamiltonien d'Hamiltonien V(x, y) sur (R2, \Bodx A dy). Plus pré-
cisément le système exact suit le système approché pendant un temps de l'ordre de y/X
à une distance 0(1/X2) (les petits cercles se déplaçant à une vitesse O (\/Â)).
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Pour montrer ceci, on montre d'abord qu'il existe des coordonnées locales sym-
plectiques (zl, z2) près de F = (£ + Boy)2 + tf = 0 dans T*R2 tel que l'hamiltonien F
se réécrive ^f- \zx |

2. On peut alors reproduire la preuve de Arnold : on a désingularisé le
minimum de F.

On peut généraliser à des grands champs variables.

3.3. Grands champs en dimension > 2.
Ces cas sont plus difficiles, sauf si l'hamiltonien du champ constant est à trajec-

toires toutes périodiques ce qui se produit de façon non générique et seulement si la
dimension est paire.

4. Laplaciens holomorphes et Schrödinger avec champ magnétique.
Il existe dans le cas des variétés complexes munies d'un fibre en droites L avec

connection hermitienne V (et donc holomorphe) un opérateur très proche de l'opéra-
teur de Schrödinger avec champ magnétique : le laplacien holomorphe Ac qui est défini
en dimension 2 à partir de la forme quadratique

Q(s)= / l|V,a||2|<fa|.
Jx

Si B est la courbure de la connection V, on a la relation fondamentale :

HB = 2AC + —

et de plus Ac > 0 et a pour noyau les sections holomorphes de L.
Physiquement l'opérateur Ac apparaît dans la décomposition supersymétrique

de l'Hamiltonien de Pauli en dimension 2 : cet Hamiltonien qui opère sur les sections
d'un fibre de spineurs de rang 2 décrit la mécanique quantique d'une particule de spin \
(électron) dans un champ magnétique. Voir [L-L], [C-F-K-S].

Nous utiliserons plus bas 2 propriétés fondamentales de Ac :
i) le fondamental Ker(Ac) de Ac est donné par les sections holomorphes de L.
ii) Si on suppose B > 0 sur X, le gap (= inf{Aj G a(Ac)|Aj > 0}0) de Ac est

supérieur à infB/2.

5. Forts champs en dimension 2 et opérateurs de Toeplitz.
On fixe maintenant h = 1 et on s'intéresse aux grands champs magnétiques. Si

on s'est donné le fibre L correspondant au champ B > 0, il est facile de faire tendre le
champ vers l'infini en respectant la condition de quantification; il suffit de prendre les
fibres L®n lorsque n -> oo.

Considérons donc la suite d'opérateurs de Schrödinger

Hn = Ac,n + V ,

avec champ magnétique nB et potentiel électrique V fixé.
Soit Un = H°(X, L®n) l'espace des sections holomorphes de L®n.
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Soitçn(/) = ƒ V|/ |2 |dz|, suite déformes quadratiques sur Hn.

Alors le spectre de qn décrit l'asymptotique des petites valeurs propres de Hn au
sens suivant (on pose m = inf V; M = sup V\ b = inf B) :

THÉORÈME. — Soitpn = dim(7*n), m < Xx < X2 < • • • < XPn < M <
nB + m < APn+i < • -le spectre de H n et/zi < fi2 < • • * < /̂ p» ie spectre de çn, ona:

i p n , / i ( ) j M j

La preuve se fait en utilisant le minimax, la théorie des perturbations des valeurs
propres multiples et le fait que le gap de Ac,n est de Tordre de n. (voir § 6).

Maintenant les opérateurs An associés aux formes qn forment une famille semi-
classique d'opérateurs de Toeplitz sur la variété X munie de la forme symplectique B de
symbole principal V. Voir [CV3], Comparer aussi les résultats de [DY], [B0U1], [BOU2].

6. Un lemme de théorie des perturbations.
Soit Hc = Ho + V€ une suite d'opérateurs autoadjoints sur un espace de Hilbert.

On suppose :
i) a{H0) \0C{z\ \z\ > 2C, C > 0},

ii) HV.II = O(e).
On pose Eo = Ker(if0) et q€ la forme quadratique < (p\Ve\(p > sur Eo.

Alors si

sont les valeurs propres de qe et
Ai < • • • < An

celles de He contenues dans le disque de rayon C, on a

Preuve, — Si 7 est le cercle de C de centre 0 et de rayon C, la résolvante R£(X)
de He sur 7 vérifie

On en déduit que les projecteurs spectraux de Ho sur Eo et de He sur la somme
E£ des espaces propres correspondant à des valeurs propres intérieures à 7 diffèrent en
norme de O (e).

Si maintenant Ue : Eo ->• % est une isométrie dont l'image est E£ et que Ton
pose:

K£ = U;H£U£

K£ a pour valeurs propres celles de He contenues dans 7.
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On a:
U£=j0 + O(e),u: = n0 +

d'où Ton déduit:

et le résultat grâce au minimax. O

On applique ceci avec e = 1/n,
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