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Abstract

On s’intéresse tout d’abord aux fonctions propres de l'opérateur de
Schrodinger en dimension 1:

h? &°
(—?@ + V(2))¢(z) = E(h)p(x), (1)
e ot V est un potentiel C*, V(x) = —x?/2 + o(2?) au voisinage de

z =0 et liminf|; o V(x) > 0.

e ou h tend vers 0 (limite semi-classique)

e et ou E(h) est un niveau d’énergie qui tend vers 0 lorsque h tend
vers 0.

On montrera que les fonctions propres se concentrent au point x = 0 &
une vitesse au plus logarithmique en h.

On en déduira 'existence de fonctions propres du laplacien sur des
surfaces de révolution de courbure -1 qui se concentrent sur une géodésique
instable (en 1/1In(Ag)).

1 Introduction.

Le probléme étudié dans cet article est celui de la localisation (ou plus précisé-
ment de la microlocalisation) de fonctions propres de opérateur de Schrodinger

h2
H:—EAQ—FV,

ou A, est le laplacien d’une variété riemannienne X lorsque h — 07 (limite
semi-classique). Plus précisément, on se limitera aux cas ow:



e X = IR (ou un intervalle de R),

e X est une surface compacte munie d’une métrique a courbure —1.

Techniquement, 2 outils permettent de décrire la microlocalisation d’une
famille ¢, de fonctions propres de H associées aux valeurs propres E(h) con-
vergentes vers Ej.

e La notion (qualitative) de h-front d’onde (W F") de la famille ¢, (voir §
), analogue de celle de microsupport introduite dans [G], et dérivée de
la notion de wavefront set de Hormander [29]. Le WE" est 1’ensemble
des points de T*(X) ou ¢}, a des oscillations non négligeables (O(h™))
lorsque h tend vers 07. Lorsque ¢y, est solution (microlocale) de (f) avec
E(h) — Eg, 'ensemble Z = W F"(p;,) est un fermé invariant par le flot
hamiltonien Y, de p de la couche d’énergie g, = {p(z,£§) = Ep} on
pla.€) = LElF + V(a).

e La notion de mesure de concentration (microlocale) (§ [): on associe a
©p, une mesure de probabilité pp sur T*(X) dont les limites vagues fiso
sont définies sans ambiguNté. Sous les mémes hypothéses que précédem-
ment, ces mesures de probabilité p., sont également portées par £g, et
invariantes par Y.

Une relation entre ces 2 notions est que Support (i) C WF"(3).
Rappelons quelques résultats.

e Les propriétés semi-classiques du spectre de 'opérateur de Schrodinger en
dimension 1 sont bien connues en-dehors de voisinages des maxima locaux
du potentiel (cf. [25], [26] et les références citées dans leurs articles). Les
premiers auteurs qui se sont attaqués aux valeurs de 1’énergie proches
de maxima locaux du potentiel sont probablement Ford, Hill, Wakeno et
Wheeler ([I5]): ils étudient le potentiel V(z) = —22 a l'aide de solutions
explicites de I’équation différentielle. Plus récemment des résultats ont été
obtenus ou annoncés par:

— C.Gérard et A.Grigis ([T6]) dans le cas de potentiels analytiques,

— C.Mirz ([30]) sur I’équation de Hill avec un potentiel analytique,

— Duclos et Hogreve sur la concentration de fonctions propres d’énergie
exactement la valeur critique (cf. [I3]),

— Brummelhuis, Paul et Uribe sur la fonction de comptage du nombre
de valeurs propres (comme corollaire, cf. [4]),

— Petre et Rusu sur Pasymptotique des valeurs propres ([5]),

— J.Sjostrand ([87]) sur la réduction microlocale de 'opérateur de Schrédinger
avec des applications a I’étude de la densité d’état. Certains résultats
de Sjostrand sont trés voisins de ceux obtenus dans ce travail (exis-
tence de la forme normale), ou dans la deuxiéme partie de ce travail



(Pécriture des conditions de Bohr-Sommerfeld pour le “huit" servira
de point de base a ’étude des valeurs propres dans [[T], tandis que
Sjostrand donne les conditions de Bohr-Sommerfeld pour le “huit"
tourné de 7/4).

Dans tous les cas, il semble que des logarithmes du parameétre semi-
classique apparaissent.

e Dans le cas ou ’hamiltonien p est complétement intégrable et ot Ey est
une valeur réguliére de p, on a depuis longtemps une description compléte
des valeurs propres données par les conditions de Bohr-Sommerfeld et
des fonctions propres construites au moyen d’intégrales oscillantes. Les
fonctions propres (ou au moins les quasi-modes) se concentrent sur les
variétés lagrangiennes invariantes données par les intégrales premiéres.

e On peut également construire des quasi-modes dans des situations plus
génériques, par exemple lorsque Y}, admet des trajectoires périodiques sta-
bles génériques, ([8], [2], [8], [&1]).

e Dans le cas ou le flot hamiltonien de p est ergodique sur X, le résultat
principal est le théoréme de Schnirelmann [B5] dont une démonstration
compléte a été donnée dans [40], [4], [Z3]: les sous-suites qui convergent
Vers une mesure [ différente de la mesure de Liouville de X g, (Ey valeur
réguliere de p) sont de densité 0 dans le spectre. Ce dernier résultat
laisse ouverte la possibilité de sous-suites de densité 0 associées & des
fonctions propres se concentrant sur des trajectoires périodiques instables
ou des points d’équilibre instables. Une telle possibilité a été mise en
évidence numériquement dans le cas de billards en particulier par Heller
[28], qui leur a donné le nom de scars (cicatrices). Pour ces problémes,
voir aussi [IX]. Des calculs analogues dans le cas de laplaciens & courbure
—1 ont été faits par Hejhal et Rackner ([22]). Dans le cas du laplacien
sur une surface X & courbure constante —1, X = H/T', Rudnik et Sarnak
([83], [84]) ont montré que si le groupe I' est arithmétique, toute mesure
oo associée & une suite de fonctions propres sur laquelle les opérateurs
de Hecke opérent diagonalement ne peut pas avoir une partie singuliére
par rapport & la mesure de Liouville concentrée sur une réunion finie de
géodésiques fermées.

Décrivons maintenant les résultats prouvés dans cet article:

1. X est un intervalle de IR et I’on suppose que Ey = 0 est un maximum
local non dégénéré de V atteint en x = 0 tel que V~1(0) ne contienne pas
d’autre points critiques.

Le théoréme 1.3 de [4] montre alors que H admet un nombre de l'ordre de
|In k| valeurs propres dans tout intervalle [—Ah, Bh], ’équivalent précis
étant donné par la formule de Weyl:

1
—vol(—Ah < p < Bh) .



Les mesures u;, correspondantes convergent vaguement vers la masse de
Dirac dg,0, mais cette convergence est lente: par exemple, si K est un
compact dont 'intersection avec chaque branche de ¥ est d’intérieur non
vide, alors:

C
[Inh|

Il faut remarquer que lorsque h décroit, une valeur propre donnée ne reste
pas dans lintervalle [—Ah, Bh] mais des valeurs propres d’indices plus
élevés se trouvent alors dans la “fenétre" du spectre que nous étudions.
Les résultats décrits dans cet article s’appliquent donc a des familles de
valeurs propres qui ont des discontinuités lorsque h varie. Pour fixer les
idées, on trouvera a la fin de ce travail une figure donnant une idée du
spectre de 'opérateur de Schrodinger lorsque le potentiel admet deux puits
symétriques (par exemple, si V(z) = z* — 2?).

pn(K) >

2. Dans le cas ou X est une surface compacte munie d’une métriqgue & cour-
bure —1.
Si tout d’abord, X est une surface de révolution a bord et que l’on
considére le probléme de Dirichlet ou de Neumann, les résultats précé-
dents s’appliquent au moyen d’une séparation des variables et montrent
lexistence de suites ¢;, de fonctions propres du laplacien A, qui se con-
centrent sur ’équateur qui est une géodésique fermée instable.

On obtient d’autre part une minoration de la vitesse de concentration
d’une suite de fonctions propres sur une géodésique fermée (nécessairement
instable) pour une surface compacte & courbure —1 arbitraire.

Dans un prochain travail ([IT]), nous étudierons la répartition des valeurs
propres de I'opérateur de Schridinger en dimension 1, notre but est de généraliser
les conditions de Bohr-Sommerfeld au cas du maximum non dégénéré.

Nous aimerions dédier cet article a la mémoire de Jacques Vey, qui avait
répliqué au premier auteur, il y a prés de 15 ans, et alors que ce dernier suggérait
qu’une telle concentration de fonctions propres sur une trajectoire périodique
instable était sUrement impossible: “cela ne m’étonnerait pas que tu arrives au
résultat opposé”.
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2 Qutillage microlocal.

Les résultats rappelés dans cette section sont destinés aux usagers de la théorie
des pseudo-différentiels classiques en vue de leur faciliter le passage a la théorie
asymptotique (Maslov-Leray). Pour des preuves des énoncés, on pourra consul-
ter [32], [IT], ... et [Z7] pour le cas analytique.

On choisit de formuler les énoncés pour un intervalle ouvert I de IR (qui
peut étre IR tout entier), mais les résultats de cette section sont valides dans un
ouvert de IR™ et par suite sur une variété compacte.

Tout d’abord, nous prenons I = IR.

2.1 Le casoul = R.

1. Symboles:
Soit ap,(x, £) une famille de fonctions appartenant & C*°(T*R,@). On dira
que ay, est un symbole d’ordre (m, k) (et on notera aj, € S™*) si:

Yo, € IN,3Cap >0, 0207 an(z,€)| < Caph™ (1 + || + [¢])F11=191,
(2)

uniformément par rapport & h.

Dans tous les cas qui vont nous intéresser, la dépendance en h du symbole

ap(z,§) sera classique, c’est-a~dire du type:

o0

ah<$,§) ~ Zh7rl+jaj($7€)7 (3)

Jj=0

ot les a; € S®* sont indépendants de k et ot le signe ~ signifie que:

N
YN € IN,ap — > _a;h™ € §MHNTLE, (4)
Jj=0

2. Quantification de Weyl et quantification positive (antiwick)
Rappelons que le h-quantifié de Weyl A d’un symbole a; € S™* est défini

par:
1

(2wh)™
Un des avantages de cette quantification est que:
Op(@) = (Op(a))"™.

Un défaut de cette quantification est qu’a un symbole positif, elle n’associe
pas forcément un opérateur positif, d’ott la recherche d’une quantification
positive, c’est-a-dire une quantification vérifiant la propriété suivante:

(Au)(x) =

[ete e Y oude. (5)

A tout symbole positif, on associe un opérateur positif.



Un choix possible en est donné dans 'article de Helffer-Martinez-Robert
([23, (1.5)], voir aussi Voros: []):

1

Opy " (an) = D) / an(y, I dydn, (6)

ou:

. H%O désigne la projection sur l’état fondamental normalisé ng’o de
I’oscillateur harmonique:

n0(x) = (rh) Y27 (T10%)(z) = (xh) "t~ 7"

/fﬁyQU(y)dy,

o IIY'" est la projection sur le translaté de (y,n) de nz’o dans l’espace
des phases. Il s’agit d’effectuer les translations x — = — y puis £ —
§—:

ny(x) = (ﬂh)‘“%‘ﬁw—y)ze%”’. (7)

La forme () permet immédiatement de voir que la positivité est vérifiée.

De plus, en appliquant le Théoréme (IV-9) de [82, p.202|, on montre que
si ap, € S™F, alors OpjiW (ay) est un o.p.d. de h-symbole de Weyl:

ay (x,€) = /ah(y,n)e‘%((””’y) HEED) dydn, (8)

1
(rh)
avec:
ayf — ap(x,£) € S™TLF,

et, lorsque ay, est un symbole classique, le symbole aZV admet un développe-
ment classique en puissances de h dont le premier terme est ag(z,§).

Le théoréme de Calderon-Vaillancourt (cf [82, Théoréme I1-36, p.84]) per-
met de prouver que l'opérateur A, h-quantifié de Weyl d’'un symbole
a € S°0 est uniformémentf] borné de L?(IR) dans L?(IR). Bien sUr la
continuité uniforme dans L? est également vérifiée pour d’autres quantifi-
cations, en particulier pour la quantification positive (ou antiwick), que
nous utiliserons plus loin pour définir une mesure associée & une famille
de fonctions propres.

Remarque 1 Pour toutes ces quantifications, l'opérateur identité a pour
symbole 1.

3. Famille h-admissible:
On souhaiterait remplacer une fonction u(z) indépendante de h par une
famille ¢p,(x) dans la définition (B) du quantifié positif d’'un symbole a.
La définition de 'action du quantifié (positif ou de Weyl) d’un symbole

Ipar rapport a h.



a appartenant par exemple a S%° sur une famille ¢; sera possible si on
choisit une famille de fonctions ¢, € C*° telles que:

Ny € IN, |¢p| 2 = O(h~No). (9)

Mais par dualité, on peut passer de fonctions C'*° & des familles de distri-
butions. D’ou la:

Définition 1 On dira que ¢p(x) est une famille h-admissible de distribu-
tions s’il existe trois entiers N1, No, N3 tels que:

Vues, | / w(@)gn(@)dz] < BN+ 2 Noul e, (10)

ot la norme dans W3 est le sup des Ny premiéres dérivées.

Par exemple, une famille de fonctions propres normées de ’équation de
Schrodinger vérifie (H) donc est a fortiori h-admissible.

. Microsupport (WFEF"):

On définit le microsupport (aussi appelé h-front d’onde ou encore “fre-
quency set" dans [20, p. 398]) d’une famille admissible de la faGon suiv-
ante:

e Soit U un ouvert de T* IR, alors:

UNWE"(¢p,) =0 si Va € S™"/ Suppa CC U, [0p®(a)én|r2@) = O(h™).
(11)
e Le microsupport est alors le complémentaire de la réunion des ouverts
vérifiant ([1)).

Il semble que cette notion de h-front d’onde ne soit pas parfaitement adap-
tée au probléme, parce que sa définition est calquée sur le front d’onde C*°.
Or, le front d’onde C'*° est un ensemble conique en £ ce qui n’est pas le cas
du h-front d’onde. Autrement dit, dans le cas du front d’onde C*° on peut
se ramener a un ensemble compact pour les fréquences, alors que dans le
cas du h-front d’onde ce n’est plus possible. Il s’ensuit que la définition
(L) ne décrit pas les propriétés d’une famille h-admissible lorsque ¢ tend
vers 'infini.

On compléte donc cette définition par (zq,00&) ¢W F"(¢y) sil existe un
symbole , homogene en £ et elliptique en (xg,&g) tel que:

Op" (xX)én(x) = O(h>), (12)

ott Opf désigne la quantification usuelle (de Hérmander), définie sans
parameétre h.

Le front d’onde classique étant un ensemble conique par rapport aux
fréquences, la définition ne dépend donc que de la direction de &;. De
plus:



Remarque 2 La partie (x,00f) du h-front d’onde d’une famille ¢ ne
dépendant pas de h est son front d’onde au sens de Hormander.

. Mesures de concentration microlocales:(|I'7])

Définition 2 On définit les mesures de concentration d’une famille h-
admissible ¢y, par:

a € 8% — pn(a) = (0p™" (a)dnldn), (13)

ou Op™W désigne la quantification positive.

Des notions trés voisines ont été introduites par P. Gérard ([I7]) et L.
Tartar ([39]).

On peut donner un sens a ([[3) si la famille ¢}, est h-admissible puisque
a est & décroissance rapide en = et £. Les pj sont a fortiori définies
sur des symboles a € C§°, ce sont donc des distributions. Le choix de la
quantification positive en fait des distributions positives, donc des mesures
d’aprés Schwartz (cf. [38]).

Lorsque la famille ¢, est normée dans L2, on obtient une famille de
mesures de probabilité définies sur le cotangent X (ce sont bien des mesures
puisqu’on a choisi la quantification positive).

Les physiciens appellent mesure de Husimi les mesures py,.

Remarque 3 A des erreurs d’ordre O(h) prés, on peut remplacer la quan-
tification positive de (I3) par la quantification de Weyl. Plus générale-
ment, un autre choix de quantification positive aménerait a la méme con-
clusion. On peut donc dire que les mesures pp ont un sens intrinséque a
O(h) pres, quand on les évalue sur C3°.

. Exemples d’applications:

Tous les résultats de la théorie habituelle des opérateurs pseudo-différentiels
s’appliquent (cf [32] pour les W F"* non étendus). Par exemple, la construc-
tion de paramétrix permet de montrer que le h-front d’onde d’une famille
de fonctions propres de 'opérateur de Schrédinger associée & une famille
de valeurs propres tendant vers E est contenu dans la couche d’énergie F
définie par:

{(z,9)/€ +V(z) = E}.

Un lien entre cette notion de microsupport et la notion de mesures microlo-
cales est que toute limite vague des mesures de concentration microlocale
d’une famille normée est incluse dans le microsupport de la famille. Un
des buts de cet article est justement de préciser (un peu!) comment cette
limite est atteinte lorsque ’énergie E est maximum local du potentiel.



Regardons maintenant des solutions BKW de I’équation de Schrodinger
attachée a une variété lagrangienne A, en-dehors du lieu critique. La
famille ¢, () est alors définie (localement) par:

én(z) = an(2)et5@ ou A = {(z,5"(2))}, (14)

et ol ay est un symbole classique.

Notons 7 la restriction & A de la projection canonique de T*IR sur IR.
On vérifie alors facilement que, localement en z, on a:

WE"(¢n) €A, pn(2,€) = x(|aol* () dz) + O(h), (15)

autrement dit, le hA-front d’onde est porté par la variété lagrangienne et
les mesures de concentration sont égales au carré du symbole principal de
I'intégrale oscillante. Ce résultat est d’ailleurs vrai sans condition sur le
lieu critique (cf. Duistermaat: [I4]).

. Théoréme d’Egorov:

Dans notre contexte, ce théoréme peut s’énoncer ainsi: p Les mesures de
concentration microlocales pj, associées a une famille de solutions d’un
opérateur pseudo-différentiel de symbole principal p sont invariantes par
le flot hamiltonien de p a O(h) prés.

(Ici “a O(h) preés" signifie si on teste les mesures sur une fonction C5°).

. Opérateurs intégrauz de Fourier associés a une transformation canonique:
Il s’agit de décrire des classes d’opérateurs qui transforment le microsup-
port d’une famille de distributions lagrangiennes, la transformation asso-
ciée sera notée 7 et supposée canonique (ici comme le cotangent est de
dimension 2, cela signifie que 7 préserve aire orientée).

Soit by, € S™F et ¢ € C(IR?,IR). Un opérateur intégral de Fourier de
symbole by, est un opérateur U de la forme:

1 [ s
(Uup)(z) = 3 e @O0y (y, 0)uy, (y)dy df,

ol ¢ est une fonction phase associée a la transformation canonique 7, en
un sens que nous allons rappeler.
Lorsque uy, a la forme ([4), il s’agit de comprendre 'intégrale oscillante:

1

= | et @@y FS@)p, (4.0 dy do.
57 | ¢ n(y, 0)an(y)dy
On applique le théoréme de la phase stationnaire, le point critique (y., 6.)

est donné par:
{ 9yd(z,y,0) —5'(y)
a@d)(xa Y, 9) 0 ’

10



10.

donc:

1 -
(Uun)(z) = (14+0(h)) N E by (ye, e )an (ye et (Lrve 0o+ 5o,

|detg’ (z, e, 0o )|

ot N est la signature de ¢'’, et son terme principal est une distribution
lagrangienne associée a:

{(2,8)/ & = 0u(d(w,ye(2), 0c(x)) + S(ye(2))},

ou encore (appliquant la définition de y. et 6.):
{(2,(8:0) (2, ye (@), 0c()) )/ Byd(2,ye, 0c) = =S (ye) et Dpo(x, ye,be) = 0}
Si on trouve ¢(z,y, 0) telle que:

T(y, =0yd(x,y,0)) = (x,0:9(z,y,0)), (16)

alors U transformera uj associée & A en une distribution lagrangienne

associée a 7(A) = A.
On dit alors que la phase ¢ est associée a la transformation canonique 7.

Par exemple, la phase ¢(x,y,0) = (y — ).0 est associée & 7 = id et les
o.i.f. associés sont des opérateurs pseudodifférentiels.

La transformation de Fourier est aussi un o.i.f. de phase ¢(z,y,0) =
—xy + %92 que lon peut réduire en intégrant en 6 en ¢(z,y) = —zy.

b Le composé de 2 o.i.f. U; et U; associés aux transformations canoniques
71 et 7o, de symboles principaux a; et as est un o.i.f. U associé a la
transformation canonique 7 = 7 o 75. Avec des choix de phases et de
normalisations adéquats, le symbole principal de U est a = ajas.

Egalité microlocale entre opérateurs pseudo-différentiels.

Définition 3 Soit U un ouvert. On dira que deux opd P et (), de symbole
de Weyl p et q appartenant o S™F, sont égauz microlocalement sur U si
(p—q)jv € S°*. On note alors:

P~y Q.

Si P ~y Q, alors pour toute famille h-admissible ¢p,, on a WF"((P —
Q)on) NU = 0.

Calcul fonctionnel.

On utilise par exemple le calcul fonctionnel développé dans le livre de
D. Robert: [32] (on peut aussi utiliser les extensions quasi-analytiques:

11



2.2

cf. Melin-Sjostrand). Il permet de définir F(A(h),h) comme un opéra-
teur pseudodifférentiel lorsque A(h) est un opérateur autoadjoint, pseudo-
différentiel de symbole classique semi-borné inférieurement et lorsque F
est une fonction C'*° vérifiant une condition de décroissance & 'infini du
type:

F(@)| < COL+[a))™, s >0,

(cf. [32, Théoréme II1.11, p. 142]).

Le résultat est local: le symbole principal de F/(A) en (x,¢) dépend de F
au voisinage de ap(z,§) et de aj au voisinage de (z,§) (ici aj, désigne le
symbole de 'opérateur A et ag son symbole principal).

De plus, on a:

FG(A) ~ F(A)G(A).

Passage de T*IR a T*1.

Le point crucial qui permet de passer de IR & I est que:

u(e) = g [ FE e — guly)dy = O),

pour toute troncature y € C§°([—4,0],IRT) valant identiquement 1 dans un
voisinage de 0. (Ici v = O(h®) signifie que pour tout compact K de I, et tout
entier N, il existe Cy x > 0 telle que |v| < C xh™).

On peut donc définir action d’un o.p.d. sur une fonction définie sur I a
O(h®) prés (au sens ci-dessus) de la faGon suivante:

on se fixe un compact K de I,

on prolonge une famille ¢ définie sur K & I tout entier de sorte que ¢y,
vaille 0 au bord de I, et qu’on ne change pas ¢ dans un voisinage de K,

on prolonge alors ¢, a IR tout entier par 0

on calcule 'action de l'opd sur la famille ¢; prolongée, on en prend la
restriction & K

le résultat ne dépend pas de la maniére de prolonger a des O(h®) preés.

Pour passer de IR & un ouvert I, il suffit donc de prendre les traces sur I des
distributions, front d’onde et symbole.

D’autre part, comme le symbole de F(A(h),h) est un objet qui se calcule
localement, on peut également définir un calcul fonctionnel sur I & O(h*°) pres.
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2.3 Solutions microlocales.

Définition 4 Soit P un opérateur pseudo-différentiel et ¢y, une famille h-admissible.
On dit que ¢y, est solution microlocale de:

P¢p, =0 surU (17)

st
WFMPep)NU = 0. (18)

On notera alors Poy, ~y 0.

Comme les opérateurs pseudo-différentiels n’augmentent pas le front d’onde,
si WF"(¢5,) NU = ) alors Pgy, ~y 0. On est ainsi amené a la:

Définition 5 On dit que deuz familles admissibles ¢y et ¥y sont microlocale-
ment égales sur l'ouvert U si:

WE (¢, —p) NU = 0. (19)

On notera alors ¢p ~y V.

Remarque 4 Il faut noter que, contrairement & l’espace des solutions exactes
de l’équation de Schrédinger sur 1:

(~5H*D + V()b (x) = Bon(a),

qui est de dimension 2, l’espace vectoriel des solutions microlocales de cette
méme équation sur un ouwvert de T*I (quotienté par I’égalité microlocale) peut
étre de dimension arbitraire (selon le choix du potentiel V (z)).

Ainsi, si on prend une énergie E telle que V(x) — E posséde 3 puits, on peut
facilement construire 3 solutions microlocales indépendantes.

3 Forme normale.

Le but de cette section est de montrer le: b Soit A un opérateur autoadjoint sur
son domaine, de symbole a(z,§), et soit P = %(x(“)m + 0,x) de symbole p = z¢.
Supposons que:

e a(0,0) =0,
e a/(0,0) =0,
e a’(0,0) est non dégénéré et de signature (1,1).

Il existe alors un opérateur intégral de Fourier U, une famille de fonction f; €
C*(IR, IR) et un réel 6 > 0 tels que:

o fr~ Z:O:o fkhkv

13



o f20) =0, (f°)(0) #0,

U fn(A)U ~[_s 62 P, (20)

L’analogue analytique de (B0) a été traité par B.Helffer et J.Sjostrand dans
Pappendice b de Harper III ([27]), le cas C° a été prouvé par J.Sjostrand tout
d’abord pour une hessienne définie (positive) en 0 ([BR]), puis en toute généralité
dans [B7] (mais les auteurs de ce travail I'ignoraient!).

L’existence de U se montrera en deux étapes:

e Construire un o.i.f. tel que (BQ) soit vérifié modulo un o.p.d. d’ordre
Sli—ee,

e En conjuguant par un o.p.d. du type I+O(h), ramener l'erreur a un ordre
S0,

Premiére étape.
Appliquons le lemme de Morse isochore (cf. [I2, Théoréme 1]) en dimension 2
a IR? = R, x IR¢. Le symbole a vérifie les hypothéses du Théoréme 1 de [12]
donc il existe un diffeomorphisme F' € C*°(IR?, IR?) tel que sur [—§, §]*:

F(0,0) = (0,0), F'p=f(a), F(dvAd§)=dxAds,
pour une fonction f € C*°(IR,IR) vérifiant f(0) = 0 et f/(0) # 0. Comme

F conserve le volume, c’est une transformation canonique, on peut donc lui
associer un o.i.f. U tel que:

U~ f(A)U et P ont méme symbole principal sur [, )%
Ce que l'on peut traduire par:
U,/ U fi(A)Uy = P+hP;, ou P; est un opd d’ordre %>, (21)

avec ici Uy = U, f1 = f et la convention pour la suite que 1’égalité entre
opérateurs signifie égalité microlocale sur [—6, §]%.

Deuxiéme étape (récurrence).
L’hypothése de récurrence est la suivante:
11 existe une suite d’o.i.f. (Uy) et de fonctions fx(E,h) € C*(IRgx]0, ho], IR)
telles que:

U fu(A)Uy = P+ h*P,, Py opd d’ordre S~ (22)

U, — Up_1 = O(h*™ 1) comme o.i.f. pour k > 1 (23)

fu — fro1 = O(KF 1) (k> 1). (24)

Au rang n = 1, notre fonction f; est indépendante de h. Construisons

maintenant U, 11 et f,+1 en posant:

Upi1 = U, (I+h"V,,) ot V,, est un opd d’odre S~ f, .1 (E,h) = (id+h"0,,(E))of,(E,h).
(25)
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Effectuons:

Ut fa(A)Unsr = (T+h"V,) 72U o (AU (T+R™V,) = (T4+K"V,) ™ H(P+R"P,) (I+h"V,),
d’apres (BZ). Donc:

Uty fas1 (A)Ungr = (Id+h"0,)o((I+h"V,) " (P+h"P,)(I+h"V,,)) = P+h"Qu+h" 1 P, i4,

ou @, est I'opd de symbole ¢, = 0,,(p) + pn — {vn,p} et o0t P11 est un opd
d’ordre S%—°,

Il nous reste a trouver 6,, et v, tels que ¢, = 0. On résoud d’abord formelle-
ment cette équation en utilisant des développements de Taylor en (0,0). Notons:

Pn ~(2,6)—(0,0) Z pﬁfxifj (26)
4,j>0
0n(E) ~p_o Yy _0LEF (27)
k>0
Un ~(2,6)—(0,0) Z vlz'el, (28)
i,7>0

ot les inconnues sont les 6% et les v¥. L’équation g, ~(2,6)—(0,0) 0 donne pour
le coefficient de 2!¢™:

(I = m)vi™ + Pl + G bl = 0, (29)

ou 0y, désigne le symbole de Kronecker.
Le choix de 6F et v% vérifiant (R9) est toujours possible, il suffit de poser:

1
O, = —phsil=m, "= ——p"sil#m,

la valeur des v/ importe peu, on les prendra par exemple tous nuls. On construit
(par le procédé de Borel) des fonctions C* 6, et 0,, ayant ces développements
de Taylor. Puis on effectue la translation d’inconnue:

Uy =V 4 Uy,
et il s’agit alors de résoudre ’équation:
HyV =g, otg=—(pn+ Hp(tn)+ 0n(p))- (30)

Comme la fonction g est plate a Porigine, on peut résoudre (BU) dans les fonctions
plates a Porigine (cf. Guillemin-Schaeffer |9, Théoréme 2, Section 4, p.175]).
On choisit alors f;, et U tels que:

fh ~k—oo fk, U ~k—oo Uka

ce qui termine la preuve du théoréme B. <
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4 Le modeéle P = (zL 4 1),

On vient de voir au §f comment I’étude des solutions microlocales de ’équation
de Schrodinger peut étre ramenée a celle des solutions microlocales de P — F.
1l se trouve que ’équation (P — E)v = 0 posséde une base de solutions vy
particuliérement simples et faciles & étudier. Apreés avoir décrit ces solutions et
calculé leurs transformées de Fourier (§f.]), nous étudions les solutions microlo-
cales qui sont également engendrées par vy et les décrivons en dehors de (0, 0)
comme des fonctions oscillantes au sens de 4] associées a la variété lagrangienne
Ap = {(2.€)] a¢ = E} (E2).

Il reste alors & évaluer la masse totale du carré Q = I? (avec I = [—1,+1])
pour la mesure de concentration microlocale associée a une solution microlo-
cale combinaison linéaire de vy et v_ (§f3) et & montrer que toute solution
microlocale de P — E sur () est microlocalement combinaison linéaire de v et

- (§£.9).

4.1 Solutions de (P — E)v = 0.

L’équation différentielle du ler ordre
(P-—E)p=0
admet une base de solutions distributions v4+ données par
vi (@) =Y (da)|e| "2 E

ot Y est la fonction caractéristique de 0, +o0].

Ce sont des distributions tempérées qui forment une famille admissible au
sens de §2.

On peut en calculer la transformée de Fourier qui est donnée comme intégrale
semi-convergente par:

04(€) = \/ﬁ/ —i% vy (z)dx . (31)

Par un argument de déformation de contour dans le plan complexe, on ob-
tient aisément ’expression suivante qui fait intervenir la fonction I':
lel E

1 x

—ig I o () F (30

e 'n EA F( +i—), (32)
27 [€] 2 h

04(8) =

ot o(§) = £1 suivant le signe de &, et

16



4.2 Solutions microlocales de P — E.

Soit x € CS°(IR) égale a 1 sur I et a 0 hors de 2I. On définit un opérateur
pseudo-différentiel IT microlocalement égal a I'identité dans @ par la formule:

1

[ [ ettt (33)
On introduit alors les microlocalisés de v4 dans @) par:
w4+ = H’Ui . (34)

Les microsupports de w4 sont respectivement contenus dans 2QN{x > 0} (resp.
2Q N{x < 0}). De plus, wy sont clairement des solutions microlocales de P — E

au sens que:
QNWEL(P - FE)wy) =0,

et sont microlocalement égales & vy:
QN WFh(wi - ’Ui) =0.

Dans @ \ (0,0), wy sont donc des fonctions oscillantes associées respec-
tivement aux variétés lagrangiennes Ay p = {(z,§)| ©€ = E, x > 0} (resp.
A_ g ={(z,9| z§£ = E, <0}, comme c’est le cas de vy.. Pour en calculer les
symboles, on suppose |E| < 1. On définit ainsi 4 composantes de la variété Ag
dans Q\ (0,0): Ain,y = {(2,€) € Ap| € > [al}, Agn_ = {(2,€) € Ap| € < —Ja]},
Aoutrs = {(2,€) € Al & > €]}, Agur,— = 1(2,€) € Ap| @ < —|€]}, et, & chacune
de ces variétés, on associe une fonction oscillante:

1 i E In |z
Pout,+ = Y(iﬂ?)m@z nl || s (35)

T gl (36)

Ain. = Y(+£
Pin,+ (£6) a

Il faut remarquer que ces intégrales oscillantes sont normalisées de fagon que
le carré de leur symbole principal soit exactement les mesures de Lebesgue g
sur Ag, normalisées en sorte que:

/ o (6m) = 1t —1] |
[t,t']

ou ¢, est le flot hamiltonien xa% — 56% de p = z€.

Soit ¢p, une famille h-admissible microlocalement combinaison linéaire de v
et v_ dans Q (nous verrons & la proposition B que c’est la cas de toute solution
microlocale dans @ de P — E). Alors ¢y, s’écrit dans @\ (0,0) comme la somme:

(bh = Z(xigpin,i + yi@out,i) .
+
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N+

Aout,+

Aout,f

Aip —

Figure 1: Les variétés Ajn + et Ague +.

mais bien entendu comme l’espace engendré par vy et v_ est de dimension 2
(mod O(h®)), il y a des relations données par la matrice de transfert 7"

(2)-()

Les calculs de 1] permettent de calculer T" mod(h), en effet pour v et donc
pour wy modulo O(h™), on a:
1 e ni0E_pn 1 B
=1 =0 — _— iglnh iz(QW—Z)r - et
Y+ y Y y Tt \/ﬁe € (2+Zh)7
et des formules analogues pour w_. On en déduit que la matrice T' est donnée
par:

T — Ll—\(l _ig)e§(2%+i)e—i%1nh 1 —ie‘%ﬁ +O(h°c) (38)
Var 2 h —ie”®T 1 '
Remarque 5 e On vérifie facilement que T est unitaire grace & la formule

des compléments:
PG P = "
—4iit)| = —— .
2 cosh(mt)
On en déduit en particulier que:
[+ o = [y |? +[y-[* mod(h™) . (39)
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Notons que pour l’équation de Schriodinger, 'unitarité de la matrice T
pour les solutions BKW peut se démontrer directement par conservation
du wronskien.

e Lorsque E tend vers une limite non nulle, on peut appliquer la formule de
Stirling pour approcher la fonction Gamma et retrouver la forme habituelle
de la matrice T':

— Si E >0, a une phase prés on a:

10
(o 1)

— Si E <0, a une phase prés on a:

T:(?é)

Le calcul précédent donne le comportement de la mesure de concentration
microlocale pj d’une solution ¢ = yywy + y_w_ en dehors de (0,0): cette
mesure est donnée par:

Mn = Z |xi|25in,:|: + |y:|:|25out,:|: ) (40)
+

ol 0jp,+, etc..., sont les mesures invariantes par le flot ¢; normalisées comme
plus haut.
4.3 Mesures de concentration des solutions microlocales.

Nous allons prouver 2 estimations sur la masse totale up,(Q) pour une solution
microlocale w = yyw, +y_w_ de P — E dans Q.

Proposition 1 Pour |E| <1, p(Q) = O(|Inh|)(|z4]* + |2-|?).
Preyve |On a besoin du:

Lemme 1 I existe une constante M telle que, pour réel A et toute fonction
X € C°(]0, 0], [0,1]), décroissante, on ait:

Ry dv
i(v—Alnw) < M.
[ et 2 <

Preuve |(du lemme)

) A s —_ . . NN . T

D’abord, grace a une intégration par parties, on se raméne a majorer |,

uniformément par rapport & 7. On fait alors le changement de variables v =
|Alw, qui produit I'intégrale

T/
\/W/ ei\A\(w:I:lnw)d_wdw )
0 Vuw

19



Aprés avoir éventuellement exclus un voisinage de +1, point critique de w—In w,
que l'on traite par la phase stationnaire, on majore le reste de 'intégrale par
une intégration par parties. <

Il est d’abord clair que, comme pp,(K) = O(|z1|*+|z_|?) pour tout compact
K disjoint de (0,0), on peut obtenir 1’évaluation voulue en majorant

< 0p™ (a)w|w >
pour un symbole a quelconque égal a 1 prés de ’origine. En particulier, on peut

choisir
a(z,y,§) = x(2§x(y) ,

ce qui raméne & montrer la majoration:

| 1P = o (e + o)

On peut réécrire, pour w = w,, par exemple 'intégrale de 0 & 1 sous la

forme .
1 o d
Io=— | a / emhae-Emay () T2
27Th 0 0

Nz

on pose x = hy/, puis £ = hn, il vient:

dn i ny) Yy Y 2
L= |/ SRR T

La majoration voulue est alors conséquence du lemme et d’un découpage

1
de lintégrale en fol + flh, la premiére intégrale étant facile & majorer grace a

Pestimée: oo
| / — O(Vil) -

Un scénario analogue donne une majoration de I_ et de méme pour w_ et
donc par U'inégalité triangulaire le cas général.
Proposition 2 Si E = O(h), un(Q) ~ |Inh|(|z4 ]2 + |z_|?).

Preuve |

11 faut calculer le comportement asymptotique de la norme L? des solu-
tions microlocales lorsque £ = O(h). La méme remarque que précédemment
s’applique et on est donc amené a déterminer I’asymptotique de

[ terac

En particulier pour w = wy, on a:

d
f+—/ i (€) e = 5 da/ mHEE )y () T
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Et comme plus haut, il vient:

1 o0
I, = 1o @|/ e—i(y—%lny)x(g)ﬂﬁ .
2 Jo m Jo VY
Et donc, on a (pour E = O(h)):
1.1 E .,
L ~h—o o I0(5 +Zﬁ)|26’1 |Inhl, (41)

et de méme pour la norme L? sur [—1,0], en changeant E en —E. Finalement,
on obtient:

1
/ oy (€)PdE ~ |Inh] . (42)

-1

Il faut en outre prouver que
1
/ wiw_dz = o(|Inh|) .
-1

Des calculs analogues a ce qui précéde montrent que:

L - 1 1 E,
| (@it ~ gING +i) P

tandis que lintégrale sur [—1,0] a un équivalent opposé.

4.4 Espace vectoriel des solutions microlocales de P — E.
Le but de ce paragraphe est de montrer la:

Proposition 3 Soit |E| < 1. Pour toute famille h-admissible ¢y telle que
WFh(P — E)én) N[~1,1)2 = 0, il existe x4 et x_ tels que WF"(¢p, — x vy —
r_v_)N[—1,1)> = 0. Autrement dit, I’espace vectoriel des solutions microlocales
de P— E sur Q = [—1,1]? est de dimension 2.

Preuve |Soit donc ¢, une famille de fonctions telles que:

(50, + )~ E)on = . (13)

On proceéde par généralisation successive du second membre.

1. ¢y = 0 sur [-1,1]. Alors la méthode de variation des constantes sur
Pintervalle ]0, 1] montre que pour = > 0, il existe z € €' tel que v = zv4.
De méme sur [—1,0[. Donc, la famille h-admissible w = ¢y, —z vy —z_V_
est solution de (fJ) (avec 1, = 0) et son support est inclus dans {0}.

On écrit maintenant:

N
w = Z O[k(s(()k),
k=0
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ou a €' et (5(()k) désigne la k-iéme dérivée de la masse de Dirac en 0, on
remplace dans (fJ) ce qui donne:

N

kZ_(J(%((k P14 5) - Bawd) =0,

d’ott 'on tire la nullité des «y puis de w d’ou la proposition dans ce cas.
Remarquons que si ¢, = ZQ/I:O Bk(S(()k) avec [, = O(h®™), on trouve que
les a; sont O(h*°) et la proposition est encore vraie.
. Y = O(h®™) sur [—1,1].
La méthode de variation des constantes donne sur |0, 1], ¢p = z4v4 ou
x4 est solution de:

h

;wil = ¥,

d’out:
vo@) =+ [ o0t =20 () +00),

et de méme sur [—1,0[. On est ainsi ramené au (a) donc la proposition
reste valide.

. Cas général.

On construit une partition de I'unité:

IT=x+x-+x+,

avec Suppx C [—2,2], x = 1sur [-1, ], Suppx+ C [§,+oo[ et Suppx— C
| - o0, ~1].

On observe que ﬁIE et - sont des solutions microlocales de P — E

localisées respectivement dans £ > 0 et £ < 0. Appliquant le lemme P, p.
@, on choisit alors des constantes C'y et C_ telles que:

o WFM oy — C1oy")n) = 1,1[x]5, 1[= 0,
o WFM¢y —C_o=F)n[-1,1]x] -1, -L[= 0.
On pose: . ) A
on = xon + Cyx407" + Cox 0" (44)

On a alors ¢p ~[_1,1)2 q@h et

(P — E)¢y = O(h™®) sur [-1,1].
On applique le (b) et on retombe sur on ~qg Civy + C_v_. Le choix
des coefficients de vy et v_ est alors imposé par le comportement prés
du bord du carré Q: Cy et C_ se calculent & partir de C’+ et C_ par
I'intermédiaire de la matrice de transfert 7. Ce qui termine la preuve de
la proposition.
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Il nous reste donc & montrer le:

Lemme 2 On se place ici en dimension n = 1. Soit P un opérateur pseudo-
différentiel classique de symbole principal p réel. Soit U un ouvert de T*I ety
un arc de bicaractéristique contenu dans p~1(0) tel que

Un{p=0}=v et dp,#0.

Alors ’espace des solutions microlocales de P dans U, modulo [’équivalence
microlocale dans U, est de dimension au plus 1.

Preuve |

Soit v une solution microlocale de Pv ~y 0, non nulle microlocalement, (s’il
n’en existe pas, il n’y a rien a montrer).

Rappelons que le théoréme de propagation des singularités permet de mon-
trer que si WE"(P1y,) Ny = 0 alors, soit v C WE"(3y,), soit yNW F(¢)y,) = 0.

Soit ¢ une autre solution microlocale de P¢;, ~y 0, il suffit donc de trouver
un symbole f(h) tel que, pour (zg,&) € 7 fixé, (z9,&) ne soit pas dans le
W gn — f(R)o).

Comme ’étude locale de tout symbole p tel que p(zg,&p) = 0 et Vp(zg, &o) #
0, est “symplectiquement équivalente" a I’étude de p = £ en (0,0), on est ramené
a montrer le lemme pour Popérateur %5} dans un voisinage de (0,0).

Soit donc ¢y, solution de:

o.on =, WE'ra)nU =0, (15)

ou U est un voisinage ouvert de (0,0). On pose 7, = x7p, ol x est une troncature
a support dans la projection sur z de U. D’aprés (£f), il existe & tel que:

€l <& = [Tu(§)] = O(h™).
On pose alors pour une troncature x & support éloigné de 0 et valant 1 pour

€] > &o:

puis ¥ (x) = (%s)(m)

On a maintenant:

donc: 4
WFh(gaﬂ/Jh —7y) =0,
puis:
wE o - o) 0 (= 1} x ) = 0. (46)

i
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Comme W E" (v,) N (IR x [—&o, &]) = 0, retirer la “solution particuliére" v, de
¢r ne modifie pas ¢, microlocalement (quitte a réduire U). D’aprés (£§), on
est ainsi ramené au cas ou r, = O(h*°). On a alors:

on(z) = C(h) + % /Ow ru(z) dr,
puis:
WE" ¢, —C(h).1)NU =0,

ce qu’il fallait démontrer.
De plus, les symboles f(h) définis sur des ouverts V' C U se recollent bien le
long de vy d’aprés la démonstration ci-dessus (unicité), d’ou le lemme. ¢

Remarque 6 Si on souhaite calculer f(h) dans le cas d’un opérateur P général,
on prend un quasi-mode v, on calcule le développement asymptotique

g(h) = / e h o (@) (x)d

ot (x0,&0) € v et ot n est une troncature valant 1 prés de xq, puis on trouve:

fh) = s / ¢ () (x)da.

5 Concentration microlocale prés d’un point d’équilibre
instable.

b Soit I un intervalle ouvert de IR, V € C°°(I,IR), tel que V(0) = V'(0) =
0,V”(0) < 0. Soit p(z,§) = 162+ V(x), on suppose que A = p~1(0) est connexe
et ne contient pas d’autres points critiques de p que (0,0).

On pose (voir figure B, p. B4):

AF ={(z,6) € Az > 0,46 >0}, AF ={(2,6) € Alz < 0,££ >0} .

On note par 8, la masse de Dirac en (0,0) et 6 (resp 67) les mesures de
Lebesgue sur Af (resp Aj:) associées a la paramétrisation comme orbites du flot
hamiltonien Y, de p.

Soit

2
H = e +V(x)

et oy une famille de solutions de
(H—E(h)en =0,

ot E(h) tend vers 0, et telles que la norme dans L?(I,dz) de ¢y, vaille 1.
Alors on a, en désignant par pj les mesures de concentrations microlocales
associées aux @p:
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Figure 2: Les variétés Ag+ et Ag 4.

e (a) pyp, tend vaguement vers 0,

e (b) VK C A, compact dont l'intérieur évite au plus une branche Adi7 A;t,
on a

C(K)
|Inh|

pn(K) =
Ce résultat est encore vrai si on suppose que |E| < C pour C assez petit.

e (c) De plus, si E(h) = O(h), dans 'espace des mesures de Radon réelles
sur A\ (0,0) muni de la topologie de la convergence vague, les valeurs
d’adhérence de

| In 7| i,

sont dans la somme directe des enveloppes convexes

—V"(0)conv (5,6, ) & conv(d;, 6, ) .

Preuve |

Le (a) résulte du fait que la seule mesure de probabilité invariante par Y, et
portée par A est J,.

Pour prouver les autres résultats, il suffit en fait d’en prouver une version
microlocale prés de (0,0) et donc de travailler sur le modéle P.

Pour avoir la version globale, il suffira alors d’utiliser le théoréme d’Egorov
qui donne linvariance des py, & O(h) pres par le flot de Y,.
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Preuve de (b): 1l résulte du théoreme B, p. [[3 que P est microlocalement
conjugué a f5(H) pour un symbole convenable:

fu(t) ~ > frlt)h¥,
k=0

de plus on a évidemment f;(0) = (—=V"/(0))~'/? qui résulte de I’identification
des déterminants de la dérivée seconde en (0,0) de fo(3£% + V() et de z.£. 11
existe donc un symbole gF(t) tel que (uniformément par rapport & E) on ait:

fn(t) = fn(E) = g5 (t) x (t = E)
d’ott 'on déduit la conjugaison microlocale des opérateurs
P — fu(E) avec g (H)(H — E)

et donc on peut identifier les solutions microlocales ¢, de (H — E)¢;, ~ 0 aux
solutions )y, de (P — fr(E))wp = 0. On désigne alors par vy, [respectivement
pr] les mesures de concentration microlocales de v, [¢p], elles sont, modulo
O(h), transformées les unes des autres par F. On en déduit alors, grCce a la
normalisation des ¢y, et en désignant par () un voisinage assez petit de 0,

v (Q) =14 O(Jz4[* + [z %)
et cette quantité est majorée par (d’apres la propostion [I]):
va(Q) < Cllnh|(|lz4? + |z—|?).

Donc, comme v, (F(K)) > C'(Jz+|? + |x_|?), on en déduit:

pn(K) >

ie. (b).

Preuve de (c):

Cela résulte comme précédemment de ’étude du modéle, il faut seulement
faire attention que

Yf( = f,(p)yp

ce qui change la normalisation des mesures de Dirac sur les variétés lagrangien-
nes p = 0 par un facteur f}(0) = (—=V"/(0))~1/2.

Globalisation:

Elle se fait simplement grace au théoréme d’Egorov. <

p)

Pour mesurer la pertinence du théoréme précédent, il est bon de savoir qu’il
y a effectivement des valeurs propres dans l'intervalle [—Ah, Bh] lorsque par
exemple on s’intéresse au probléme de Dirichlet dans un intervalle compact L
de R.
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Cela peut se faire en utilisant les résultats précédents et nous montrerons
dans [IT] des résultats sur les conditions de Bohr-Sommerfeld modifiées qui don-
nent des renseignements trés précis sur le calcul asymptotique des valeurs pro-
pres. On peut aussi appliquer les résultats de [d] qui assurent que ’asymptotique
de Weyl continue & s’appliquer:

1
Na,p(h) = #{\j(h)| —Ah < X\;(h) < Bh} ~ 2h | e )< dzd . (47)
- Spx,8)>

Ce qui donne ici un nombre de valeurs propres Na g(h) ~ Ca p|Inh|.

6 Surfaces de révolution a courbure —1.

On considére une surface de révolution:

IR
2nLZ

x [—a,a] (a >0, L>0), (48)

munie de la métrique riemannienne:

ly| < a, (49)

R
d2: h2 d 2 d2
S cosh™y ax” + y’x€27rLZ’

A courbure sectionnelle constante —1 et d’élément de volume:
dy = coshy dzdy . (50)

Le laplacien riemannien s’écrit donc:
A:—i——a——tanh(y)a2 . (51)

Le but de ce § est de montrer comment une séparation des variables pour le
probléme de Dirichlet sur X permet de ramener 1’étude asymptotique des valeurs
propres de A a ’étude semi-classique précédente; on en déduira 'existence de
fonctions propres qui se concentrent sur la géodésique vy d’équation (y = 0).

On supposera pour simplifier que L = 1 dans la suite, la géodésique y est
donc de période 2.

Soit U 'isométrie de L?(X, u) sur L?(X, dxdy) définie par U f(z,y) = f(x,y)+/cosh(y)
et soit A = UAU™, qui est autoadjoint sur L?(X, dzdy) avec les conditions de
Dirichlet sur 9X. On a facilement:

G O A | 1

+—(1+

A=se—— — —
cosh?y 0z 9y? 4

cosh? Y

L’opérateur _ia_ax commutant avec A on peut les diagonaliser simultanément
(cf. [7]) et trouver une base de L?(X, dxdy) formée de fonctions de la forme
ikx

ora(T,y) = apa(y)e™™
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ol Agpk)\ = Ak, a, ce qui équivaut a:
Hyagn = Aagx , (52)

avec:

1
cosh? Y

1 1
pra(ta) =0, Hyp = 9" + Wiy, et Wi = 5 + k% + (5 + k?)(

-1).
2 4 )

On pose maintenant V(y) = 1/ cosh?y — 1 et 'équation (52) devient:

1 1
(G HRIVE == (G
Compte-tenu du graphe de V', I’équation précédente est justiciable du traitement
semi-classique vu plus haut, la région |E(h)| < C correspondant a:

VA

o — U=
||

et la région |E(h)| < Ch correspondant a:
VA= k|| <C .

(voir la figure E, p- @ qui représente le spectre conjoint de v/ —A et de %81)
On obtient en particulier ’asymptotique suivante: b Si on pose W (A, B) =
{(\ k) € Spectre(A, —iZ)|A < VA — |k| < B} et N(k) = #W (A, B), on a:

N (k) ~ (B-4)

In |k,
lorsque k — oo.
Ces fonctions propres ¢, » se concentrent sur la géodésique fermée -y & une
vitesse logarithmique (d’aprés le théoréme f (b)):
Pour tout a > 0, si K, = {|y| > a}, il existe C, > 0 tel que:

Ca
In >\k,)\ '

(A k) e W(A,B) = / [ e
Ko

7 Vitesse de concentration a courbure —1.

Considérons maintenant le cas d’une surface X = H/T' compacte a courbure
—1 et soit v une géodésique fermée simple, d’holonomie triviale; v admet donc
dans X un voisinage X isométrique a la surface de révolution précédente.

Soit (¢, Ar) une suite d’éléments propres du laplacien de X avec Ag; = Ay,
llei]l = 1, Ay — oo et supposons que:

i) fXO‘PZZZC>07

ii) VK C Xo, tel que yNK =0, [, 7 — 0.
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Soit p; la mesure microlocale sur le fibré unitaire cotangent S*(X) ([d])
associée & ¢ et 1o, une limite vague quelconque des ;. On note 7 la projection
canonique de S*(X) sur X. Si pui sont les mesures de moyenne sur v avec
les 2 sens de parcours dans S*(X), il est clair que p ayant son support dans
la réunion de S*(X \ Xo) Um (), feo est somme d’une combinaison linéaire
aipy +a_p_ et d'une mesure nulle sur 7~ 1(Xg). Si on suppose ¢; réelle ce

1

qu’on peut toujours faire, alors 5 > a4 =a_ > 0.

On a alors le: b VK C X, tel que K rencontre les 2 composantes connexes
de Xy \ v, on a:
1
2>0.—
/]{wl = lnAl )
avec C' > 0. _
Preuve |Soit ¢, = Y ay(y)et*® la série de Fourier de ¢; dans Xp. On a

évidemment
Y llaal*=C >0,
k

uniformément par rapport & [. Soit maintenant, P = A‘laa,—; + 1, qui est un
pseudo-diff. d’ordre 0 dont le symbole principal

£2
=-1--—
p(x’y7€7n) ||(£’7])||2 )

est nul sur yv4 = 7~ !(y). La définition des y; et de pio, implique que on Py —
0 quand [ — oo. On en déduit

kZ
>~ V2l =0,
l

quand [ — oo. Soit, en posant,

k2 1
Zy=Ak/|——-1 < -}
L= (/15— 1< 5)

> larall* > C > 0.

kez,
On en déduit le résultat par application du théoréme f a chaque ax;, k € Z;.

O

Conclusion:
1l semble résulter des paragraphes g et [1 qu’il n’est pas impossible d’avoir une
concentration sur v mais que cela a alors lieu & une vitesse lente (cf. [33] et

[34])-
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k k = (cosha)v\

|E| < Ch

C/

e

|E| < Ch

k = —(cosha)vA

Figure 3: La zone “semi-classique" du spectre conjoint.
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