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Un graphe fini est dit planaire si on peut le dessiner dans le plan sans
que les arétes se recoupent. Un probléme bien naturel et résolu par
Kuratowski [KI] est de trouver une caractérisation des graphes planaires.
On pourra ausi a ce sujet consulter les monographies [BE, WE, TE]. Il se
trouve que les méthodes développées dans nos articles précédents [C-C,
[CV.1:1<i<4] permettent d’exhiber un invariant global associé & un graphe
fini et qui semble nouveau. Cet invariant entier u(I") satisfait le:

THEOREME. [ est planaire si et seulement si u(I') < 3.

Les objets de cet article sont la définition de u(I"), I'étude des propiétés
de monotonie par rapport aux opérations de réduction, et de contraction
(au sens de [H-T]) du graphe; la preuve du théoréme précédent ainsi que
d’autres concernant le plongement des graphes dans les surfaces. La
question sous-jacente qui semble la plus importante est: u(I") est-il reli¢ au
nombre chromatique C(I")? Les exemples connus et le théoréme précédent
conduisent & proposer la:

Conjecture. Pour tout I, u(IN) = C(I")— 1.

L’é¢tude de cette conjecture, qui implique le théoréme des 4 couleurs,
pourrait conduire a une nouvelle démonstration de ce dernier théoréme!!

Il faut aussi noter que cette conjecture est plus faible que celle de
Hadwiger [TE p. 52; OE p. 146].

1. CONSTRUCTION DE (1)

Cette construction est basée sur une propriété de transversalité introduite
par Arnold [AD] et décrite dans [CV 3] sous le nom d’hypothése SAH
(“strong Arnold’s hypothesis”).
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12 YVES COLIN DE VERDIERE

Commengons par préciser quelques notations:

I" est un graphe fini, connexe, non orienté, et sans boucles;
V(") ou ¥V, I'ensemble de ses sommets de cardinal v, ou v;
E(I') ou E, I'ensemble de ses arétes de cardinal e, ou e;
& l'ensemble des matrices symétriques réelles v x v.

On note O I'ensemble des matrices de &, telles que si A =(a;)e O, on
ait:
(i) a,<0si{ijleE
(il) a;=0si {i,j} ¢ Eet i#].
A toute mesure v=3,_, V;6(i) (V;>0), sur V, est associée une bijection

A q, de O, sur I'ensemble Q- des formes quadratiques sur R” = L*(V, v)
de la forme

q((x;)) = z Cix? + Z C{i,j}(xi_xj)z’
ieV {ijteE
ou les ¢, ;; sont > 0; cette bijection est définie par

(Ax| Y>L2(v) = q4(x, ¥).

Comme I est connexe, il est classique et facile de vérifier que le spectre
de A€ O est de la forme A, <1,< --- <4,, ol les valeurs propres sont
répétées avec leur multiplicité (convention usuelle).

L’hypothése d’Arnold.  Soit 14€R, ny>1 un entier, on considére la
sous-variéte W, , = des matrices symétriques ayant i, comme valeur
propre de multiplicité n,, et on dira que la valeur propre i, de multiplicité
ny de A€ O vérifie SAH si O et W, se coupent transversalement en A,.

La codimension de W, , étant ny(ny+ 1)/2, ceci ne peut se produire que
sivtezng(ny+1)

Soit L: T,,0r — Q(E,) (avec Eo=Ker(4,— 4,1d), et Q(E,) l'espace des
formes quadratiques sur E,) définie par

L(dA)=<dA [ g,

ou le produit scalaire est celui de L(V, v).
On a le:

CRITERE (*). L’hypothése SAH équivaut a la surjectivité de L.

Donnons maintenant la:
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DEFINITION.  u(17) est le plus grand entier », tel qu’il existe Ay e ¢ dont
la seconde valeur propre 4, est de multiplicité n, et vérifie SAH. Un tel 4,
est dit optimal pour I

Quelques exemples:

1. Si Ky est le graphe complet a N sommets, u(Ky)= N — 1. En effet
T,0x, =% et donc L est surjective pour tout A4,. Il suffit de prendre 4,
dont la matrice a tous les coefficients égaux a —1 et le spectre ~N<(0=
0=0... =0. Réciproquement si A, est de multiplicit¢ v —1, I est le
graphe complet K, : en effet, I'espace propre E;, est alors 'orthogonal de la
fonction propre ¢, € E;,. Pour fe £,,, on a donc

v

Y auf()=ue f(1);

i=2

donc s’il existe / tel que a,,=0, il y a une autre relation que I'orthogonalité
a @, entre les valeurs de f(i):donc Vi, a,#0, on voit ainsi que I" est
complet.

2. Si K ; est le graphe complet bipartit a 6 sommets, on a u(K, ;) =4
(la figure 1).

En effet, u(K;;)<4 daprés la remarque précédente. Soit 4, telle que
a;=0 et a;= —1 si et seuelement si {i,j}eE. Le spectre de A, est
—3<0=0=0=0<3. L’espace propre E,=Ker 4, est défini par

Eo={(x)x;+x3+x3=0, x4+ x5+ x4=0}.

Soit L,(x)=xalors L,, L,, Ly, Ls forment une base de EF. Il est clair
que L7, L3, L2, LY, L Ly, L Ls, L,L,, et L,Ls sont dans I'image de L;
pour ce qui est de L,L, et L,Ls, elles s’obtiennent par restriction de
x3=(x;+x,)% et x2=(x,+x5)* a E,.

3. Si I, est le graphe linéaire 4 N sommets (N>2), on a u(l,)=1.

4. Si Cy est le graphe cycligue & N sommets, u(C,)=2.

5. Si I est I'étoile a 3 branches, u(I") = 2.

Naa - ¢

FIGURE 1
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2. PROPRIETES DE u(/”) RELATIVEMENT AUX REDUCTIONS
ET AUX CONTRACTIONS

2.a. Réduction. Une réduction I'y de I' est un graphe connexe défini de
la fagon suivante: E(I';) < E(I') et V(I';) sont les sommets de V(I') qui
sont extrémités d’au moins une aréte de E(/;). On efface des arétes de I,
puis on efface les sommets de I qui sont isolés par cette opération (la
figure 2).

THEOREME 2.1. Si I'; s'obtient a partir de I par réduction (connexe), on
a w(I')y<ur).

Preuve. Soit n=u(I")) et A, optimal pour I",. On définit, pour chaque
A€ O, et chaque &> 0, une forme quadratique de Q - par

g, a((x))=C-2" xf + Ezrl(xi—xj)z +q.4((x,)),

ou 2’ porte sur V(P\V(I'y), X" sur E(I'\E(I';), et q, est la forme
quadratique associée & une mesure g, sur V(/';). On choisit sur V(1) la
mesure vy = o+ 2'6(i) et C plus grand que toutes les valeurs propres de
q4 pour A voisin de A4,.

Pour ¢=0, le spectre de g, 4 relativement a LY WV(IN), v,) admet
4, =A,(A,) comme seconde valeur propre de multiplicité »n; on a de plus
I'hypothése SAH pour cette valeur propre relativement aux déformations
de . Cette propriété reste évidemment vraie pour g, 4, (¢>0) et 4, bien
choisi proche de 4,. Mais pour ¢>0, g, ,€Q.

2.b. Contractions. Soit I' un graphe connexe. On dit que I, est une
contraction de I' si I, peut étre défini de la fagon suivante: soit
V(I)=Y_, 4; une partition de ¥(I") en morceaux connexes non(, alors
(la figure 3)

(i) V(Iy)={1,2,.,N},

(i) {i,j} € E(I,) si et seulement si il existe une aréte {a, B} e E(I)
telle que ae 4, et fe A,

3

FIGURE 2
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1 2 3
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I

FIGURE 3

On note:

E,;c E(I') les arétes qui joignent un sommet de 4; & un sommet
de A4;;
n; = #Ei,j§
n=#A4;
I', le graphe tel que V(I;)=A;et El)=E  (i=>1),
p la projection naturelle de V(I') sur V(I);
v=Y,c v 0(a) et vq son image par p : vo({i})=n,.

Onale

THEOREME 2.2. Si Iy est une contraction de I', i(I") = p(Iy).

Preuve. Soit A, € Op, optimal, g, € O, la forme quadratique associée
relativement 4 vo, 4,(4,), Fy=Ker(4,— 4,1d), et my= u(I'y) = dim(F,).

L'espace L*(V(I,), v,) sidentifie naturellement et isométriquement par
f+>fop au sous-espace E, des fonctions de L*(V(I'),v) constantes sur
chaque 4,.

A toute forme quadratique ge Q,, il est donc naturet d’associer un
relévement p*(q), forme quadratique sur L*(V(I'), v) vérifiant p*(q)(fop) =
q(f). On peut par exemple définier p*(q) en prolongeant linéairement les
formules

1
prxl)=— ¥ x;

I xe A,

i 7
p*((xi_xj)2)=_ Z (ya—yg)

iJ {a. BleE;;

Soit maintenant ¢q,€ O, (i> 1) définies par

g:(y)= Y (ra—yp)

{a. B} € E(I})

S82b75071-2
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A tout A e ¢, de forme quadratique g, € Q r,, on associe, pour tout ¢ >0,
la forme quadratique g, 4 € Q- définie par

N
Gea= 2. q9i+ep*(q.)
i=1

Lorsque ¢=0, le spectre de ¢, , se¢ compose de la valeur propre 0 de
multiplicité N et de valeurs propres > 0 (celles des ¢, sur I";). Comme ¢, ,
est une fonction analytique de ¢ et de A, on peut appliquer la théorie des
perturbations analytiques de Kato [KO]: si on désigne par E, , la somme
des espaces propres de g, , correspondant aux N petites valeurs propres de
q. 4, lorsque ¢ est petit, E, , est proche de E, et on peut désigner par U, ,
la “petite” isométrie canonique de E,sur E, et g, ,et g, ,=UZX,(q.. A, A).
La famille §, , de formes quadratiques sur E, est analytique en ¢ et A et
admet pour valeurs propres les N petites valeurs propres de g, 4. De plus
Go.4=0 et donc r, ,=(1/¢) g, 4 est encore analytique en ¢ et A.

On a ry,=q,. En effet ry , est la dérivée en ¢=0, par rapport & ¢
de §, , qui est donc égale (voir [CV 2] pour un calcul analogue) a la
dérivée de g, gy} cest-a-dire p*(q.4) g =494, avec l'identification de E, et
LX(V(Io); V).

Pour &> 0 petit, il existe donc, a cause de SAH pour A4,, un opérateur
A, € 0, proche de A,, telle que r, ,, admette A, comme valeur propre de
multiplicité m,, et donc ¢, , admet ¢4, comme seconde valeur propre de
méme multiplicité. L’hypothesse SAH pour cet opérateur est vérifiée en
utilisant uniquement les déformations provenent de Cf; en effet I'applica-
tion linéaire L, du critére * du §1, L, : T, Or, —» Q(F,) dépend continiment
de ¢ et est surjective pour ¢ =0 car A4, vérifie SAH.

2.c. Invariance topologique? Au vu des résultats précédents, il est
naturel de se demander si (/") n'est pas un invariant topologique de I
Rappelons que deux graphes sont dits homéomorphes si on peut faire une
subdivision de leurs arétes de fagon & obtenir des graphes isomorphes. Ce
n'est pas le cas, comme le prouve l'exemple suivant ou u(/")=3 et
u(I'y)=2 (1a figure 4).

T Ty

FIGURE 4
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3. RELATIONS ENTRE u(I") ET LE PLONGEMENT DE /™ DANS UNE SURFACE

Rappelons [CV 1, CV 4] qu’on peut associer a toute variété compacte X
un invariant entier m(X) défini de la fagon suivante:

m(X) est la multiplicitt maximale de la seonde valeur propre d’un
opérateur différentiel elliptique positif du second ordre, symétrique et a
coefficients réels opérant sur C*(X; R).

Les résultats connus sur m(X) sont les suivants:m(S?)=3 [CG],
m(PXR))=5 et m(R*/Z*)=6 [CG, BN], si B est la bouteille de Klein,
m(B)=5[CV4], et si X est une surface orientable de genre g,
m(X)<4g+ 3 [CG, BN]. Par contre, si dim(X) >3, m(X)= +o0 [CV 2].

On a les

THEOREME 3.1. Si I” se plonge (injectivement) dans X, on a
u()<m(X).

THEOREME 3.2. T est planaire si et seulement si pu(I') < 3.

Le théoréme 3.1 est prouvé dans [CV 4, théoreme 7.1 et corollaire 7.3],
en construisant un opérateur de Schrodinger dont la multiplicité de la
seconde valeur propre est u(I'), a partir d’un dessin de I” sur X. Comme
m(S%y=3, on voit en particulier que si I est planaire, u(f)<3, en
particulier ni K, ni K, ; ne sont planaires d’apreés les calculs du §1.

Il reste & prouver que, si I" n’est pas planaire, alors u(/")>4. Cest une
conséquence des résultats du §2 et de la version due & Harary et Tutte
[H-T] du critére de planarité de Kuratowski [KI]:

TueorReME 3.3 ([H-T]). Si I nest pas planaire, il exists un graphe I,
isomorphe & K; 5 ou & Ks qui est une réduction d’une contraction de I

La preuve se termine alors par la remarque du §1:

WK; 3)=u(Ks)=4.

11 serait intéressant d’avoir des généralisations du théoréme 3.2 a d’autres
surfaces que la sphére.

4. VARIATIONS DE u(I)

Soit I tel que u(I"y=m et A, optimal pour I". Soit X < V(I'); on dira que
X est générique si les formes linéaires L, : E, — R définie par L (¢)= ¢(a)
pour a € X engendre le dual £} de E,. On dira que X est générique positif
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si X est générique et qu’il existe une relation linéaire 3", .y a,L, =0 dans
E{ avec les a,>0. On a alors nécessairement #X >m+ 1.

Soit maintenant I'y= S,(I") défini par adjonction du sommet 0 & [ et
d’arétes {0, a} pour a€ X, alors on a:

THEOREME 4.1. Si I' est générique positif, alors
WSy () =pu()+ 1.

Preuve. 1ére étape: Soit A, optimal pour I, construisons un opérateur
By€ Or, ayant i,=1,(4,) comme seconde valeur propre, de muitiplicité
m+ 1 avec SAH. Soit sur L*(V([,), vo) la forme quadratique g, , définie
pour &= (g, (ea),c x) €t A € O par

4o, a(X0, (X)) = (Ao +80) X5— Y €. XoXs+ (X))
axeX
Lorsque les ¢, sont >0, ¢, ,€Qp. Pour ¢=0, ¢, 4, admet 4, comme
seconde valeur propre avec la multiplicit¢ m+ 1. De plus, cette valeur
propre vérifie SAH relativement aux déformations A€ O, eeR'* *¥: en
effet Papplication linéaire L utilisée dans le critére * est

L(dA, ds)=(d80-x§— Yy daa-xo-xa+dq,,> ,
1Fo

aeX

ou Fy=Ru, @ E, avec vo(i) =J;, qui est surjective sur Q(F,) puisque X est
générique.

Comme il y a une relation de dépendance entre les (L,), .y, On a en fait
Pexistence d’un germe de sous-variété de W, ., 0, pres de ¢g 4:
Pespace tangent a cette sous-variété contient le vecteur donné par

de, = a,,
dso = 0,
dA=0,

qui est dans Ker(L). Comme les a, sont > 0, cette sous-variété rencontre
@I‘O-

2¢éme étape: La deuxiéme étape dépend du
THEOREME 4.2. Si I s’obtient a partir de I'y, par la réduction obtenue en
otant des arrétes issues du méme sommet 0, on a u(I'y)= p(I") ou p(I)+ 1.

Preuve. On sait déja d’aprés le §1 que u(I') < u(lp). Soit A, optimal
pour Iy et E, l'espace propre correspondant. Soit F, < E, 'ensemble des
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Ky 3 Ks

FIGURE 5

@€ E, telles que @(0)=0. F, est visiblement le second espace propre d’un
opérateur B, de O (supprimer dans la matrice de A4, tous les coefficients
ap et ag;) et on a encore la propriét¢é SAH, comme on peut le voir en
utilisant le critére * puisque L(LoL;), s =0 (i sommet adjacent a 0).

On peut aussi obtenir un corollaire amusant: désignons par cr(l) le
nombre minimum de croisements dans un dessin de I” dans le plan, alors
COROLLAIRE 4.3. p{I')<3+cr(D).

En particulier si cr(I")=1, on voit que u(I)=4. Cest le cas pour K;;
et K5, comme le montre les dessins suivants (la figure 5).

5. GRAPHES n-CRITIQUES

Rappelons [TE, p.32 et suivantes] qu’on introduit une relation d’ordre
naturelle sur les (classes d’isomorphismes) de graphes de la fagon suivante:

DerFNITION 5.1, I'; est un mineur de I' si I", est une réduction d’'une
contraction de I.

11 est donc naturel de poser la:

DEFmNITION 5.2. 1" est n-critique si u(I7) =n et que, pour tout mineur I,
de I, non isomorphe & I, on a wu(I'}) < u(l).

On a donc le:

THEOREME 5.3.  Pour un graphe I', (") = n si et seulement si il existe un
mineur de I" qui soit n-critigue.

Des résultats généraux et difficiles de théorie des graphes [R-S] impli-
quent que, pour chaque #, il n’y a qu'un nombre fini de graphes a-critiques.



20 YVES COLIN DE VERDIERE
Nous en connaissons la liste pour n < 4:

THEOREME 5.3. Les graphes n-critiques, pour n <4, sont les suivants:
pour n=0, K;
pour n=1, K;;
pour n=2,K; et K5 ,;
pour n=3, K, et Ky ,;
pour n=4, K5 et K, 3.
Pour tout n, K,, | est n-critique.

Preuve. Les cas n=0, 1 sont triviaux. Le cas n=4 déja traité
(théoréme 3.2).

Il reste les cas n=2 et n=3: pour traiter le cas n=3, nous utilisons la
notion de graphe extérieur-planaire [ C-H].

DEFINITION 5.5. T est extérieur-planaire si I” est planaire et s'il existe un
plongement j de I" dans R? tel que tous les sommets de I” soient adhérents
a la composante connexe non bornée de R?\j(I").

On a alors le:
THEOREME 5.6. I nest pas extérieur-planaire si et seulement si I" admet
un mineur isomorphe a K, ou K, .

On a u(K,)=u(K;,)=3, et donc le résultat plus précis:

THEOREME 5.7. I est extérieur-planaire si et seulement si u(I') < 2.

Preuve. En effet, si I' n’est pas extérieur-planaire, u(I") = 3, 4 cause de
5.6 et du calcul de u pour les graphes K, et K ,.

Réciproquement, si I’ est extérieur-planaire, soit I',=Sy(I'), ou
X=V(I'); alors I'| est planaire (figure) et u(f")=u(l)+1 daprés 4.1,
puisque V(I') est générique positif. Donc u(I5)+ 1< 3.

FIGURE 6
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De tout ceci, on déduit que les I 3-critiques sont K, et K ,.

Le cas 2-critique est évident. u(I") =2 si et seulement si I” n’est pas un
graphe linéaire; cest-a-dire s'il admet K; ou K;, comme mineur (la
figure 6).
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