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Un graphe lini est dit planaire si on peut le dessiner dans le plan saris 
que les a&es se recoupent. Un probleme bien nature1 et rtsolu par 
Kuratowski [KI] est de trouver une caracterisation des graphes planaires. 
On pourra ausi a ce sujet consulter les monographies [BE, WE, TE] . 11 se 
trouve que les mtthodes developpees dans nos articles precedents [C-C, 
[CV,], G ig4] permettent d’exhiber un invariant global associe a un graphe 
tini et qui semble nouveau. Cet invariant entier p(r) satisfait le: 

THBOR~ME. r est planaire si et seulement si p(r) < 3. 

Les objets de cet article sont la definition de p(r), l’etude des propittes 
de monotonie par rapport aux operations de r&duction, et de contraction 
(au sens de [H-T]) du graphe; la preuve du theoreme precedent ainsi que 
d’autres concernant le plongement des graphes dans les surfaces. La 
question sous-jacente qui semble la plus importante est: p(r) est-il relic au 
nombre chromatique C(T)? Les exemples connus et le theoreme precedent 
conduisent a proposer la: 

Conjecture. Pour tout I-, p(r) 2 C(T) - 1. 

L’etude de cette conjecture, qui implique le thtoreme des 4 couleurs, 
pourrait conduire a une nouvelle demonstration de ce dernier theoreme!! 

I1 faut aussi noter que cette conjecture est plus faible que celle de 
Hadwiger [TE p. 52; OE p. 1461. 

1. CONSTRUCTION DE p(f) 

Cette construction est baste sur une propriete de transversalitk introduite 
par Arnold [AD] et d&rite dans [CV 31 sous le nom d’hypothlse SAH 
(“strong Arnold’s hypothesis”). 
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12 YVES COLIN DE VERDItiRE 

Commenc;ons par prkciser quelques notations: 

F est un graphe hi, connexe, non orient& et saris boucles; 

V(T) ou V, l’ensemble de ses sommets de cardinal V~ ou v; 

E(T) ou E, l’ensemble de ses arCtes de cardinal e, ou e; 

q, l’ensemble des matrices symktriques rkelles v x v. 

On note 6$- l’ensemble des matrices de 3 telles que si A = (aV) E &, on 
ait: 

(i) a,<0 si {i,j}~E 

(ii) a,=0 si {i, j} $E et i#j. 

A toute mesure v = Cie y ViS(i) (Vi > 0), sur V, est associee une bijection 
A H qa de &Jr sur l’ensemble Q, des formes quadratiques sur Rv = L2( V, v) 
de la forme 

q((Xi))= 1 CjXf+ 1 C(i,j)(Xi-Xj)2, 

it I’ (i,j) E E 

oti les c i i,jI sont > 0; cette bijection est dkfinie par 

(AXI Y)Lq”) = 4A(X, Y). 

Comme r est connexe, il est classique et facile de v&rifler que le spectre 
de A E & est de la forme A, < I2 < . . . < 1,, oh les valeurs propres sont 
r&p&es avec leur multiplicitk (convention usuelle). 

L’hypothke d’drnold. Soit I, E R, n, > 1 un entier, on considbre la 
sous-variktt: WnO, ng c 9, des matrices symttriques ayant il, comme valeur 
propre de multiplicitt: n,, et on dira que la valeur propre ,I0 de multiplicitt 
n, de A, E Or vtrifie SAH si 0, et W,,, no se coupent transversalement en A,. 

La codimension de W,,, ng ktant n&n, + 1)/2, ceci ne peut se produire que 
si v+e>n,(n,+ 1). 

Soit L: TAoOr + Q(E,) (avec E, = Ker(A, - &Id), et Q(E,) l’espace des 
formes quadratiques sur E,) dtfinie par 

L(dA)=(dA.I.),, 

oh le produit scalaire est celui de L2( V, v). 
On a le: 

CRIT~~RE (* ). L’hypothbe SAH Pquivaut 6 la surjectivik de L. 

Donnons maintenant la: 
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DEFINITION. p(T) est le plus grand entier n, tel qu’il existe A0 E 0r dont 
la seconde valeur propre 1, est de multiplicitk n, et v&lie SAH. Un tel A, 
est dit optimal pour r. 

Quelques exemples: 

1. Si K, est le gruphe complet d N sommets, p(K,,,) = N- 1. En effet 
T, (OK, = 9, et done L est surjective pour tout A,. 11 s&it de prendre A0 
dont la matrice a tous les coefficients kgaux d - 1 et le spectre -N < 0 = 
ozo... = 0. Rkciproquement si iz est de multiplicitt Us - 1, r est le 
graphe complet K,,: en effet, I’espace propre Ei,z est alors I’orthogonal de la 
fonction propre ‘pO E E;, . Pour fg EA2, on a done 

done s’il existe i tel que uli= 0, il y a une autre relation que I’orthogonalitk 
i ‘pO entre les valeurs de f(i) : done V’i, a,, # 0, on voit ainsi que r est 
complet. 

2. Si K,,, est le graphe complet bipartit d 6 sommets, on a P(K~,~) = 4 
(la figure 1). 

En effet, &KS,,)<4 d’aprks la remarque prkkdente. Soit A0 telle que 
aii= 0 et ati = - 1 si et seuelement si {i,j> E E. Le spectre de A, est 
- 3 < 0 = 0 = 0 = 0 < 3. L’espace propre E, = Ker A, est d&i par 

E, = {(-Xi) IX] + ~2 + ~3 = 0, X4 + ~5 + Xg = 0) 

Soit Li(x) =xi; alors L,, L,, L,, L, forment une base de E,*. II est clair 
que Lf, L:, Li, L:, L,L4, L,L,, L,L,, et L,L, sont dans l’image de L; 
pour ce qui est de L, Lz et L,L5, elles s’obtiennent par restriction de 
xs = (x, +x2)’ et .x: = (.‘cq + x5)’ d E,. 

3. Si I, est le graphe IirzPaire i N sommets (N 2 2), on a ~(1~) = 1. 

4. Si C, est le graphe eyclique g N sommets, p(C,) = 2. 

5. Si r est I’ttoile d 3 branches, p(r) = 2. 

FIGURE 1 
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2. PROPR&T& DE ~(~)RELATIVEMENT AUX REDUCTIONS 
ET AUX CONTRACTIONS 

2.a. RPduction. Une reduction rl de r est un graphe connexe detini de 
la facon suivante: E(T,) c E(T) et V(T,) sont les sommets de V(T) qui 
sont extrbmites d’au moins une arete de E(T, ). On efface des ar&tes de f, 
puis on efface les sommets de r qui sont isoles par cette operation (la 
figure 2). 

TH~OR~ME 2.1. Si rl s’obtient Li partir de rpar rkduction (connexe), on 
a wI) < a-). 

Preuve. Soit n = p(r,) et A, optimal pour rI. On detinit, pour chaque 
A E I!+, et chaque E > 0, une forme quadratique de Qr par 

q&J(&))= Cxz’xf +EZI”(XI-Xj)* +q.J(xJ), 

ou C’ Porte sur v(r)\v(r,), C” sur qr)\.qr,), et qA est la forme 
quadratique associte a une mesure ,u,, sur V(/(r, ). On choisit sur V(T) la 
mesure v,, = p0 + L”J(i) et C plus grand que toutes les valeurs propres de 
qa pour A voisin de AO. 

Pour E = 0, le spectre de qO,AO relativement a L2( V(T), v,,) admet 
A2 = &(A,) comme seconde valeur propre de multiplicitt n; on a de plus 
l’hypothese SAH pour cette valeur propre relativement aux deformations 
de &. Cette propriete reste tvidemment vraie pour qE,AL (E > 0) et A, bien 
choisi proche de A,,. Mais pour E > 0, qE.a E Q,. 

2.b. Contractions. Soit r un graphe connexe. On dit que r, est une 
contraction de r si r, peut &tre defini de la facon suivante: soit 
V(T) = U y= r Ai une partition de V(T) en morceaux connexes non@, alors 
(la figure 3) 

0) w,) = { 1, 2, . . . . N}, 

(ii) {i,j> E w-d si et seulement si il existe une a&e { CI, B} E E(r) 
telle que a~A,et fleAi. 

r r1 
FIGURE 2 
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FIGURE 3 

On note: 

E,,j c E(T) les a&es qui joignent un sommet de Ai a un sommet 
de A,; 

ni,j= #E,j; 

ni= #Ai; 

r, le graphe tel que I’(ri) = Ai et E(Ti) = Ei,i (i Z 1); 

p la projection naturelle de V(T) sur V(T,); 

v = C,, yCr) 6(a) et v0 son image par p : vO( {i}) = n;. 

On a le 

THBORCME 2.2. Si r, est me contraction de r, p(r) B p(r,). 

Preuve. Soit A0 E or0 optimal, qao E Q, la forme quadratique associee 
relativement a vO, &(A,), F, = Ker(A, - &Id), et m, = I = dim(F,,). 

L’espace L*( F’(/(r,), vO) s’identifie naturellement et isometriquement par 
f-fop au sous-espace E, des fonctions de L”( V(r), v) constantes sur 
chaque Aj. 

A toute forme quadratique qE Q,, il est done nature1 d’associer un 
relevement p*(q), forme quadratique sur L*( V(T), v) verifiant p*(q)(fop) = 
q(f). On peut par exemple defmier p*(q) en prolongeant lintairement les 
formules 

Soit maintenant qi E Q, (i> 1) delinies par 

qA.Y)= c kc!Q?)*. 
ia. E E(J-,) 
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A tout A E Co,, de forme quadratique qA E Q,, on associe, pour tout E > 0, 
la forme quadratique qE,a E QT delinie par 

q&A = 2 qi+&P*(qA). 
i=l 

Lorsque E = 0, le spectre de qO.a se compose de la valeur propre 0 de 
multiplicite N et de valeurs propres > 0 (celles des qi sur ri). Comme qE,a 
est une fonction analytique de E et de A, on peut appliquer la theorie des 
perturbations analytiques de Kato [KO] : si on dtsigne par E,,, la somme 
des espaces propres de qE,A correspondant aux N petites valeurs propres de 
4 &,A? lorsque E est petit, E, A est proche de E, et on peut designer par UE,A 
Ia “petite” isometric canontque de E, sur E,,. et qE,A et qE,A = UzA(q,,A,,,A). 
La famille 4E,A de formes quadratiques sur E,, est analytique en E et A et 
admet pour valeurs propres les N petites valeurs propres de qs,A. De plus 
qO,A = 0 et done rs,A = (l/s) 9, A est encore analytique en E et A. 

on a roA=qA. En effet r:A est la derivte en E = 0, par rapport a E 
de 4e.A qui est done Cgale (vbir [CV 21 pour un calcul analogue) a la 

r . r 
derlvee de . qE,AIE,,, c’est-a-dire p*(qA),EO= qA, avec l’identification de E, et 
L2( VT,); Vol. 

Pour E > 0 petit, il existe done, a cause de SAH pour A,, un operateur 
A, E Co,,, proche de A,, telle que rE,AF admette 1, comme valeur propre de 
multiplicite m,, et done qE,A admet E& comme seconde valeur propre de 
mCme multiplicite. L’hypothesse SAH pour cet operateur est veritiee en 
utilisant uniquement les deformations provenent de orO; en effet l’applica- 
tion lineaire L, du critere * du $1, L,: : T+Tr, -+ Q(F,) depend continfiment 
de E et est surjective pour E = 0 car A,, verrtie SAH. 

2.~. Invariance topologique? Au vu des rtsultats precedents, il est 
nature1 de se demander si p(r) n’est pas un invariant topologique de r. 
Rappelons que deux graphes sont dits homeomorphes si on peut faire une 
subdivision de leurs a&es de facon a obtenir des graphes isomorphes. Ce 
n’est pas le cas, comme le prouve I’exemple suivant oh I = 3 et 
p(r,) = 2 (la figure 4). 



SURUN NOUVEL INVARIANTDESGRAPHES 17 

3. RELATIONS ENTRE PET LE PLONGEMENT DE ~DANS UNE SURFACE 

Rappelons [CV 1, CV 41 qu’on peut associer a toute variete compacte X 
un invariant entier m(X) delini de la facon suivante: 

m(X) est la multiplicite maximale de la seonde valeur propre d’un 
operateur differentiel elliptique positif du second ordre, symetrique et a 
coefficients reels operant sur ?(A/; R). 

Les resultats connus sur m(X) sont les suivants : m(S’) = 3 [CG], 
m(P’(R)) = 5 et m(R’/Z’) = 6 [CG, BN], si B est la bouteille de Klein, 
m(B) = 5 [CV 41, et si X est une surface orientable de genre g, 
m(X) < 4g + 3 [CG, BN]. Par contre, si dim(X) > 3, m(X) = + 00 [CV 21. 

On a les 

THBOR~ME 3.1. Si r se plonge (injectivement) duns X, on a 

cl(r) G m(X). 

THI~OR~ME 3.2. r est planaire si et seulement si p(f) < 3. 

Le theoreme 3.1 est prouve dans [CV 4, thtoreme 7.1 et corollaire 7.31, 
en construisant un operateur de Schrodinger dont la multiplicite de la 
seconde valeur propre est ,u(T), a partir d’un dessin de r sur A’. Comme 
m(S2) = 3, on voit en particulier que si r est planaire, p(f) d 3, en 
particulier ni K,, ni K3,3 ne sont planaires d’apres les calculs du 61. 

11 reste a prouver que, si f n’est pas planaire, alors p(r) > 4. C’est une 
consequence des resultats du 92 et de la version due a Harary et Tutte 
[H-T] du critere de planarite de Kuratowski [KI]: 

THI~OR~ME 3.3 ([H-T]). Si I- n’est pas planaire, il exists un graphe f, 
isomorphe ci K,,, ou ri KS qui est une rkduction d’une contraction de f. 

La preuve se termine alors par la remarque du $1: 

P(K~. 3) = AK,) = 4. 

I1 serait interessant d’avoir des generalisations du thtoreme 3.2 a d’autres 
surfaces que la sphere. 

4. VARIATIONS DE p(r) 

Soit r tel que p(r) = m et A, optimal pour IY Soit Xc V(f); on dira que 
X est gP&rique si les formes lineaires L, : E, + R delinie par L,(p) = ~(a) 
pour c1 E X engendre le dual E,* de E,. On dira que X est gdntrique positij 
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si X est gknCrique et qu’il existe une relation IinCaire CaFX a, L, = 0 dans 
Eo* avec les a, > 0. On a alors nkcessairement # X B m + 1. 

Soit maintenant r, = S,(T) dChi par adjonction du sommet 0 a r et 
#a&es (0, a} pour o( E X, alors on a: 

TH~ORI~ME 4.1. Si r est g&Prique positif, alors 

P(sx(n) = P(r) + 1. 

Preuve. ltre ttupe: Soit A, optimal pour r, construisons un opkrateur 
B, E 6$-O ayant ,I, = I,(&) comme seconde valeur propre, de multiplicitk 
m + 1 avec SAH. Soit sur L*( V(r,), v,J la forme quadratique qE,A dChie 
pour E=(E~, (EC(),.~) et AEorpar 

9s,,4fX03 txi)) = tn* +&O) xi- 1 EcxXOXu + 9ACXi). 
LTEX 

Lorsque les E, sont > 0, qEqA E Q,. Pour E=O, qo,aO admet A2 comme 
seconde valeur propre avec la multiplicitk m + 1. De plus, cette valeur 
propre vkifie SAH relativement aux dkformations A E i~!$-, E E R’ + #x: en 
effet l’application lintaire L utiliske dans le critkre * est 

L(dA,dE)= dEo.x;- c d&;xo.x,+dqA 
( UEX > IF0 

oh F, = Rv, 0 E,, avec vo(i) = doi, qui est surjective sur Q(F,) puisque X est 
gCnCrique. 

Comme il y a une relation de dkpendance entre les (LJaex, on a en fait 
l’existence d’un germe de sous-varittk de Wlz,,, + 1 n yZ+ 1 prk de qo,a,,: 
l’espace tangent $ cette sous-varittC contient le vecteur don& par 

d.z, = a,, 

d&, = 0, 

dA=O, 

qui est dans Ker(L). Comme les a, sont > 0, cette sous-varittk rencontre 
Lo ro’ 

2gme Ptape: La deuxi&me Ctape d&end du 

TH~OR~ME 4.2. Si r s’obtient li partir de r, par la rkduction obtenue en 
otant des arr&tes issues du m6me sommet 0, on a p(ro) = p(T) ou ,u(r) + 1. 

Preuve. On sait dk.j:ja d’aprks le 01 que p(T) < I. Soit A, optimal 
pour To et E, I’espace propre correspondant. Soit F. c E, l’ensemble des 
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A A 
FIGURE 5 

cp E E, telles que ~(0) = 0. F, est visiblement le second espace propre dun 
operateur B, de 0,- (supprimer dans la matrice de A, tous les coeffkients 
a ,0 et aoi) et on a encore la proprittl SAH, comme on peut le voir en 
utilisant le cridre * puisque L(LOLj),F,= 0 (i sommet adjacent a 0). 

On peut aussi obtenir un corollaire amusant: designons par cr(T) ie 
nombre minimum de croisements dans un dessin de r dans le plan, alors 

COROLLAIRE 4.3. ,u(T)<< +-r(r). 

En particulier si cr(T) = 1, on voit que p(r) = 4. C’est le cas pour K3,3 
et K,, comme le montre les dessins suivants (la figure 5). 

5. GRAPHES 12-CRITIQUES 

Rappelons [TE, p.32 et suivantes] qu’on introduit une relation d’ordre 
naturelle sur les (classes d’isomorphismes) de graphes de la facon suivante: 

DEFINITION 5.1. f 1 est un mineur de r si r, est une reduction dune 
contraction de fY 

I1 est done nature1 de poser la: 

DEFINITION 5.2. r est n-critique si p(r) = n et que, pour tout mineur r, 
de r, non isomorphe a I’, on a p( r, ) < p(r). 

On a done le: 

TH~~OR~~ME 5.3. Pour un graphe f, ,u(f) 2 n si et seulement si il existe un 
mineur de f qui soit n-critique. 

Des resultats generaux et dificiles de thtorie des graphes [R-S] impli- 
quent que, pour chaque n, il n’y a qu’un nombre fini de graphes n-critiques. 
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Nous en connaissons la liste pour n < 4: 

THBOR~ME 5.3. Les graphes n-critiques, pour n < 4, sont les suivants: 

pour n = 0, K, ; 

pour n = 1, K2; 

pour n=2, K3 et K,,,; 

pour n = 3, K4 et K,,,; 

pour n = 4, K, et K,~ 3. 

Pour tout n, K, + 1 est n-critique. 

Preuve. Les cas n = 0, 1 sont triviaux. Le cas n =4 deja trait6 
(theoreme 3.2). 

11 reste les cas n = 2 et n = 3: pour traiter le cas n = 3, nous utilisons la 
notion de graphe extkieur-planaire [C-H]. 

DEFINITION 5.5. r est exttrieur-planaire si r est planaire et s’il existe un 
plongement j de r dans R2 tel que tous les sommets de r soient adherents 
a la composante connexe non bornte de R2b(r). 

On a alors le: 

TH~OR~ME 5.6. r n’est pas exttrieur-planaire si et seulement si r admet 
un mineur isomorphe ri K4 ou K3.2. 

On a p(Kq) = p(K& = 3, et done le rtsultat plus p&is: 

THBOR~ME 5.7. r est extkrieur-planaire si et seulement si p(r) < 2. 

Preuve. En effet, si r n’est pas exterieur-planaire, p(r) 2 3, a cause de 
5.6 et du calcul de p pour les graphes K4 et K3,Z. 

Rtciproquement, si r est exterieur-planaire, soit rl = s,(r), oti 
X= V(T); alors ri est planaire (figure) et p(ri) =p(r) + 1 d’apres 4.1, 
puisque V(T) est generique positif. Done p(r) + 1 < 3. 

FIGURE 6 
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De tout ceci, on dCduit que les r 3-critiques sont K, et K3, 2. 
Le cas 2-critique est kvident. p(r) > 2 si et seulement si r n’est pas un 

graphe linbaire; c’est-A-dire s’il admet K, ou K3., comme mineur (la 
figure 6). 
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