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Empilements de cercles:
Convergence d’une méthode de point fixe

Yves Colin de Verdiére

(Présenté par Volker Enss)

Résumé. Dans cet article, nous prouvons la convergence d’un algorithme proposé par Thurston
pour construire des empilements périodiques de cercles dans le plan dont la combinatoire est
donnée.

1980 Mathematics Subject Classification (1985 Revision): 52,53C.

Soit (X, g) une surface riemannienne sans bord a courbure constante: un cercle de
(X, g) estle bord d’un disque géodésique plongg, i.e. de rayon strictement inférieur au
rayon d’injectivité de (X, g) en son centre. Un empilement & de cercles est un ensemble
de cercles de (X,g) (fini ou non) d’intérieurs 2 a 2 disjoints. Le graphe I' de cet
empilement est le graphe tracé sur (X, g) dont les sommets sont les centres des cercles
de & et ayant une aréte (géodésique) entre deux sommets i et j si les 2 cercles
correspondants sont tangents (extérieurement).

Fig. 1: Un empilement & et le graphe I' associé
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La surface compacte X est donnée (sans métrique) ainsi qu’un graphe I tracé sur X.
On cherche une métrique riemannienne g a courbure 0, +1 ou —1 sur X telle que I
est le graphe d’un empilement de cercles, en particulier les arétes de I sont
géodésiques pour g. On peut toujours compléter I' de fagon qu’il soit le 1-squelette
d’une triangulation de X.

On a le:

Théoréme (Andreev-Thurston). — Soit X une surface compacte et I un graphe plongé
dans X qui est le 1-squelette d’'une triangulation I de X. Alors il existe sur X une
métrique g a courbure constante 0, +1 ou — 1 et un empilement de cercles & sur (X, g)
dont le graphe est I'. Cette métrique est unique (a homothétie prés si K=0 et a
transformation de Mobius prés si K =1).

Dans le cas de la sphére, ce théoréme est conséquence de résultats d’Andreev sur
P’existence de polyédres convexes dans ’espace hyperbolique de dimension 3 dont les
angles diédres sont donnés et sont < /2. L’empilement de cercles s’obtient comme
traces sur la sphére a l'infini des faces de ce polyéedre.

Le cas géneral est étudi¢ par Thurston dans le chapitre 13 des notes de Princeton,
»Geometry and topology of 3-manifolds«.

Dans la suite, je me restreindrai au cas ou X est un tore. Un empilement de cercles
sur un tore plat est évidemment associ¢ a un empilement périodique du plan
euclidien, et réciproquement.

Le cas de la sphére peut facilement se réduire au cas du tore: par projection
stéréographique, un graphe I' (1-squelette d’une triangulation) tracé sur S? se
transforme en un graphe de /R? intérieur 4 un triangle formé de 3 sommets et 3 arétes
de celui-ci.
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Fig. 2: Un empilement périodique et la projection stéréographique d’un empilement sphérique
associé (octaédre régulier)

Un tel graphe se compléte aisément en un graphe I', périodique du plan (i.e. tracé sur
un tore). Il est facile par projection stéréographique de reconstituer un empilement de
cercles sur S% de graphe I' a partir d’une partie de ’empilement plan périodique de
graphe I,.

Réciproquement, tout empilement de cercles sur S? provient d’'un empilement
périodique de /R? par ce procédé: étant donnés 3 cercles sur S* tangents 2 a 2
extérieurement, il y a une projection stéréographique qui les transforme en 3 cercles
égaux du plan.

Aprés avoir présenté la preuve donnée par Thurston de D’existence de ces
empilements sur le tore, je prouverai la convergence d’un algorithme proposé par
Thurston (voir appendice de [RS]) pour calculer ces empilements.

1. Existence d’empilements de combinatoire donnée

Soit J une triangulation finie du tore X, on note {1,2,..., N} I'ensembles des
sommets de J et i ~ jdésignera la relation de voisinage: i et j sont reliés par une aréte.
Soit

N

4= {Q = (r)e(R*\0)" .;1 r= 1};

a tout g € 4, on associe une métrique riemannienne singuliére g, sur X qui est plate en
dehors des sommets de J et a singularité (éventuelle) conique aux sommets: cette
métrique s’obtient en munissant chaque triangle {i,j,k} de J de la métrique
euclidienne donnant aux cotes les longueurs r; + r;, r; + ry, r, + r;. Ces triangles se
recollent bien le long des c6tés. Aux sommets, le recollement est lisse si la somme des
angles vaut 2, on introduit ainsi la courbure K; de g, au sommet i par: K; = 2n — Z'a
ou X'a désigne la somme des angles en i des triangles ayant i comme sommet. La

N
formule de Gauss-Bonnet donne alors: Y K; = 0.

i=1
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On note

Z= {k=(Ki)e/P"

et on désigne par ¢ : 4 - Z I'application qui a ¢ associe la courbure de g,. Thurston
montre que ¢ est un difffomorphisme de 4 sur un polyédre convexe P de Z, qu’il
caractérise, et que P contient ’origine.

Donnons quelques détails:

Lemme 1. — L’application ¢ : A — Z est un difféomorphisme local, en particulier ¢ est
ouverte et l'image de A est un ouvert de Z.

., . 0K,
Preuve du lemme 1. — Le calcul des dérivées partielles des K; montre que —aT' >0,
14

i

K; . . 0K, . ..
—— < 0sii~jet bien sir — = 0 si i et j ne sont pas voisins.

or fi arj
L’invariance par homothétie de la courbure, i.e. ¢ (Ar) = @(r), donne:
N 0K,
i=1,..., N — =0.
Vi=1,..., ,jglr,arj 0
Si (x;) € Ker(¢'(ry)), on a donc:
N 0K,
i — O,

Vl=1,...,N, JZ le

i=1 ;

N

soit, avec y; = x;/r, 3. a—r‘ r;y; = 0. Si on pose, pour j * i,
i=1

J

oK, oK, ,
bij = — <r16—rj> / (ri—ar—i>’ on a:

N
bj=1,b;>0sii~jety; =3 b;y.
= j~i

J

Le vecteur (y;) vérifie donc une propriété de la moyenne avec les poids (b;); la
connexité de I' montre, avec un raisonnement sur le maximum des y;, que y; est
, - ST o .
constant, donc le noyau de ¢’(r,) est constitué des vecteurs colin€aires a 2;r; FP qui
i
sont dans 4 : ¢’ (r,) est donc bijective.
A tout sous-complexe connexe complet (*) W de 7, on associe I'inéquation (Ey,)
dans Z définie par:
(Ew) 2. Ki>27rx(W)—n< nw(i)),
i ieWo

ieWo i

(*) complet signifie que W, est I’ensemble des arétes de 7~ dont les extrémités sont dans W, et
W, I’ensemble des triangles de 7 dont les c6tés sont dans W;.
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ou W, W,, W, sont les simplexes de dimension 0, 1,2de W; (W) = % W, — # W,
+ # W, et ny, (i) le nombre de triangles de sommet i de  n’ayant pas d’autre sommet
dans W,.

Lemme 2. — Soit P le polyédre convexe borné de Z défini par I'ensemble des inéquations
(Ew), alors

a) ¢(4) < P;
b) ¢ est propre de A dans P.

Corollaire. — ¢ (4) = P et ¢ est un difféomorphisme de A sur P.
Preuve du lemme 2. —

a) — C’est une conséquence de la formule de Gauss-Bonnet appliquée a un petit
voisinage tubulaire N,(W) de W-

> Ki=2my(W)— [ 1,
ie W() ch(W)

ou t est la courbure algébrique du bord de N, (W): il est clair que t est concentrée prés
des sommets i de W, qui sont sur la frontiére de W.

Fig. 3: Sous-complexe W et classification des triangles voisins

L’intégrale dans la partie proche de i de = vaut alors ¥ — n ou f§ sont les angles en i
des triangles de 9 non dans W,. On peut regrouper les triangles de 7 de sommet i en
3 types

type 1 = triangles de W,
type 2 = triangles ayant 1 c6té dans W,
type 3 = triangles n’ayant aucun c6té dans W,.
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Il y a en chaque sommet i du bord de W, 2 triangles de type 1 et ny, (i) triangles de
type 3.
La somme de 2 angles consécutifs d’un triangle de type 2 est < 7; les angles des
triangles de type 3 sont < x; on en déduit (Ey):
J o1=3 (Zﬂ—n> + 2 2B
bN (W) iebW \(2) iebW (3)
(Z2)(resp. Z3)) sont les sommes sur les triangles de type 2 (resp. 3)).

Les remarques précédentes montrent que [y, )T < 7 Z;c wotw (0).

b) — Soit g, une suite de 4 tendant vers I'infini de 4 et k, = ¢ (g,). Quitte a extraire
des sous-suites, on peut supposer que g, = 0, € b4 et k, — k; il faut montrer que
k¢ P.

Soit W le sous-complexe complet de 7 tel que W, = {i|o,(i) = 0} et W une
composante connexe de . Monstrons que, pour k., on a égalité dans (Ey).

Lorsque g, — 0., les triangles de type 2 ont leur angle non dans W qui tend vers 0,
donc la somme des 2 angles restant tend vers m. Pour ceux de type 3, I'angle
intéressant tend vers n. Pour montrer le théoréme de Thurston, il reste a vérifier que
0 € P, c’est-a-dire que, pour tout sous-complexe W connexe complet de J, on a

2 nw()>2x(W).
ieWo
Or x(W) <1, il suffit donc de regarder les cas y(W) =0 et y(W) = 1.

(i) x(W) = 0: s’il n’y avait aucun triangle de type 3, il est facile de voir qu’on
aurait (7 \ W) =nombre de composantes connexes de X\W et donc est
strictement > 0: on a donc contradiction avec 0 = x(X) = (W) + x (7 \ W).

(ii) x(W) = 1:s’il n’y avait que 2 triangles de type 3, il est facile de voir que leur
cOté sans sommets dans W serait commun et donc (7 \ W) =n, + n; — (n, + n;
+ 1)+ 2 = 1; on termine comme en a): 0 = y(X) = 1 + 1; d’ou contradiction.

2. Convergence de Palgorithme de Thurston

Description de Palgorithme. — Il s’agit d’'une méthode de point fixe, utilisant une
transformation G: 4 — 4. Il est préférable de remplacer I'invariance par homothétie
par une invariance par translation en prenant comme inconnues les ¢; = log(r;) et
d’introduire alors une application F: /D — R"/D, ou D = {(t,...,t)|t€ R} est la
diagonale de /RV. Pour définir F, on a besoin du:

Lemme. — Soit V > 3 donné, (ry, ..., ry) € (R*\0)¥ donnés, il existe ro > 0, unique tel
que la somme des angles en 0 des N triangles (0,i,i+1),(1 < i< V; V+ 1 =1)decotés
(ro + 1, ri+ riyq, Fiyq + 1o) vaille 2n; si on recolle ces triangles euclidiens, on obtient
une métrique lisse en 0.

Remarque. — Cela correspond a une famille de cercles (C;)o <; <y, o chaque C;, (i = 1)
est tangent extérieurement a C,, C;,, a C;et C, a Cy, les rayons étant les r;. Il se peut
que C; et C;, (]i —j| = 2) se recoupent.
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Fig. 4: Choix de r,, les cercles C, et C, recoupent!

1 4
Preuve du lemme. — Soit K(r) = 3n — 3 a;, ou a; est ’angle en 0 du triangle (0, i,
i=1

i + 1) euclidien de cbtés (r + r;, r; + r; 41, 144 + 1). Le calcul des dérivées montre que
K (r) est une fonction strictement croissante de r et K(0*) = (2 — V)=, K(+ 00) = 2.
On conclut aisément par le théoréme des valeurs intermédiaires.

On a alors la description de F: RV — " qui donne F par passage au quotient. Pour
chaque i, (¢4, ..., ty) estlog(ry) ou ry est déterminé par le lemme précédent appliqué
a Iétoile du sommet i dans J (V' = valence de i) et les rayons r;, (j ~ i) donnés par
r; = €', Autrement dit log(r*) = F,(logr,, ..., logry) est donné implicitement par:

Ki(ri,...ori_q, r*, rigqy oo, ry) =0,
ou K; est la courbure en i de la métrique g, avec @ = (ry, ..., iy, I*, ..., Ty).
Preuve de la convergence. — Soit E = [R*/D, on note [{], t € R", la classe de ¢ et on
munit E de la distance associée a la norme quotient de la norme £, on a:

1Ll = 3(supt; — inf1),
on a alors le

Lemme. — Soit A€ L(R; R") de matrice (a;;) telle que Vi, ;a;=1 et Vi,j,
a;; > >0, alors A(D) < D et si A : E - E est obtenu par passage au quotient de A, on
a:

MAN<1—2a<1.

Preuve dulemme.—X;a;;x; = x; est barycentre des (x;) avec des poids a;; > a > 0.l est
clair que:
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(1 —a)infx; + asupx; < x; < (1 — a)sup x; + ainfx;.

On en déduit le résultat.

., 0K; 0K, .
Le calcul des dérivées de K (¢, ..., ty), montreque — > 0et — < 0(sij ~i,i + j);

ot o0t;
le théoréme des fonctions implicites montre alors que les dérivées Fri
j
0K; , 0K, . . L
— EJ / atl sont > 0 si i ~j et nulles sinon. De plus, on a évidemment:
J i
0K,
ZEF =1, carK;(t;+ ¢, t,+¢, ..., ty+¢) =K (t;,...,ty).
J i

On en déduit que la matrice jacobienne de F* pour k > diam (I') vérifie les hypothéses
du lemme précédent avec un a uniforme sur tout compact de E.

Donc, par application du théoréme des accroissements finis, si a; = logb;, a = (a;)
est 'empilement cherché, on a:

Vk > diam(I'), Vte RN, d([a], F*[]) < d([a],[{]) = D.
Donc, il existe K, 0 < K< 1 tel que:
d([a], F'[{]) < C-K".

Cela prouve la convergence de I’algorithme.
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