[

e

. N —

THEORIE SPECTRALE DES SURFACES

DE RIEMANN D'AIRE INFINIE

par ¥Yves COLIN de VERDIERE

Seit H=1{z =x+iy e ¢ ly>0} 1e demi~plan de Poincaré muni de

o g2
la métrique hyperbolique Ef—ifﬁz—

y
sont deux points de H, on introduir la fonction de

et T un sous groupe discret du groupe des

isométries de H. si zé,z1

dénombrement orbital Nr(zo,zl;r) = Cardinal{y'erld(zo,zl) <r}ofi d est la

distance hyperbolique.

Remarquons que, si I' op&re sans points fixes, H/T est lisse et pour

chaque couple mo==l“.z0 y my = I‘.zl de H/T , on a une bijection naturelle entre T

et les géod&siques qui joignent n a m dans H/T; NP dénombre ainsi les

gfodésiques de longueurs <.r qui joignent ER i m .

Le probl2me du comportement asymptotique de NF lorsque r+ » a &ta

r€solu par H, Huber (H) dans le cas ot /T est compacte. La m&thode classique,

utilisée pour 1'analogue euclidien de ce probleme, ne marche pas 3 cause de la

croissance exponentielle de l'aire des disques de rayon r dans le 1 plan de

Poincaré. On peut ainsi seulement obtenir une estimation du type NP = 0(e").
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Pour obtenir le comportement asymptotique plus précis de la fonction

i
N, , on doit faire appel & la thdorie spectrale de H/T. Dans cet expos&, nous i
obtenons un résultat, généralisant celui d'Huber, valable pour tout groupe Fde !

I

type fini.

On introduit une série de Poincaré P _(z _,z,;s)= I exp(-sd(z ,y.z,)})
ro’"1 ver [+] 1
transformée de Laplace de dNr. I1 est facile (§1) de relier PP 4 la résolvante

e

du laplacien sur B/T , et cela permet par des arguments de théorie spectrale et
d'analyse fonctiomnelle, d'obtenir le prelongement méromorphe de la somme P,
convergente pour Re(s) >6r,>0 au demi-plan Re(s) >0 (§2et 3)}. L'existence
de ce prolongement méromorphe s'obtient en adaptant 1z méthode utilisge par

Faddeev [F, L2] dans le cas des surfaces d'aire finie.

Par application du thBordme taubérien d'Ikehara, on obtient un ré&sultat
.t

du type N, v Ce , généralisant celui d'Huber.

e &, s _..

Dans le § 5, nous &tudioms la singularité de la sZrie de Foincar® en s=6r=i )

- : s T e d
pour une classe d'exemple ot H/T admet une action isométrique de Z~ avec un

quotient compact.

SEREEE I S

Enfin, dans le § &6, nous dressons une liste de problimes. (*)

1. L'EXPOSANT GP

L'exposant Gr,abscisse de convergence absolue de la série de Poincaré

Pr o, qui mesure la grosseur de T', a &t€ &tudié notamment par Beardon [8W 1,2},

Patterson [P4,5] et Sullivan [S51,2,3,4].

Voici quelques résultats :

(*) Durant le collogue, A. Unterberger m'a indiqué un article récent de Lax et

Phillips : The asymptotic distribution of lattice peints in Euclidean and Non-

Euclidean Spaces {Journal of Functiomal Analysis 46, 280-350 (1982)), qui traite

le méme probl@me PoOUur un groupe I avec un domaine fondamental qui est un poly&dre

gBodésique fini. Ils utilisent 1'équation des ondes et obtienment le eompor tement

asymptotique avec majoration du reste lorsque 8p z-%—(dim(H/F) -1)-
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Preuve : Le noyau R

THEORIE SPECTRALE DE SURFACES IVAIRE INFINIE

a}) Oéﬁrél v

b} Si T de type fini, 51_, =1 si et seulement si aire(H/T) <+« . ‘

c} S5i T est de type fini, 6r= 0 si et seulement si T

qu'il contient, outre des &l&ments

est €lémentaire au sens
elliptiques, uniquement un groupe cyclique
hyperbolique.

d) Si H/T a une pointe et que T

1
5 -

n'est pas 4 un groupe fini pré&s un groupe 1

cyelique parabolique, 5r>

Outre les relations avec la théorie spectrale dont nous parlons plus bas,

Patterson {P2] et Sullivan [51], ont pu relier 6? 4 la dimension de Haussdorff

de 1'ensemble limite JI‘ c R ye de I‘(JF est 1'ensemble des points d'accumulation

d'une orbite quelcounque de T) :6F est, lorsque T est de type fini, &gal 2 cette

dimension de Haussdorff,

Mais ce qui nous int8resse le plus ici est la relation avec la théorie

spectrale de H/T. Si LZ(H/I‘) est l'espace des fonctions I —automorphes de carrd
2 32 32
intégrable sur un domaine fondamental et A = -y (——Tri-——i-) le laplaclen
9x 3y

hyperbolique opérant sur C: (H/T), cet opérateur est essentiellement autoadjoint,

on note A, son 2xtension autoadjointe.

Pour Re(s)> -%— et s{l-s) ¢ spectre (A_I,), désignons par RT‘(ZQ’Z]’S) le noyau

de la ré&solvante (Ar— s(l—s))—l, on a alers le :

Théoréme : Pr(zc,zl;s) -22(1_5). w—r(ﬂi EI‘
(r(s))

tion holomorphe sur Re{s) > 0. Ici EI‘ = RI‘ + % Log d(zo,zl) désigne la résol-

(zo’zl’S) se prolonge en une fonec—

vante d'oll 1'on a 8té la singularité logarithmique.

1d de la résclvante du laplacien sur H est donné& (E,L2,LV)

en terme de fonctions hypergéométriques par :

ey = L -5 .yl -1 _
RId(zo’zl’s) “In TG g F(s,s,2s;0 ) oli g Z(Chd(zo’zl) 1) .
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P

La fonction hypergéométrique admet le développement limit& quand u O

SR

F(a,B,y3u) =1+ 0Cu) .

Donc, pour Re(s)>>0, on a :

-sd(z ,vz,) ~{s+1)d(z_,vz,)
R (z ,z,38) = C(s). & |-e: o 1 + 0(e o 1 )]
ol ve FL

On en déduit le r&sultat anmoncd car la s8rie de Poincar& converge toujours pour
Re(s) » 1.

En particulier, on en dé&duit le :

;
|
|
!
g
|
&
!
|

s s 1, _ - :
Théoréme : Si 6r> 7 inf(spectre (Ar)) = Sr(l Gr) , alors que si

1 . 1
7 inf (spectre (AI,)) =z -

Gré

Preuve : La série de Poincaré qul est une série de Dirichlet 2 termes positifs
admet nécessairement une singularité en s = 6I‘ . Donc si 6F> %, la résolvante
est holomorphe sur Re(s) > GI‘ et a une singularité en s= Sr:ﬁr(l-—sr)‘est done
bien la borne inférieure du spectre. Si, au contraire Gr < % , la ré&solvante

s f o n : - 1
n'admet pas de singularité pour Re(s) > %, donc le spectre est minoré par %

. . . R 5 1 .
il est facile de voir que le spectre commence effectivement 2 " Bien remarquer

yET

1 Py PP <
que, lorsque 61, <5 ia série I RId(zo,Yzl;s) ne dé&finit la résolvante de AI‘
que pour Re(s) » % Pour  Re(s) éé— , ce n'est pas le nmoyau d'un opérateur

continu sur L2(H/_I‘) (méme pour T = {Id}).

. . 1
Remarque | : Le ré&sultat précédent montre aussl que s1 SI‘ < g AI‘ ne peut pas

avoir de valeurs propres, ni de spectre singulier : en effet le noyau de la résol-’

vante admet alors un prolongement holomorphe sur Re(s) = 7 - C'est en particulier

le cas pour les groupes €lémentaires.

<1, la série de Poincaré converge en 5 = 1 . Lorsque

Remarque 2 : Lorsque GI'

§_ =1, la divergence de la série de Poincard en s=1, gquivaut 2 la non

-
1

existencd
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THEORIE SPECTRALE DE SURFACES D'AIRE INFINIE

d'une fonction de Greem sur H/T , qui est elle-méme &quivalente l'ergodicitd

du flot gfod&sique sur H/T [52,3,4]. Voir §5 pour des exemples oit 6I‘ =1 et

la série de Poincaré converge er s=1.

2. SPECTRE DE H/T PQUR I' DE TYPE FINI.

I1 est classique (GG) (mais non vrai en dimension > 3) que I de type
fini &quivaut & T admet un polygone fondamental de Dirichlet avec un nombre fini

de cbtés : on dit alors que T est "géomdtriquement fini" ; en dimension 2 3,

c'est surtout cette hypoth&se qui remplace I de type fini. Plus précisément, on

peut montrer [P 2] que H/T a la structure suivante

L

I. U Z, ol X est compacte ; Y.
i 1j=! ] [+ 1

L=y

H/T = X0 est isométrigue & un demi-

i

hyperboloide R /T1. Zx= [0, += [ avec la métrique dr2 + chzr . d82

H

YA
T.
1
e
1
A
3
—>
0 X
P 2 —2r 2
Zj est un cusp R/ Zx [a,+=[ avec la métrique dr°+e ~Tde” .

v

263




Y. COLIN DE VERDIERE

La théorie de H/T est bien connue lorsque aire(H/T) < + o (l.e. k=0);

rappelons qu'alors AI‘ admet un nombre fini ou infini de valeurs propres

Ao=0=<x ~<-.A2€ ... ne s'accumulent &ventuellement qu'em +e« et un spectre

, += [ demultiplicité finie & . (Voir [CV] et les ré&féremces dans cet

| e

i
contina [

article).

k=1, on a le :

Dans le cas

Théoreme : Le spectre de H/T se compose, lorsque T est de type fini et k Z1

{i.e. aire(H/T) = + =) d'un spectre absolument continu de multiplicitd infinie

4ol et, si 8> —;—, d'un nombre fini de valeurs propres

-

[

< %- (si Gr < -1-, il n'y a aucune valeur propre ).

= - <
Ay = 8L (1m80) <A, Sl S A

. P . 1
Preuve : S5i X est une variété riemannienne, on note H (X} 1'espace de Sobolev

On a 1l'inclusion natu-

des fonetioms L2 dont le gradient est de carré intégrable.

relle &vidente
1 1 ko S
H (H/T)y < H'(X) ® H(Y.) & H (Z,).
T

Soit q, (resp. qi,qj) les formes quadratiques fermées de domaine

j ik
X

[»]

n‘(xo) (resp. Hl(Yi) ,ulczj)) définies par g (£)-

o .

I dfllz) et Q=q_ @ qieqj;la restriction
s i 7]

2
(resp. q,(f) = I Ndael”, q.¢£) = J
1 J
X %3

de Q & Hl(H/I‘) est la forme quadratique q(f) = I IIdEllr2 . Le principe du

H/T

minimax peut donc s'appliquer : le spectre de q (resp. qi,qj) est le spectre

de A sur Xo(resp. Yi,Zj) avec les conditions aux limites de Neumann ; on en déduit

- _ 1 : -
aisément que le spectre de Q est formé de vaaleurs propres < et de l'inter

Le minimax

1
valle [%, +wo[, avec Nl = g + (Nombre de valeurs propres de qo< -'4-)-

permet de conclure que spectre (AP) nlo, l-[ est constitué uniquement d'un



THEORIE SPECTRALE DE SURFACES D'AIRE INFINIE

nombre < N] de valeurs propres qui sont > i celles de Q. i

! |
Remarque : On aurait des majorations de ces valeurs propres en considérant le I

probléme de Dirichlet sur XO et 1"inclusion H;(Xo) c Hl(H/P). ‘

L'étude précise du spectre continu résultera du paragraphe suivant et

des résultats gé&néraux sur la théorie de la diffusion [R-8 III, § XT.3 et XIII.6]

; 1 tn e - .
é L'absence de valeurs propres = 3 @ d8]a EtE remarquée, voir par ex., [P1].

On d&duit aisément du théoréme précédent, que, méme si 6? >%—, R. (et
) donc PF) est méromorphe pour Re(s) >%— avec des pBles simples aux 85 tels que
1

; Si(l_ Si) = Ai et comme résidus les noyaux de projecteurs sur les espaces

propres EA .
i

-t —

-

3. PROLONGEMENT MEROMORPHE DE LA RESOLVANTE ;

e

Nous avons vu au paragraphe précédent que, si I est de type fini, la

résolvante RI‘ est méromorphe (& valeurs dans i (LZ(H/I‘),LZCH/F)) pour Re(s) >%.

| Nous allons maintenant prouver le

Th&oréme :

Si T est de type fini, le noyau RP(z,z';s) (et donc la série de

Poincaré PF) admet un prolongement méromorphe i la région Re(s) > 0 avec un péle

simple en s = 6r.

Remarque : Il y a, & ma connaissance, au moins deux méthodes générales dans la

IR

théorie de la diffusion pour prouver des résultats de prolongement méromorphe de
la résolvante.

; La méthode de Lax-Philipps (L-P) qui vaut par exemple pour 1'opérateur
de Schrédinger dans RS avec un potentiel 3 support compact ou pour les surfaces
de Riemann d'aire finie ; cette m3thode, lorsqu'elle donne des prolongements .
méromorphes permet de prolonger 3 T entier, elle ne peut donc s'appliquer lorsque :

un tel prolongement n'existe pas !

La méthede, dite de 1'espace auxiliaire (R-S III, p.112} qui vaut pour

1'opérateur de Schrédinger dans R" avec un potentiel & décreoissance exponentielle
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Z i'™ et qui donne seulement un prolongement méromorphe dans une bande au deld
du spectre : c'est elle qui a #té utilis@e par Faddeev [F,L 2] dans le cas des ¢

surfaces de Riemann d'aire finie et que nous allons utiliser ici.
Comme Faddeev a trait@ le cas des cusps qui créent en fait le plus de
difficult&s, nous nous bornerons ici au cas ol H/T =X = XOUYL {(k=1, 2=0).
Nous désignerons par R(resp. ‘RI,; R_)} les noyaux des résolvantes sur

s . s . s 1
H(resp. sur H/T ; ¥, avec conditions limites de Dirichlet). Pour Re(s) >y et

1

s(1-s8) € spectre (Ar), on a 1l'équation résolvante :

(0 Rp(s) = Ru(s)) +w(s)} R, (s ) Ry (s) (s >> 0)

avec w(s) s(1=s) —so(l-—so). On prolonge Rm(zo,zl;s) par 0 si \zo ou z; ¢ YI

et on pose : Rr(so) = Rm(so) + V ; on peut alors ré8crire (1) sous la forme :
(Id-w(s) R_(s.)) ¢ R.(s) =RI.(s°) +u(s) Ve R (s).
L'&quation résolvante de R _ peut s'&crire :
(Id +w(s) Rm(s))(Id-m(s) R (so)) = Id.

D'oll 1'on tire

(2) . (Id —H(s)) ¢ RI'(S) = W(s) avec

i

f H(s) = w(s)(Id+w(s)}R (s)) o ¥V

l Wis)

St on fixe zoe H/T et que l'on pose rr(s) = Rr(.,zo;s) et

(Id +w(s) Rw(s)) o RI‘ (so)

w(s) = W(.,zo;s), cette Bquation s'Berit
(3) (Id - H(s) rr(s) = w(s).
Cette &quation dans LZ(H/I‘) dé&termine rr(s) pour s>>0, car elle &quivaut a (1).

On introduit alors un espace de Banach {ﬂ, 1" "espace auxiliaire", tel

que : (i) H(s) est pour Re(s)>0 une famille holomorphe d'opérateurs compacts
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de S?) , avec H(so) = 0.

(i1) w(s) est holomorphe sur Re(s) >0 3 valeurs dans 33

Un theorZme géndral [L 2, appendice 3] assure alors que (Id—I—l(s))_1 est méramorphe

4 valeurs dans ai(,@), @)), ce qui permet de conclure 1la preuve,

L'espace de Banach@): les fonctions de B sont

les fonctions continues sur

H/T -~ {zo}, admettant en z, une singularicé logarithmique, et bornfes ay voisinage

de 1'infini. Si on pose Lz (z) = |Log(d(zo,z))f. Lp{d(zo,z)) avec
o
P8 C’: ([0,+] ,{0,11),9p =1 au voisinage de 0, on définit

(z}) |
el = sup —La)
zGH/I‘-{zo} Lzo(z)+1 |

La preuve de (i) et {ii) résulte alors de quel

ques majorations regrouy-
pées dans le :

Lemme : a) ¥ Uo’Ul >0,3C telle que, Vs avec o < Re(s) =U<UI , O1 ait :

IR (z,2";s)] <C(exp(~5" d(z,2")) + L _(z") .

b) Pour §,>> 0, il existe C telle que :
Fo
I, <= 2 1 T
[RI‘(Z’Z ,so)|-.C(exp( 7 d (z,2")) + LZ(Z 3
¢} Pour so>> 0, ona :

s
[vi{z,z")| < c[exp(—T"(d(z,xo) +d(z’ ,XO)) +LZ(Z')><(2)><(Z')1

ol x € C‘:(X) eat Egale & 1 sur XO .
——— =stF & 1 sur
(dans ce lemme, d est 1a distance dans H/T).

Preuve :

1

a) Identifiant Yl 3 (u=e )

a H/? o T ={z|— un.z[nGZZ]
«

A —_—

et I'm = Fm_U{qu I GeFm } avec j(z) = z » ON peut poser Fl{n(Z,Z';S)= T R(z,yz';s)

YEI"30
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et alors

Rw(z,z';s) = %;(z,z';s) - ﬁ;(z,jz!;s). Il nous suffit donec de majorer ﬁ; , ce

que l'en fait & partir de la majoration

A A
|R(z,2";8)| < Clexp(-od(z,z")) + Lz(z')) , (d = distance sur H)

obtenue & partir de l'expression explicite de R 2 1*aide de fouctions hypergéc—
nétriques.
En effet, pour Re(s) = 0, 0, % exp(—%d(z,unz')) =0(1) et donc

ne€Z

~ . A A
R (z,2"38)| < C(nézexp'(_iz’-d(z,pnz'))) .Sip[(exp(-%d(z,pnz')) Yooty .

A
D'ol 1'on dé&duit la majoratiom, car d{z,z') = inf dH(z,unz').

b) La majoration s'obtient par un proc&dg analogue au a). On peut aussi
1'obtenir & partir de majorations générales du moyau de la chaleur sur H/T ,

c.t
du type er(t,z,z‘) < Cl/t.e 2 .exp(-C3d2(z,z')/t) (D,C-L-Y) et de 1l'écriture

+oo +so(1—so)t —tar
RI,(SO)—JO e e at (s, >>0) .

c) Pour obtemir cette dernigre majoration, on part de 1'&criture, valable

torsque z et z' EXo (auquel cas la majoration b) convient),

V(z,z") -[ R (z,2';s )] + R (z,3z"35))
ker/r_-{1d} °
On obtient ainsi, grice 3 a) ,
o . A

a
]V(z,z')l < C[ ? {I&}exp(—'-To d(z,yz‘)+exp('-703(z,jz'))]
wEr/T -

On utilise alors 1l'inégalit@ &vidente

A
d(z,yz') = d(z,Xo)-rd(z',Y—lXD)

A

R W S

et o

que

prét:

sur 1

un o

noyat

comp:

Bz}
{vois

la m

Haus:
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L
vz’
'
X
o
et on est ramené # majorer des sommes du type z exp(——i—a(z',y'xo))

yer/r_-{1d}

que l'on traite comme en a).

On peut sans doute ainsi obtenir cette majoration # partir de 1'inter-
~tAp  -th,

prétation probabiliste du noyau de e -e en termes du mouvement brownien

sur B/T et des majorations a priori au noyau de la chaleur (cf. W)} .

I1 reste i vérifier 4 1'aide du lemme que w(s) € B et que H(s) est

un opérateur compact de E%(Re(s) > Q).

Pour cela, on utilise une estimde générale sur les produits de convolutiont

J exp(-Ad(z,z") -Bd(z",z")) . du(z") = 0(exp(- Ad{z,z"))
H/T

oi A>0 et B>1+4 .

Le thoréme d'Ascoli permet alors de prouver qu'un cpérateur ayant un

noyau continu majoré par © exp(—Ad(z,Xo)—Bd(z',Xo)) avec B>1 et A>0 est

compact dans B. Les singularitds logarithmiques ne causent pas d'ennui particulier.

On peut en fait préciser le résidu de RP en s =6T ; 11 est de la forme

D(2)0(z'} od ® est l'unique (& scalaire prés) solution > 0 de (AF—SF(I—ér))¢==O

(voir [S4]34 ce sujet) : en fait via une représentation intégrale des solutioms,

la preuve utilise 1'ergodicité de l'action de [ sur RUe pour la & _—mesure de
g r

Haussdorff canonique.
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4. APPLICATION A LA FONCTION DE DENOMBREMENT ORBITAL

En appliquant le th&or&me taubZrien d'Ikehara [L1]a 1a

série de Poincaré, on obtient le résultat suivant :

Théordme : Si la série de Poincaré n'a pas d'autres plles sur la droite Re(s)=6;

' . . 1 . . §p¥
(c'est toujours le cas si 6[‘ = 2) que le point GI‘ , on a Nr(zo,zl,r) '\:Cl:v(zo)d'n(zl)e .

ofi @(z) est 1'unique (& scalaire prés) selution positive T —automorphe de

(a- ﬁr(l—&r)ﬁ): 0.

Lorsque & > l, CDELZ(H/I‘) et si on pose o=vVc.d avec @_I =1,
r 2 o OLZ(H/I‘)

2(1-s) .
2 T p(2s)/(T/s))°

ona C= s

(done C(1) = 21 , ce qui redonne le ré&sultat de Huber).

Lorsque 61_, < 15, il peut y avoir d'autres pbles sur la droite Re(s) = GI'

que le poi.nt'tSI, , on a seulement une densit@ "analytique
4 o0
J e St dNI‘(zo’zl;t) " (s—’-a;) , mais on peut prévoir un
© . r

gquivalent du - -type Nr(r) wCe r (1+ Zaj cos uj (r—rj)) ol Griiu_j sont les autres

a(z)p(z")
5 - 61‘

poles.

11 serait intéressant de comprendre si cela peut effectivement avolir lieu.

5. UN EXEMPLE dh I' N'EST PAS DE TYPE FINI.

Nous mous intéressons 3 la situation ol T est un sous—groupe distingué

d'un groupe I'0 discret tel que I'OII‘ ‘soit isomorphe & ZZd et que H/I‘o soit

compact (ou d'aire finie,ou méme plus p&néralement de type fini avec GI‘ > -;— )
o

Exemple 1 : tore avec une infinité de trous etlune action de Z
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Exemple 2 : H/I‘O est Ta sphére -3points mynie de la métrique d'aire finie H
. - . . |
I'D est alors un groupe libre 3 2 geénerateurs et on considire le sous-groupe [' des i

commutateurs de [;_J, on a alors évidemment I‘o/l" R 232 .

On est amené 2 &tudier d'une manilre générale la thiorie spectrale et

la réselvante d'une variéta riémannienne compléte X munie d'une action isom&trique

et proprement discontinue de Zd telle que le quotient XO = X/ZZd est compact.

On utilise pour cela une décomposition intégrale du laplacien par

Tapport aux caractdres de Zd . 81 on note ﬂl‘d = (R/ za)d le groupe de caractares
de Zd définis par Xa(nl""’nd) = exp(Zﬁi(nlul+...+ndad)), toute fonction

£E8 OO s'Gerit £(0) = [  (x) da ot
[e] ,I[.d o

£} = g
o nezz

d f(n.x) )Q (n) et done fa(n.x) = xu(n) fa(x)

Cette décomposition est compatible avec la structure de L2(X),

rend, - J” RS |2dx] do
[s]
L G0 dx
T [}

. . 2 .. ..
Done si on note Aa le laplacien sur L (XO) avec les conditions aux limites

£(T..x) = exp(2mi o,) £{x) (T.x = (0,...,1,...,0).x) ,
J ] ] jéme place

on a

AX = J Aa de , au sens des intégrales hilbertiennes

([RS8 IV p. 279 et sv"®5)y |

En particulier si (ln(a), (pn(.,o:)) est la décomposition spectrale de 1'opéra-

teur Au (2 résolvante compacte), on a :

w (x,a) (v,
- © )
[()\"Ax) ]J(X’Y)=l_ p —— 1=

——F—— da
L d n=0 A )‘n(a)

271




i

Y. COLIN DE VERDIERE

On a alors besoin de :
| 6. PROBL
- d f
Théoreme : Pour o €T ~{0} , A >0 et & (o) = inf (spectre A } admet en f
@ o o —— ! ) I
¢ = 0 un minimum absolu non dégénéré. En particulier cela implique que, lorsque ‘ N
| pour obte
d»3, X admet une fonction de Green G(x,y) = lim [(l—A)-l](x,y) , alors que, { .
pre _ ! On doit g
si d=1(resp. 2}, on a @ :
. j el T nor
-1 1 . ‘ - |
[(A-AX) ](x,y) - 5= log (a{x,¥)) ;%_r(resp. ¢ log|a|) lorsque x=+0 4
A
? D 1
(on a supposé dim(X) = 2 pour simplifier 1'&criture). L Selberg
|
Corollaire : Dams le cas X = H/T , la série de Poincaré admet, lorsque sr1” ! de Diricl
sne limite finie si d 3. et un &quivalent en < (resp. Clogls-1|) lorsque qui est
51 .,
d=1 (resp.2). | obhtenir «¢
D'oii en particulier 1'ergodicité du flot géodésique si d=1 ou 2. siques pi
Preuve du Théordme : Soit ij c"(X) telle que fj(Tix) = fj(x) +Si i 1 3) 1
et m{ = df.€ nl(x } la forme fermée m% est cohomologue & une forme harmonique en suppo!
J J o J
w. et on peut modifier fj de fagon que dfj = mj.
| ) 4y 1
. . o2 o0 e .
Soit igt C (XO) > ca(xo) défini paxr :
) 9 et théor
j@Ey =¢ exp(-2mi(a, £ +.. . H0 £.)), l'opérateur A se transporte sur L (X ) en
o 171 d'd o o J
1'op&rateur L/ associé & la forme quadratique fermée de domaine Hl(xo) définie
par qu(f) =.[ de-—imafuz dx od w, = 2n T dj mj; on a donc, en utilisant le
%o j=1
fait que w{a) est harmonique Lu(f) = AXOE-Zi <df[ma=>+l\mul|2 f. BIBIOGRA
11 est facile de vérifier que qu(f)> 0 sio#0 et decaleuler le comportement
[BN] 4. B
asymptotigue quand &~+0 de AD(La)
18
2 :
4t 2
Ao(Lu) Ty I llEajmjll dx (a0}
o X :
© g
: [(B] P. B

ce qui achéve la preuve du Théoréme.

Cette’ situation a 8t& &rudide trds en détail en dimension 3 dans la thése de
C.L. Epstein (New York U. 1983) jntitulde : The spectral theory of geometrically

periodic hyperbolic 3-manifolds.
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6. PROBLEMES

1} Inégalités isopérimétriques : Appliquer les inggalités isopérimétriques (B)

pour obtenir des estimations sur GF et sur le nombre de valeurs propres < [/4.
On doit pouvoir notamment retrouver des rdsultats du type : si H/T a une pointe

et T non &lémentaire, § >—;— (BNL1,2 3 P4,5).

r

2) Formule de traces : On peut développer des formules de traces 3 la

Selberg pour calculer Tr(f(Ar) —f(Am) ol A est le laplacien avec conditions
de Dirichlet sur Uy, (lorsqu'il n'y a pas de cups) ; cela est analogue & ce

qui est fait dans (G) pour l'opérateur de Schrédinger dans R" . On doit ainsi
obtenir des estimations sur le comportement asymptotique des longueurs de géodé—

siques péricdiques (comme dans le cas compact).

3) Extension aux dimensions d®3 : La structure géométrique de H/T , méme

en supposant T “pEométriquement fini" n'est pas aussi simple que pour d= 2.

4) Probléme des résonnances non rédelles sur la droite critique Re(s) =6F <

B3| —

et théorémes taubériens "ad hoe”.

*
* %
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