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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Une nouvelle démonstration du prolongement .
méromorphe des séries d’Eisenstein. Note (*) de Yves Colin de Verdiére, transmise par Bernard
Malgrange.

Nous donnons une nouvelle démonstration du prolongement méromorphe des séries d'Eisenstein-Maass basée
sur la méromorphie de ia résolvante d'un opérateur autoadjoint auxiliaire A,

We give a new proof of the analytic continuation of the Eisenstein-Maass series based on the meromorphic behaviour
of the resolvant of an auxifiary self adjoint operator A,

Dans son article ([5], p. 119 et suivantes), Venkov mentionne I'exisience de plusieurs
‘démonstration (dues 4 Selberg, Faddeev, Lax-Phillips) du prolongement méromorphe des
séries d’Eisenstein-Maass. Nous donnons ici une nouvelle démonstration qui nous semble
“plus conceptuelle et moins difficile de ce prolongement : elle est basée sur la méromorphie de
la résolvante d’un opérateur autoadjoint auxiliaire A,, qui est 4 résolvante compacte.
L’opérateur A, a été introduit dans un but différent par Lax-Phillips {[2], p. 206 et suivantes).

Nous nous plagons pour simplifier dans le cas d’une surface de Riemann X (non compacie,
mais lisse) avec une seule pointe (I’extension 4 des dimensions plus grandes ou au cas de
plusicurs poinies ne présente pas de difficultés). Nous supposons doncque X=X, w X, ou X,
est compacie et X, =R/Z x[b, + oo[ est équipée des coordonnées locales{x mod 1, y)et dela
-métrique hyperbolique {(dx* +dy?}/y>.

. « DEFINITION » DES SERIES D’EISENSTEIN. — On note A Popérateur de Laplace-Beltrami
sur X; dans la suite A signifiera toujours 'opérateur différentiel au sens des distributions sur
X. .

On sait que l'opérateur non borné (A, C§ (X)) admet une unique extension autoadjointe
notée A, dans I’espace de Hilbert L?(X) dont le domaine est :

HZ(X)={j'eL2(X)|Aj ELz(X)}.
Soil :

Q={SEC|RC(.§‘)>% et s{1—5)€Sp(A, )}y

la positivit¢ de A, impliqueque Q= {seC |Re(s)> 1/2ets¢[1/2,1]}. Soithe C* ([b, + oo[)
une fonction nulle au voisinage de b est égale a 1 sur [b", +oo[) (b">b), on pose :

H(z, s)=(A—s(1—)(h(y)y"), .

ou la fonction /(y) y® est prolongée par 0 sur Xg; on note que H(., s)eC§ (X) et dépend
holomorphiquement de s. Soit alors :

E(z, 5)=h(y)y' +(s(1—s5)—A, )7 (H(z, 5)).

ProrosiTiON. — Pour s€Q, E(., §) est lunigue solution de (A—s(1—5))E(., s}=0 relle
~que E(z, s)—h(y) y e L2 (X).

L’unicité résulte de ce que si s€Q, s(1 —5)¢ Sp (A, ). En fait, siX=T \H ou Hestle 1/2
plan de Poincaré et T’ un sous-groupe de type fini dont les seuls éléments paraboliques

1
forment le groupe Fm={(0 ’;)

neZ}, on définit habituellement E par la série
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d’Eisenstein, convergente pour Re(s)>1: E(z, )= > [1m (yz)]*. Dans la situation ou
el NI

nous nous sommes placés, nous dirons aussi que E(.. s) (seQ) est la série d’Eisenstein (de
parametre s).

2. LES OPERATEURS A;,. — Soit maintenant b<b"<a<-+oo et m: X, —[b, +oof la
projection canonique. Pour fe%'(X), posons fo =1, ()@’ (b, +x[), c’est le O-iéme
coefficient de Fourier de f. Soit alors :

H={feL2X)|fol 10 +1=0}

)

On définit A, comme étant opérateur autoadjoint associé par le procédé de Friedrichs 4 la

ef :

DG=J§HH1(X)(H‘(X)= {fELZ

7

forme quadratique fermée g, de domaine D, deéfinie par ¢,.{f)= jl df1*; A, est un opérateur

autoadjoint positif sur #, qu’on peut caractériser ainsi - le domaine de A, est 'ensemble des
f de D, telles gue :

Af=g+CT, ot gel?X) et T,eZ'(X).

est définie par T, (W)=, (@); pour une telle f, on a A, f=g.

Il est élémentaire ([2], p. 206-207) que A, est & résolvante compacte : cela résulte de la
compacité de l'injection de D, dans L? (X); donc la résolvante (s(1—s)—A,) e LA )est
une fonction méromorphe sur C. :

3, LE PROLONGEMENT MEROMORPHE. — On pose -
K(z, s)=h()y +{s(1—5)—A,)" ' (H(z3)).

Comme H(., s)e %’ﬂ, on voit que K(z,s) est méromorphe en s et vérifie
(A—s(1—=s)K{., $)ea=0. Le 0-iéme coefficient de Fourier Ko de K est une fonction
continue de y, car K —#(y) y* est dans le domaine de A,

De plus, pour y<a, Kq(z, s)=A(s) y*-+ B(s) 175 ol A, B sont méromorphes sur C; pour
y>a, Kq(z, s)=y". Soit : |

Gz, 9)=K(z, )+ a1 ) (A )y +Bls)y' 7 =)

1 est clair que (A—s(1—sNH(G(.,s)=0, que Golz S)=AE) P +BE) Y 7, que

G-—Gpel?*(X) et que G(., 5)#0 (sinon K, ne serait pas continue).
On en déduit par la proposition établie au paragraphe 1 que pour sel,
Gz, s)=A(s)E(z, 5) et donc le prolongement méromorphe & € de E{z, s). De plus, si
"1—-5eQ, on a Gz, ) =B(s) E(z, 1—s), d’ou l'on tire I’équation fonctionnelle
"E{z, 1-5)=¢(s)E(z, 5) avec (¢=A/B méromorphe et I'identité o(s)e{l—s)=1. De la
relation E,(z, s)=)*+¢{s)y' ™%, on tirc immédiatemen: ¢()=0(s) et donc si
Re(s)=1/2(1—-s=s),|@(s}| =1 : @ n’apasde pdle sur Re(s)=1/2. On utilise la relation de
Maass-Seiberg (1], p. 20-21) qui permet de calculer HE(z 5) = %ja. ar W) Eo(z, )l en
fonction de @ pour prouver que E n’admet pas non plus de poles sur Re (s)=1/2. Finalement,

on obtient le :



C. R. Acad. Sc. Paris, t. 293 (26 octobre 1981) Série I — 363

THEOREME. — E(z, 5) adme! un prolongement méromorphe & C tout entier sans péles sur
Re(s)=1/2. De pius, on a les équarions fonctionnelles E(z, 1—s)=@(s)E(z, 5) et
pls)p(l—s5)=1. :

(Rappelons que dansle cas X=SL, (Z)\ H, un calcul de E, (2, 5) montre que cette derniére
relation n’est autre que I’équation fonctionnelle de la fonction { de Riemann.)

4. REMARQUE. — On peut a partir de la construction précédente obtenir de plusieurs
fagons les résultats sur la décomposition spectrale de A, , menant a la célébre formule des
traces de Selberg. .

Une premiére méthode est adaptée de Kubota [I] ou de Lax-Phillips {2].

Une seconde méthode est de considérer A, comme limite des A, lorsque & — +co et de
s’inspirer de la méthode classique pour les opérateurs du second ordre sur un intervalle non
borné de R [4].

-~
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{*) Remise le 12 octobre 1981. ,
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