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SPECTRE CONJOINT D’OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS QUI COMMUTENT
I. LE CAS NON INTEGRABLE

YVES COLIN DE VERDIERE

Soit X une variété compacte de dimension d, munie d’une forme volurne dx.
On se donne sur X & opérateurs' pseudo-différentiels dordre I, P, P,, ..., P,
auto-adjoints, tels que T%_ = @ soit elliptique et qui commutent entre eux:
Vi, j, [P }=0. On peut alors définir le spectre J01nt comme le sous-ensemble
(avec mult1p1101te) A de R* des A, =(l,...,A%) ol g, est une base
orthonormée de L*(X, dx) telle que P% )\;qoa Le but de cet article est
d’étudier quelques propriétés de I'ensemble discret A. On désignera par
p=(p1s-- s )P E Co(T*X, R¥), le symbole principal joint des P; et par £ la
forme volume canonique £ = dx, A - - - Ad§; sur T*X. (Si E est un espace
vectoriel (ou un fibré vectoriel) on pose E EN{0})

Remarque 0.1. Si Py, ..., P, ne sont pas tous du méme ordre et d’ordre non
nul, on s’y rameéne: si #; sont les ordres des F; et M le p.p.c.m. des m;, on pose

Q=PM4--- +P™™ avec n=M/m

et
Q=0 %P, avec @ = —— .

Exemples. (0.2} Si X est une variété riemannienne compacte, G un groupe de
Lie opérant par isométries sur X, chaque élément Y de I'algébre de Lie de G
définit de maniére évidente un champ de vecteur sur X qui commute avec le
laplacien. Si on peut trouver dans I'algébre de Lie de G, ! vecteurs indépendants
commutant 2 3 2, on peut étudier le spectre joint des / champs de vecteurs et du
laplacien sur X; dans d’autres cas, on peut aussi introduire I'opérateur de
Casimir I qui commute avec le laplacien sur X. Cette situation est tout 4 fait
usuelle en mécanique quantique avec G = SO(3) par exemple.

(0.3) X = K\G/H est un espace localement symétrique compact de rang k;
on sait que Palgébre des opérateurs différentiels invariants par G est de rang %,
et contient le laplacien; on peut étudier le spectre conjoint de ces opérateurs;
dans le cas ol la courbure est <0, on peut obtenir des formules de traces
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explicites (formule de Selberg); cela est étudié de maniére trés précise par Kolk

(KD

(0.4) Soit A, le laplacien sur un espace symétrique de rang 1 (espace projectif
ou sphére), A. Weinstein a introduit dans I'étude du spectre de I'équation de
Schrodinger 4, + V' (V' € C*(X; R)} un opérateur V pesudo-différentiel d’ordre
0 tel que le spectre de A, + V soit trés semblable & celui de Ay + V et que
[Ag, V] =0 ([W] et aussi [CV]).

(0.5) Soit X wune variété riemannienne compacte, om S’intéresse au
comportement des valeurs propres de 'équation de Schrddinger (B2/2)A + V
quand % tend vers 0; pour cela on peut introduire sur X X R/2#Z les
opérateurs:

V 92 Cp 19
.atQ

[T
h.]
)
@€
[

si A,(h) désigne les valeurs propres de I'opérateur de Schrédinger, le spectre
conjoint de P, et P, est 'ensemble des

(£)7(%)2)

faisant varier T, cela permet de recouvrir toutes les valeurs de i= T'/p. Ceci
semble intéressant méme dans le cas ou X = §' (équation de Hill).

Dans cet article I, nous démontrerons trois théorémes généraux relatifs 4 A,
puis nous donnerons des applications & certains des exemples précédents. Dans
1a partie II, nous étudierons le cas intégrable, c’est-a-dire k = 4.

On note I I'image de p et W I’ensemble des valeurs critiques de p.

THEOREME 0.6. Si u =3, &9, avec a, = 0 pour A& C, C cone de R%, on a:
WF(u) C p~(C). En particulier si C nT = {0}, C N A est fini.

TurorREME 0.7. Soit C un cone de R* a bord C' par morceaux tel que
BCNW=getqgE C*(R¥, R) une fonction homogeéne de degré 1, alors on a:

CardinalA€ C N A | g(d) < 7} = 2m) " ~ol{p~(C N {g< 7))} + O

ott vol est le volume par rapport & .

Remarque. Lorsque k=1, on retrouve le résultat de Hormander ([H]).

Lorsque k=2, X =R*/2% P,=(1/)(3/dx), C=R* et g=yx*+ ?, cest
I'estimation de Gauss sur le nombre de decomp051t10n d’un entier en somme de
deux carrés.

THEOREME 0.8. Supposons que P, soit tel que Spectre (P)) = {Al} C Z+ { pg)
et que le flot du champ de vecteur H, soif simplement périodique de période 1m,
alors si C est un cone tel que C N {x, = 1} soit compact et vérifiant les hypothéses
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du théoréme 0.1, on a:

Cardinal{A€ C N A | A, = g + o)
= Q2a) %ol p~I(C N (g + po} X R} + 0(9%7?)
on vOl =Q/dp,.

Remarque 0.9. Le théoréme 0.8 s’applique notamment aux exemples (0.4) et
(0.5). Dans le cas de (0.4), il permet d’améliorer un peu les résultats de Weinstein

(WD.

Remarque 0.10. Dans II, on améliorera ces théorémes dans le cas k = d;
notamment lorsque & = 2, on pourra voir ¢e qui se¢ passe prés de certains points
de W correspondants 4 des singularités ayant des propriétés de non
dégénérescence du type point de Morse.

Remarque 0.11.  On peut étendre dans une certaine mesure ces résultats au
cas ol X est non compacte, par exemple dans le cadre de I'exemple (0.5), cela
permet d’obtenir des estimations pour la partie discréte du spectre de i"équation
de Schrodinger: si V  =lim__ _ V(x), et si E< V. Si on suppose que
I'opérateur de Schrédinger est autoadjoint au sens de la théorie spectrale et que
le spectre est discret en dessous de V', on peut obtenir des estimations
analogues a celles quon a dans le cas compact pour Cardinal{A, (7) < E}
lorsque A—0.

L’article s’organise ainsi; dans le §1, nous prouvons un théoréme taubérien
généralisant & plusieurs dimensions ceux utilisés par Hormander ((HI1]) et
Duistermaat-Guiliemin (D.G.]); dans le §2, nous faisons une étude microlocale
de la trace de U(f) = exp(—i(¢,P, + + - - + #.P,)) au voisinage de ¢ = 0; dans le
§3, nous prouvons les théorémes 0.6, 0.7 et 0.8; dans le §4, nous appliquons les
résultats obtenus 4 I'équation de Schrédinger.

1. Un theoreme tauberien. Scit 7 un paraméire réel tendant vers Pinfini;
pour chaque valeur de r, on se donne une partie discréte A, de R* et on suppose
quil existe un N € N tel que

Cardinal{A € A, | |[A]l € #} = O((|»] + |7))"). (1.1)

On sc¢ donne aussi pour A € A, des nombres a, , €[0, 1]. On définit alors des
distributions Z_ € & ‘(R*) par la formule:

Z.(6)= AEZA a, xe IV, (1.2)

on veut étudier le comportement asymptotique de A, et le relier a la singularité
de Z_ a Torigine, pour cela, soit p € §(R¥; R") une fonction paire telle que
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p € CL(RE; R) et 5(0) = 1, on suppose que:

pZ.(1) = fH eT0a(g r)dE avec a(§ 1) = an(E )+ O((IE + )Y,
(1.3)

ou a,, est une fonction continue homogéne de degré m sur R** 1\ 0.

THEOREME 1.4. Soit D un domaine compact & frontiére C' par morceaux de
R, alors: '

{4 A EANTD) = fwa,,,(g, )i+ O(rmHEY,

Calculant Ia transformée de Fourier de 5Z_, il vient:

2 4,06 = N) = a,( 1)+ O((Iél + 1) ™).

AEA,
On a:
S{a.,|A€AND}=3 {amf o6 —N)dE|AEA,N TD}.
Hk
On introduit donc: (D=3 {a, ,fpp-NdE|AEA, NTD} et (D)
=>{a.\f.p p(€ — N)dE | A€ A}, Par hypothése, on a: (II) = [.p au(& 1)+

O(r™*%~1), On est donc amené & majorer (D—(II):

W= =3{a.f, pE-Nat|reanm]

~ S {af e&-NagiresD ).
D
Soit U un voisinage compact de D A frontiére C! par morceaux, on a:

> {af,ALhTDP(g_}\)dﬂ?\EA,HTD} =2{a,,,\fﬁk\fu- . }
+2 {af’AL(U\D)- h ]

De méme:

3 [a,,ALDp(s—A)dg|AeA,\TD}=2{amfw- . |AeAfxfu}

+2{a,,;\fw- o gAeA,m(U\D)}.
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Dans chacune des deux expressions, la lére somme est O(1), en eifet, pour
AETD, on a [anypE—NdE=0(r") et de méme pour A€rU,
[.p 06— Nd&= O(7| + |Al)~=); car pE $, on conclut grice a (1.1). On est
donc amené a estimer:

(A)EE{“T,AI P(g—h)dil?\EA,ﬂ'rD}
r(UND)
et
B)=2 {ﬂ,,afop(é- NdEJAEA N r(U\D)}.
On passe d’une somme 3 lautre a permutation de U\D et D qui ont des

propriétés analogues.”On va donc se contenter d’estimer (A4):

LEMME 1.5. Soit R > 0 fixé, alors:

2la | AEANTU, IE~A| <R} =0(1").

Il suffit évidemment de le prouver pour un seul R,>0. Soit R, tel que
[t < Ry implique p(f) > 1/2, on a:

SH{a A AEANTU E-A| <R} <2-2{a wE-N|AEANU}.

Cette derniére somme est majorée par a,, (&, 7) + O((r| + [|€])™ ") et comme
dans 7U, on a [|€]| = O(|7), on conclut aisément.

On a: [,yva pE — Nd§ = O(12 + distance(d, T(U\D))]~"), en regroupant les
A de A_n D par paquets dans des boules de rayon l; et en utilisant la
majoration

|distance(A, 7{U\D)) — distance(A’, 7(U\D))| < distance(, A')

et le lemme 1.5, on obtient:
(4) = O(T'”)f [1 + distance(A, 7(U\D))] ™ "@A.
D

Il reste 4 majorer: [ p[l +dist.(\, 7(UND))] " YdA = 7" [ [l + 7 dist.
(., UND)]™¥dp. En utilisant une partition de I'unité et des cartes locales, on se
raméne & majorer: [, o1 + %)~ Mp(x)dx, ol § est bornée & support compact
dans R%. On voit qu’une telle intégrale est O(= "), ce qui prouve 1.4.

2. Etude microlocale. On désigne par {2, l'ouvert de T*X ol dp,, ..., dp,
sont indépendants et on adapte A cette situation la proposition 6.1.4 de [D.H.]
qui en est un cas particulier obtenu en faisant k = 1.




174 COLIN DE VERDIERE

THEOREME 2.1. Soit P,,..., P, des opérateurs pseudo-différentiels auto-
adjoints sur X qui commutent entre eux et soit Ay € T*X tel que }‘:, pf()\o) >0
et dpi(Ao), . . ., dp(Ao) sont indépendants. Alors il existe un voisinage conique U
de X, une transformation canonique homogene x : U— T*R? ot y(U)=V
voisinage conigue de py = x(Ay), des opérateurs intégraux de Fourier A et B,
AEINRY, X; %), BEINX; R, x ™). tels que, si P)=(1/i)3/dx), on a:
Ao@ WF'(BA — Id), o @ WF'(AB — Id), et Yj=1,..., k, \g& WF'(BP4 —
B). |

Preuve. Des conditions sur les p; résultent par application de la proposition
6.1.3 de [D.H.] Iexistence d’une transformation canonique x d’un voisinage
conique U de A, dans T*R? telle que & o x = p;; en effet, il suffit de vérifier que
les vecteurs hamiltoniens H, qui commutent entre eux, sont indépendants entre
eux et indépendants de 'axe du céne au point Ay, ce qui résulte des conditions
{p,p}=0et Tf_, g > 0.

Choisissons alors 4y € I%(V, U; x) elliptique en Ay et By € I%U, V; x~") un
inverse microlocal de A,. Introduisons les opérateurs pseudo-différenticls Q; sur
RY, par la formule Q; = AP By, ces opérateurs commutent modulo régularisant
au voisinage de p, et ont méme symbole principal que Pj°; raisonnant par
récurrence, on suppose construit 4,_,, B, ayant les mémes propriétés que 4,
et By et tels que: 4, _P,B,_, = P"+ R~ au voisinage de py, ot R~ est un
opérateur pseudo-différentiel d’ordre — n; on cherche alors 4 construire 4, sous
la forme A, = (Id + C,)A4,_, ot C, est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
— n; en écrivant que (Id + C, )P + R~ 1) — P + C,) est dordre —(n + 1),
on obtient les équations: (I/i){&,¢c,}=r""", ou ¢, /"' désignent
les symboles principaux d’ordre —n de C, et R"~'; ces équations s’écrivent:
(1/)@c,/3x)=1""; or on a: [P’ + R, PY+ R/'™'] = opérateur régulari-
sant au voisinage de p, et donc 8-~ '/ dx, = 8r"~'/8x;, si on suppose qu'on est
dans un voisinage contractile de A,, on peut résoudre les équations, ce qui
prouve la récurrence. Passant & la limite, on définit un opérateur
A=1lim, I+ CYI+ Cy-))...(I+ C)Ay qui satisfait les conditions du
théoréme.

THEOREME 2.2. Soit ¥ un opérateur pseudo-différentiel sur X, de symbole
principal et tel que WF'({)) C,. On peut définir la distribution Zg € 9D (R%)
par Zy(t) = Tr(exp(— i(t,Py + - - - + 4 P)).Y); Cest une distribution intégrale
de Fourier au voisinage de t =0, de la forme: Zg(f) = [ge e~ /O0* 1 Fildg(£)dy,
ot a(f) est un symbole classique dont la partie principale a, est défini par:
ayé) = (2W)_dfp_l(£)q, o p-Qfdpy A\ - Ndpy.

Preuve. Montrons que Zy(¢) est bien définie comme distribution; pour cela,
on introduit U(f) = exp(—i(t,P, + + - - + 4, P;)) et on pose 4, = (fax U(Dp(?)
df) » ¥, ol ¢ € C(R*), on montre que A, est un opérateur 4 trace et on pose:

(Zy, p) =Tr(4,).
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Soit gy =(1=A)%, on a A, = fal — &) YU(Npy(Hdt ct comme (1/)
(@U/d)=—P,U, on a:

A =

. o V.

[ (1+ 5 P) U(t)ow (1)dt
Rf j=1

Comme U est borné dans L? on voit que A, est régularisant.

Soit maintenant A, € &,, on fait la construction du théoréme 2.1 dans un
voisinage U de A; et on suppose B4 — Id et BPJ.“A — F; sont régularisants dans
un voisinage U, de A, on choisit alors un nouveau voisinage conique W C U, de
Ao et un nombre e >0 tel que si ||¢]| K e et A E W, gAY E U,, ol ¢, désigne le
flot composé de H,,...,H, qui commutent. On recouvre WF'(¥) par un
nombre fini d’ouvert W,, a=1,..., N et on pose e =inf{e, |a=1,...,N}.
Soit Wy= I*X\WF'(¥) et II, une partition -de l'unité pseudo-différentielle
d’ordre 0, c’est-a-dire que IT, est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 tel
que WF(II)C W,,a=0,1,...,Netquon a: Id=3¥_ I . On note p, le

symbole principal de IT,, on a évidemment 3%_, p, = 1. On a:
N
Zy(f) = 3 TH(U()¥TL,),
a=0

or ¥le IT, est régularisant, donc modulo C*, on a:

Z,(n= % Tr(U(2)¥T1,) (mod. C*).
a=1

Lemme 2.3, Sur Im(¥IL) on a: U(t) = B, Uy()A4, (mod C*) pour ||¢|| < e.

En effet, si WF(p)C W,, on a d’aprés le théoréme de propagation des
singularités ([D.H.] théoréme 6.1.1) pour ||¢|| € ¢, WF(U()¢) C U, et sur U},
on a: P;= BaP:,.OAa (mod C%). On a donc: Tr(U(AH¥YIL ) = Tr(B, Uy Q,4,)
(mod C™) pour ||¢]j < ¢, ou O, = A,¥II B, est un opérateur pseudo-différentiel
de symbole principal (yp,) ° x.'; comme A, B, = Id(mod C*) sur Im(Uy(?)
0,), on a, pour ||1]| < ¢,

Tr(U(HYIL) = Tr{Uy(£) @, ) (mod C*).
Il reste & évaluer cette trace; on a:
Uy(t, x, y) = (ZW)_deexp(i <x=y-—tie,—- -+ —te,E).ds
ol e, ..., e sont les k premiers vecteurs de base de R?. On en déduit que:

[ Uo(1) Qo] (>, ) = (2m)~¢ fn exp(i<x—y—tey =+ — e, iy, Hdt
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ol §, est un symbole dont la partie principale est g, = (yp,) ° x“. Et donc:
Tr(Uy()Q, ) = (ZW)HdLuexp(— i(hE + - - o+ 88))-Gu(x, §dx dE.
Intégrant par rappc;rt A X5 Xgs §q1s - -+ s &4, ON Obtient:
T U0, ) = (2W)_dj;‘k°x13(—f(f|§1 + -+ RENa b, E)ES
ol a, est un symbole de partie principale ag avec:

ag(gl"'"gk)=Lu_k(1PPa)x—l(xl;"'!xdygls"v:gk"'-sgd)
dxy N\ ANdg/AE N NdE,,

utilisant le fait que x conserve le volume canonique, on peut écrire:
ag(is - -0 &) =f_l(£)(4?a)(x’ R/ dpy\ N\ - - - Ndpy -
7
Regroupant les termes, on obtient le théoréme 2.2.

3. Preuve des theoremes 0.6, 0.7 et 0.8.

Preuve de 0.6, Soit Ay € T*X tel que 7,=pA)E C et soit ¢ € I, ol I,
est Pensemble des fonctions C*® homogéne de degré 0 sur R¥, telle que
¥(1g) # 0 et - =0. On peut définir par la théorie spectrale I'operateur
Y(Py,..., P,) dont Strichartz ([S) a prouvé que c’est un opérateur
pseudo-différentiel de symbole principal (p,,...,p).- Si A€EC,
Y(P1s .« PP = ¥(N)@, = 0 et done, siu =Fyec HrPr> 002 P( Py, . . ., Pu
=0 et comme Y(P,, ..., P,) est elliptique en Ay, on voit que Ay WF(u).

En particulier, si C N T = {0}, soit E. le sous-espace vectoriel ferme de LX)
engendré par les (@)yec, O VOit que E,C C®(X) et donc lidentit¢ est
compacte dans E; E_ est de dimension finie.

Preuve de 0.7. Soit ¢ € K, telle que support(¢) C C et 9=1 dans un
voisinage de W N C (¢ existe car W ne rencontre pas le bord de C), soit
&€ I, telle que §=1— ¢ sur C et support(@) N W =¢. On décompose la
fonction 4 étudier en deux sommes:

Card{A€ CNA|g(N) < 7} =Z(FQ) [AEANTD}
+22{eM) A E A, g(3) < 7}

ol D= Cn{q<1}, la deuxitme somme 3, peut s’¢crire aussi >, . b, o
b, =2{eM | AEA, g0 = p}.

Ces deux sommes vont s'évaluer grace au théoréme taubérien et 4 la réduction
microlocale.
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Etude de 3, : pour étudier »),, on est amené 4 introduire:
Z(n = AE FAN)e IV =Te(§(P,, ..., P ))exp(—i(1Py+ - - - + £P))
€A

Comme §(P|, ..., P,) est un pseudo-différentiel qui commute avec U(?) et que
WF'($(P)) CQ,, on peut évaluer la singularit¢ & Torigine de Z(r) par le
théoréme (2.2). On a donc, au voisinage de 0:

Z,(0) = @n)™* [T 10a(g)ds,

avec ag(§) =[,~1)(® o p)2/dp, /\ - - - Adp,. Par application du théoréme
taubérien 1.4 11 vient immédiatement:

S =@ [ ([ @D/ AduJasn- - g,
+0(r%Y);
c’est-a-dire:
2N =Cnf | (& pR+ 0@,

Etude de 3,,(r): pour étudier 3,,(7), on est amené A introduire Z,(¢) définie
par:

Z(ty=2{be ™ |p=g(\),AEA}, (ER.
SiQg=g(P,...,P)et¥=oq(P,,...,P),il est clair que:
Z(1) = Tr(¥e™"2)

ou @ est un opérateur elliptique autoadjoint, On a donc au voisinage de ¢ = 0,
d’apreés le théoréme 2.2 appliqué avec k = 1:

2,(1) = (2m)* [ e~ a()a

avec ag(€) = [ -10(9 © pYNQL/d(g ° p). On en déduit, par une nouvelie ap-
plication du théoréme taubérien 1.4:

Sdr)=@n) ! al®)d+ 07
et donc:

2M=@07[ | (pepotorh.
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Utilisant le fait que support(g) C C, on obtient finalement:
E ()= 21(7) +2(n)= (277)—dv01(p_1({q < 1-} n C)) + O('rd_l),

ce qui est le théoréme annonceé.

Preuve de 0.8. On choisit ¢ et ¢ comme dans la preuve de 0.7 et on
décompose N(g) = Cardinal{}’ | (g + iy, A) EA N C} en deux sommes; pour
cela, on introduit A, = (N €RY™1| (g + po, N} € A} et on &crit:

N(@) =S {$(g+ o, N) INEAN(g+ po)D } +Za{(g + 1o, M) [N E A

o D est défini par {1} X D = C N {x, = 1}. Pour évaluer 3, et 3,, on procédz
un peu comme dans la preuve de 0.7.

Etude de 3 ,(q): pour appliquer 1.4, on est amené a introduire la distribution
Z, € 9/(R*™1) définie par: Z,(t) =ZTyen, $(q + Ho eI IN: pour étudier
la singularité 4 l'origine de Z, quand ¢ tend vers I'infini, on introduit
Z € '(R*) défini par:

Z(t,, )= D Z(r)e ' @rmn=Te(e NI G(P, ..., Py))
pPEZ

L’¢tude microlocale du §2 permet de préciser la singularité de Z & Yorigine; pour
conclure, il faudrait connaitre les singularités pour £; ER, ] < e (¢ >0), ce
qui est possible grdce 4 I'hypothése faite sur le flot de H, . Pour cela, nous avons
besoin de quelques lemmes:

LemME 3.1. Soit Py, ..., P, comme dans le théoreme 2.1 et ¥ un opérateur
pseudo-différentiel sur X tel que WF'(¥) C,; Q, élant I’ ouvert de T*X ou les dp;
sont indépendantes. Alors WF(Tr(U(O¥) C{(t,7) € T*R* | 3A € WF'(), g,(N)

=A7+pN)=0) o= ° - °qf est le flot composé H, , ..., H,.

[Dans le cas k=1, cela est prouvé dans [C] et [D.G], on trouve les
géodésiques périodiques).

En effet, si K(¢, x,y) est le noyau de U(:)¥, d’aprés le théoréme de
composition des opérateurs intégraux de Fourier e i e %% ¥, on a

WF'(K)c {(t, 7, x, £y,m I (x, =9 (y, 1) 7 + p(x, =0, (y,m
€ WF'(¥)). Appliquant les théorémes sur le comportement du WF par image
directe et réciproque ({H2J), on obtient l'inclusion voulue, en particulier:

Supp Sing(Tr(UDD) C {(1+---» W) ER @l o -+ » pf ) =1 (32)

pour un A € WF'(¥)}.

LEMME 3.3. Il existe € > 0 tel que,si A € WF'(¥), o, (A) =N avec t = (¢, 1) ef
sous Ihypothése H, simplement 2m-périodique, alors si |']| € ¢, 1 €27,

En effet, Phypothése faite sur H, implique que H, induit une action
principale de S! sur T*X, laquelle action commute avec celle des Hpj s f =2
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Donc, pour A € WF'(), et ¢’ assez petit, cette action conjointe se sépare comme
un produit, I'action de g@,, €tant localement libre puisqu’on est dans £, on en
déduit le lemme.

De ces deux lemmes, on déduit que

Supp Sing(Z) N (|| < ¢} = 2nZ x (0},
on peut done appliquer le:

LemME 3.4. Soit Z(1,, )€ DRXRY (k > 1) telle que Z(1, + 2, 1)
= ¢~ ¥Z (¢, 1), que Supp Sing Z = 27'Z X {0} e que, au voisinage de 0, on ait:
Z(t), 1) = fpee ' ONF (7, 7')dridr, otk a est un symbole classique en (7, T),
a{orf Z(t), 1) =3 ez Zq’(t’)e"'(‘”““)’l, avec Z (1) = fprmie”7a(q + po 7)ar,
oit d —a est un symbole régularisant.

En effet, on a Z, (+)=1/27 [ T7Z(¢), t')e’ @ #dy; soit p € CJ°(R) telle que
SupppC]— 2%, + 2u{ et 3,7 p(t; —20) =1, on a:

Z(t,, )= 2 (0Z)(t; — 2ml, t')e 20,
=¥+
et donc:

N 1 N o ig+ podty
2,0y = 5, [ 21, )y,
or
pZ(ty, 1) =@m)~* [ e7Um*i(z,, r)rar,

oll d —a est régularisant; en effet pZ admet la méme singularité que Z a
Porigine et n’en a pas d’autrés. En appliquant deux fois Fourier, on en déduit le
lemme.

On a donc obtenu que si p € CS(RF™) est & support dans ||| < ¢ on a:
BZ (1) = m) [ge-1e ™1 a(g + pg, 7)dr’, ol a est un symbole classique
dont la partie principale g, est définie par:

ao(q + u«o,f’)=fp )='r3(q+ PosPas-- s PR/ dpy /N - - - Adpy.

“g+po. 7

On est donc dans les conditions d’applications de 1.4, avec 7= g + pg, A, = A.
On obtient ainsi:

@)= @0 ag+ o, T+ (g,

so.t:

i) =@ fp GG+ tor P2 s p)R/ dpy.

~N(g+ ) X g+ p)D)
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Etude de T,(q): soit a,=3,(¢g), on introduit la distribution Z € 9 (R)
définie par Z(1) =3, a, e"(‘?""‘“)’1 on a: Z(t) = Tr(p(Py, . ... Pe "F); le
fait que P, n’est pas elhpthue sur X n’est pas grave, car P, est e111pt1que dans
WF' ((;o(Pl s+, P)). On peut donc appliquer I'étude mlcrolocale du §2 et le
fait que H, est 51mp1ement penodique pour prouver que Supp Sing z = 27Z et
on a au vmsmage de 0, Z(t)=(2m)" f r € "b(r)dr, ol b(7) est un symbole
classique de partie principale b((7) = [, ., 9(7;P2> .- -» P/ dp,, on refait
alors les mémes raisonnements que dans I'étude de 3,(g) et on obtient ainsi

= (27) " %y(q + po) + O(g97?) et donc:

SAD=Cn "  e(gtpoipa-- o pIY dprt O(g*7).
Pilg+m) ‘
Regroupant les termes, on obtient le théoréme 0.8.

4, Applications a Pequation de Schrodinger.

Exemple 0.4. Plagons-nous dans les hypothéses de larticle de A. Weinstein
dont nous reprenons les notations: A est un opérateur pseudo-différentiel
autoadjoint positif elliptique sur une variété X -de dimension & tel que
¥4 = old. Soit H=A*+ V ou V est une fonction C* réelle; on introduit
PPopérateur ¥ = 1/2n (27 e~ ye™dt, alors [4, V]=0e¢tsi A= {(k+Ay, ) | k
€N, 1< j<d,)} estle spectre conjoint de 4 et V, on a:

ProrositioN 4.1. (W) Si n(j,k)y=d|+--- +4d,_ i+J, on a: si vy < v,
- &y & o estlespectre de H, v, 1= (k+}\0) + pf+ Ok ™.

Cette proposition s’applique par exemple aux espaces symétriques de rang 1
avec A =yA, + a , a est un nombre > 0 bien choisi; {#} est alors le spectre de
Popérateur de Schrddinger Ay + a + V. Appliquant le théoréme 0.8 avec P, = 4,
P, = AV, on obtient:

THEOREME 4.2. Soit V=1 / 27 f “(V o @,)dt ot @, est le flot hamiltonien du
symbole principal de A supposé simplement périodique de période 2m alors si b, ¢
sont deux nombres réels non valeurs critiques de V', on a.

Cardinal{ p* €[b,c] 1< j< dc} = @)~ Nol{ VY[ b, e}k + Ok ?)

oir vol est I’élément de volume /do, sur a7 '(1).

Ce résultat est conjecturé par Weinstein dans [W] ol on montre seulement un
résultat plus faible sur le comportement asymptotique de 2 wolp - ") o
p € C2(R) lorsque k— + co.

Preuve du théoreme 42. Onap =o,,p,= 04" - V1 il est donc clair, comme 2
ne s'annule pas que dp, et dp, sont indépendants hors des points critiques de V.
On a donc W c R? définie par W = {x, = px, | u valeur critique de v, x, >0}.
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Soit maintenant b, ¢ non valeurs critiques de ¥ et C = {bx, € x, € cxy, x; > 0}.
Par application du théoréme 0.8, on obtient:

Cardinal{(k + Ag)p €[(k +Ag)b, (k + A)c]} = Cardinal{ p* €[5, ¢]}
Cardinal{ pf €[5, c]} = (27) N0l{a, =k + N, ¥ €[5, ]} + O(k??).

Avec v8l = Q/do,, utilisant I'homogénéité, on fait sortir (k + A7, ce qui
donne le résultat.
On peut aussi appliquer a cette situation le théoréme 0.6:

THEOREME 4.3.  Soit € > 0 donné et J, = [inf V- €, Sup v+ €], alors il v’ existe
qu’un nombre fini de p; EJ,.

On applique 0.6 avec C={x,=px,|p¢&J.}. Le résultat a été prouvé
autrement par Guillemin. ({G]).

Exemple 0.5. Soit X une variété riemannienne compacte de dimension 4, A le
laplacien sur X et I € C*®(X; R) un potentiel, qu’on suppose > 0 partout, ce
qui ne restreint en rien les énoncés (ajouter une constante décale toutes les
valeurs propres de celle-ci). On introduit lopérateur de Schrédinger
H,=(/DA+V, ol £>0, on note 0 <\ (A) <A (A) < - - - les valeurs
propres de H, répétées un nombre de fois égal 4 leur multiplicité, on a
Testimation suivant lorsque % — 0

THEOREME 4.4. Soit E un nombre réel >0, tel que E n’est pas une valeur
critique de V, alors: Cardinal{n | M,() < E} = @)~ *ol{#*/2||(x, &> + V(x)
< E}Y+ O™, o vol =Q,

Cette estimation asymptotique est certainement bien connue, mais nous
n’avons pas trouvé de référence donnant cette majoration du reste. On peut
étendre ce théoréme au cas d’une variété non compacte, par exemple sur R, si
on suppose ¥ € C{°(R), le spectre négatif de H,, est discret et pour £ < 0 non
valeur critique de ¥, 44 est encore vrai; nous espérons détailler ceci
ultérieurement.

Preyve du théoréme 4.4. On montre ce théoréme pour i=T/q, g €N et on
fait ensuite varier T entre [1, 2], ce qui donne toutes les valeurs de % dans%[O, 2].
Il est clair que les estimations obtenues sont uniformes en 7 €1, 2], et on en
déduit le résuitat. :

On introduit sur X X R/2xZ les opérateurs

poo/lpy YD 37
V2T o g

et P, =(1/i}8/0t). Le spectre conjoint de P, et P, est défini par:

9 T
T An(q,)’q

A= geEZ, nEN}
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On a p? = 1/2||x, &2 + (r*/ THV(x), p, = 7; dp, et dp, sont donc indépendants
en dehors de {£=10, dV(x) =0}, on a donc W = {x, = Tx,/V3/*| ¥, valeur
critique de V). Soit E >0, une valeur non critique de V et C={x,
< EV2T7x,}, on a:

N(g) = Cardinal | & h,,(%) qlec =Cardina1[An(§)<E].

On évalue N(g) par le théoréme 0.8, car le flot hamiltonien de p, qui est 3 /3¢ est
simplement périodique de péricde 2a:

N(q) = 2m) NGl p, < EVT g, p = g} + O(q"")

avec vol = QX ©,/dr = dx, \ - + - \d&,Adt. On en déduit immédiatement:

2
N(g)= (2w)_dvol{( % ) pi< E} +0(¢%™").
Ce qui prouve 4.4 pour A= T/q, g €N
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