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O. Introduction 

Soit M une vari6t6 riemannienne compacte  C ~ de dimension n sans bord et A le 
laplacien op6rant sur les fonctions sur M (avec la convention de signe: A est un 
op6rateur auto-adjoint positif). Plusieurs r6sultats globaux relient le spectre de A, 
appel6 aussi spectre de M (et not6 Sp(M)) et le riot g~od~sique: 

G6n6riquement, le spectre de M d6termine l 'ensemble des longueurs des 
g60d6siques p6riodiques ([CV];  [DG]) .  

Si M 1 et M2 ont mfime flot g60d6sique, au sens que les normes ql et q2 sur les 
cotangents T*(MI)\O et T*(M2)\O sont conjugu6es par un diff60morphisme 
canonique homog6ne et que, par exemple M1 est simplement connexe et n > 3, alors 
il existe un entier relatif a tel que 2J_, = 2~ + O(1) off )Lj est le spectre de M~ ([W 1]). 

Dans cet article, on 6tudie le probl6me de la localisation de ce genre de r6sultats: 
si X est un ferm6 de T*(M) invariant par  le flot g60d6sique (par exemple une 
g60d6sique p6riodique), existe-t-il et peut-on construire une famille de fonctions 
propes de A qui se concentrent en un sens convenable sur X? Ce probl6me a d6j/t 
6t6 6tudi6 par de nombreux auteurs, no tamment  pour le probl6me de Dirichlet dans 
un ouvert convexe de ~2 (voir par exemple [L2]);  et V. Arnold ([A2]) a montr6 
qu 'on ne peut pas en g6n6ral avoir une telle concentration des fonctions propres: on 
peut seulement esp6rer construire des quasi-fonctions propres ou quasi-modes; 
essentiellement, ce sont des solutions asymptotiques de 

(4-~,)u(x,r,)=O(r; -N) (N>O) 

quand % tend vers l'infini. Les fonctions u(x, 3~) n 'approximent  pas toujours bien les 
vraies fonctions propres, mais les valeurs de 3, fournissent une bonne approxima- 
tion asymptotique d'une famille de valeurs propres, en effet, de 

11(4 - 3r) U(X, 3,)11,,2 _--< C II U (X, ~, ILL2, 

on d6duit, ~ l'aide de la caract&isation variationelle des valeurs propres d'un 
op6rateur auto-adjoint  que Sp(M)~ [%-C,z,+ C] n'est pas vide. Cependant  
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comme le fait Weinstein dans (I-W 1]), on peut remplacer cette propri6t6 de 
solutions asymptotiques par une propri6t6 d'entrelacement qui est plus maniable: 
on 6tudiera des sous-espaces vectoriels ferm6s F de L z (M) quasi-invariants par le 
laplacien au sens suivant: il existe un op6rateur auto-adjoint P: F-~F tel que P 
- AIe est un op6rateur r6gularisant d'un certain ordre (on 6tudiera surtout des cas 
o/l c'est un op6rateur born6 et o/l c'est un op6rateur de F dans C| appel6 ordre 
du quasi-mode. 

L'organisation de l'article est la suivante: 
Dans le chapite I, on 6tudie les axiomes des quasi-modes et on discute 

l 'approximation des valeurs propres. On associe en utilisant la notion de ~<wave 
front>> de H6rmander  ([H 1]) ~t tout quasi-mode un sous-ensemble X de T*(M), 
ferm6, appel6 microsupport dont on montre fi partir du th6or6me de propagation 
des singularit6s ( [DH])  qu'il est invariant par le flot g6od6sique. On 6tudie alors les 
relations d'orthogonalit6: si deux quasi-modes ont des microsupports disjoints, ils 
sont or thogonaux;/ t  une d6composition de T~(M) en ferm6s invariants par le flot 
g6od6sique, peut donc correspondre une d6composition de L2(M) en sous-espaces 
quasi-invariants. On 6tudie aussi le nombre optimum de valeurs propres que 
permet d 'approcher asymptotiquement un quasi-mode, en montrant  pour la 
fonction spectrale du quasi-mode une in6galit6 asymptotique N(2) 

1 "- 
< -  (2n)-" vol(X) 2 2 qui est optimale par rappor t / t  la formule de H. Weyl pour 

n 
la fonction spectrale de M. 

Dans le chapitre II, on 6tudie le cas off le riot g6od6sique sur M est complOtement 
int~grable: apr6s un rappel sur les coordonn6es ~actions-angles>>, on construit en 
adaptant la m6thode de Weinstein ([W 1]), un op6rateur qui permet d'enrelacer le 
laplacien sur M e t  un op6rateur pseudo-diff6rentiel ~t coefficients constants sur le 
tore IR"/Z". On montre ainsi que les conditions de quantification de Maslov 
permettent d'obtenir le nombre optimum de valeurs propres asymptotiques. En 
utilisant une adaptation d'un th6or6me de Van der Corput, on peut aussi montrer 
que la fonction spectrale de ces quasi-modes dans le ces non-d6g6n6r6 a un reste en 

O(2z -1+.@1) que l'on compare/ t  ceux de HSrmander ([H2]) et de Duistermaat- 
Guillemin ([DG]).  Nous remercions F. Dress et B. Randol qui nous ont donn6 des 
indications tr6s utiles sur les adaptations du th6or6me de Van der Corput. 

Dans le chapitre III, on fait une premi6re 6tude du cas non int6grable et on 
construit un quasi-mode d'ordre oe ayant pour microsupport une vari6t6 
lagrangienne invariante par le flot g6od6sique; on montre qu'on peut construire un 
tel quasi-mode sous deux hypoth6ses: une condition de quantification de Maslov 
asymptotique qui est v6rifi6e g6n6riquement pour n = 2  et une condition 
d'irrationnalit6 du flot g6od~sique sur la vari&6 lagrangienne qui sera toujours 
v6rifi6e pour les vari6t6s lagrangiennes dont l'existence est obtenue/~ partir des 
th6or6mes de Kolmogorov-Arnold-Moser ([AA]). 

Dans le chapitre IV, on construit un quasi-mode d'ordre oe dans la situation o~ 
on n'a plus un feuilletage lagrangien invariant par le flot g6od6sique (comme dans le 
chapitre II), mais seulement une famille discontinue de telles vari6t6s lagrangiennes 
v6rifiant les conditions d'irrationnalit6 du chapitre III. Les hypoth6ses faites sont 
plus fortes que les conclusions des th6or6mes de Kolmogorov-Arnold-Moser,  mais 
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Lazutkin ([L 1]) a prouv6 qu'elles sont satisfaites dans le cas du diff6omorphisme 
<<twist>) d'un anneau. Dans les chapitres III et IV, le point de d6part a 6t6 l'6tude des 
travaux de Lazutkin ([L2]). 

Enfin dans le chapitre V, on 6tudie les applications de III ~t la construction de 
quasi-modes au voisinage d'une g6od6sique p6riodique stable sur une surface. On 
obtient des r6sultats qu'on compare formellement ~ ceux obtenus par Babich, 
Lazutkin et repris par Voros, Guillemin et Ralston. 
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I. Le mierosupport d'un quasi-mode 

1. Axiomes des quasi-modes 

(1.1) D6finition. M 6tant une vari6t6 riemannienne C ~~ compacte et sans bord, 
A l e  laplacien sur M e t  L2(M) l'espace de Hilbert des fonctions de carr6 
int6grable par rapport fi la mesure riemannienne canonique, on appelle quasi- 
mode (q.m. en abr6g6) d'ordre a (a est un entier pair positif ou nul, ou a = + oo) 
la donn~e d'un couple ~ = ( E ,  P) off E est un sous-espace vectoriel ferm~ de 
dimention infinite de L2(M) et Pun op~rateur auto-adjoint positif non born6 sur 
E tels que: 

i) le projecteur orthogonal n=ne de L2(M) sur E s'6tend en un op6rateur 
continu de ~ ' (M)  dans ~ ' (M)  d'ordre O. 

ii) (P-A)o n s'6tend en un op6rateur d'ordre -o-  de ~ ' (M)  dans ~'(M). 
On rappelle qu'un op6rateur de ~ ' (M)  dans ~ ' (M) est dit d 'ordre m s'il 

envoie HS(M) dans Hs-m(M). 
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On note alors (u,, z , ) ,~  une d6composition spectrale de P (u,~E et z, est une 
suite croissante tendant vers + ~).  La suite (u,z,),~N d6termine ~, on 6crira 
donc aussi 8 = (u,, z,). 

(1.2) Proposition. Les fonctions u, sont C ~ et on a: 

V k ~ Z ,  V(b,)EI2(N), I I~b,  z2,-k(A - r , ) u ,  llu~< + 
r 

k a 
et donc II(A -z~) u, l ln~k=O(z,-2).  

2 s  En effet, pour s~Z,  ~ a, u , ~ H  z~ 6quivaut fi ~ la,] 2 z, < + 0o. Car si (a~)el 2, 
r 

2 A ( ~ a ~ u , ) = ~ a , z , u ~ + v ,  off w l  2. Donc ~ a ~ u ,  e H  2 6quivaut/t  ~ la~l 2 rr < +or .  
r 

Par r6currence, on en d6duit le r6sultat pour s~N et pour s < 0  par dualit6. On 
en conclut d6j~t que les u, sont C ~. 

a k De plus, si (b,)~l z e t  a , = b ~ z ~ - ,  ~ a ~ u ,  EH 2k-~, o~a en d6duit que: II(A 

- P )  ~ a,u,l]u~ < + ~ et donc (1.2). 
r 

(1.3) Proposition. Soit PI: L2~L2 ropOrateur dkfini par PIIE=P et PIIE~=(1 
- 7rE) o A ; P1 est un op&ateur auto-adjoint posit i f  et PI - A est d'ordre - a. 

(1.4) Corollaire. I1 existe une application strictement croissante r~-~,j, de ]N dans 
N telle que 2;~ = z, + O(z;-~/2), off (2j)j~N dOsigne le spectre du laplacien A. 

Preuve de (1.3). I1 suffit 6videmment de prouver la proposition pour P~-A 
restreint ~ E • Autrement dit de montrer qu'il existe une constante C~ telle que 
pour u e E  • et veE,  on ait: 

I((Px - A )  u, v)l ~ Cs Itullm" il Vlln s ~. 

Soit: 

I(A u, v)l _-< Cs II ull.s II vii. . . . .  

On peut alors 6crire (A u, v) = (u, A v) = (u, (A - P) v) + (u, P v). 
On finit alors en utilisant (1.1)ii) qui dit que I I (A-P)  vllH-s_-< C Ilvlln ~ ~ et le 

fait que (u, P v ) = O .  

Preuve de (1.4). On tire de (L3) que P~l+2-Al+2  est born6 dans L2; en utilisant 
la caract6risation variationnelle de la j-i~me valeur propre d'un op6rateur auto- 
adjoint positif, on en d6duit que si /~s est la j-i~me valeur propre de P~, on a: 

(7 

2 ) + z - p ) + ~ = O ( 1 )  et donc 2 j=I t j+  O ( # f ~ .  On remarque alors que la suite (zr) 
est une sous-suite de la suite (#s)- 

(1.5) D6finifion. Deux q.m. d'ordre a, g = ( E , P )  et g '= (E ' ,P ' )  sont dits Oquiva- 
lents si n - n' est d'ordre - (a + 2). 

(1.6) Proposition. Les q.m. (E, P) et (E, no A) sont Oquivalents. 
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Cela signifie qu'un quasi-mode ~ est d6fini ~ 6quivalence pr6s par  la seule 
donn6e du sous-espace E de L2(M). Un tel sous-espace ferm6 de L2(M) sera 
appel6 quasi-invariant. 

Preuve de (1.6). I1 suffit en fait de montrer  que (E, n o A) est un q.m. d 'ordre a. Or  
(hA - A ) f = ( P - A ) f + n ( A - P ) f  ( feE) ,  or n e s t  d 'ordre 0 et ( P - A )  d'ordre - a  
sur E, on en d6duit que n A - A  est d 'ordre - a .  

(1.7) Proposition. Si (E,P) et (E' ,P')  sont kquivalents, il existe j~TZ tel que %_~ 
= ~; + 0 ( ~ ; -  ~/2). 

Preuve de (1.7). Soit A la projection orthogonale de E sur E';  A* la projection 
orthogonale de E' sur E; on a A * A = I d ~ + R  off R est d 'ordre - ( a + 2 )  et donc 
compact.  En permutant  au besoin E et E', on peut supposer que A est d'indice 
n6gatif (dimension (KerA)<dimens ion  (KerA*)) et en le modifiant par un 
r6gularisant, on peut doric le rendre injectif. Si on pose B=(1  +R)  -1/2, on a B 
= I + R '  off R' est d 'ordre - ( a + 2 ) ;  donc C = A B  est 6gal ~ A modulo un 
op6rateur d 'ordre - (a + 2) et C* C = IdE. (C est une isom6trie injective.) Soit P" 
le transport6 de P sur C(E) par C et P 6gal b~ P" sur C(E) et ~t 0 sur son 
orthogonal  dans E'. On voit sans difficult6s que P - P  est d 'ordre - a  et (E', 15) 
un quasi-mode d'ordre a. On en d6duit le r6sultat en appliquant la mfime 

m6thode que dans (1.4) it p t  + 2 _ p , 1 + ~  qui est born6 sur E'. 
On peut aussi construire des q.m. en essayant de faire une construction 

asymptotique des u~ et des z,. Supposons que (v~, %) v6rifie les axiomes suivants: 

(t.8) Pour tout s et tout N, I I (A-~)  v~llns=O(r;-u), 

(1.9) (v ,  v,,)=6~,~, +O (inf(%,r,,) -N) pour tout N. 

(1.10) Proposition. Sous les hypothOses pr~ckdentes on peut construire un q.m. 
d'ordre ~ ,  (u~, ' r , )~  avec pour tout s e t  tout N, 

II u. - v .bl , .  = 0 ( ~ ;  -N) 

On consid6re A: IZ(]N)--+L2(M) d6fini par A((a, ) )=~a,u, ,  l 'hypoth6se (1.9) 
r 

implique que A * A - I  est r6gularisant. On peut alors supposer A injectif en 
commenqant  ~ r>r  o et on rend A isom6trique en posant B = A C  avec C 
=(A 'A)  -1/2, on a alors B = A  +R off R est r6gularisant et B e s t  isom6trique. I1 
suffit alors de poser Ur=Ber, off er est la base orthonorm6e canonique de F(N). 

2. Microsupport et orthogonalitd 

(2.1) D6finition. Si ~ = (E, P) est un q.m. d'ordre a, on pose pour e > 0 (~ventuelle- 
ment e= + ~ )  MS~(~)= U WF~(J')c~ TI*(M) et MS(~)--  (~ MS~(E); MS~(~) (resp, 

f eE  e > O  

MS(~)) est appeld microsupport d'ordre e (resp. microsupport) de ~. 

Pour la d~finition des WF~, on peut voir [D.H.]  p. 201. I1 est clair que si les 
q.m. d 'ordre a, g e t  8 '  sont ~quivalents, on a MS~(8)=MS~(~') pour ~ < a + 2  et 
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donc  MS(8)=MS(r Dans  toutes  les construct ions  faites dans cet article, on 
aura,  pou t  tout  e, MS~(8)=MS(r 

(2.2) Th6or6me. Pour tout 5>0 ,  MS,(~) est un fermd non vide de T*(M) et pour 
0 < e < a + 1, MS,(d) est invariant par le riot g~odksique (et donc MS(~) aussi). 

Preuve de (2.2). D ' a b o r d  si MS,(~)=J~,  on aurai t  EcHO(M) et donc  E serait  de 
d imens ion  finie. 

I1 suffit de p rouver  que, pou r  e < o + 1, si 

(Xo. r WF.(2 a, u,) 
r 

alors 

((a~) ~ 12 (N)), 

qg,(Xo,~o)~WF~(~are-ltvTi~ur) (~p,: T * ( M ) \ O ~ T * ( M ) \ O  
r 

d6signe le riot g6od6sique). "Soit f(x, t)= ~ are -I'r u~(x) el: ft = f ( . ,  t) (frEE). 
r 

(2.3) Lemme.  Pour e < a + 2 ,  WF~(f)c{(x,~,t,z)lz+q(x,~)=O} (q d6signe la 
n o r m e  d 'un  vecteur  cotangent).  

d2 
Soit 0 = ~ - ~ - + A  l 'op6rateur  des ondes, on a: 

Of=~are- i 'V%(A-z~)u~=(A-P)f , .  On en d6duit que Iqf~H'(M) 
r 

uni form6ment  en t. Par  d6rivat ion en t et uti l isation de (1.2), on voit  que ~ 

OfeL~o~(MxN); on en d6duit  D f e H ~ ( M x N )  et par  la th6orie elliptique 
WF~(f) c {z2 _ q2 (x, ~) = 0}. I1 res te / l  p rouver  que z < 0 sur WF~(f). S i v  e C~ (M), 

on a: vf(~,t)=~ar8(~+~,)vu,(~); cette fonct ion est nulle pour  z>O.  Par  
r 

r~gularisat ion en t, on en d6duit  le r6sultat. 

(2.4) Lemme.  Soit B+_ =~ +]//A et g = l q + f  alors, pour tout e ' > 0 ,  geH ~+1-~' 

En effet pou r  e < a + 2 ,  WF~(f)c{z+q(x,~)=O} et donc  f e H  ~+2-~' sur 
{ z+ q (x ,~ )4 :0} ;  g est H ~+~-~' sur { z + q + 0 } .  O n  a 0_ g=OfEH[or215 et 0_ 
est elliptique au voisinage de' { z + q = 0 } ,  donc  g ~ H  *+a au voisinage de {z+q 
--0}. 

Soit f(x, t) = ~ aj(t) q~j(x) la d6compos i t ion  spectrale de f et g(x, t) 
J 

= ~ bj(t)q~j(x) celle de g. Un  calcul classique mon t r e  que: 
J 

t 

f(x,  t ) =  ~ aj(O) ~pj(x)e -itV'~J + i~, (~ e i(O-t)l/~J bj(O) dO) ~pj(x), 
j j \ 0  / 

f(x,  t) = e-i, r fo(x ) + h(x, t). 
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Montrons que h(., t)eH~+l-~'(M) (pour tout e' >0  et tout t); h(x, t)=Y" dj(t)goj(x) 
et: 

t 

Id~(t)l 2 < Itl ~ Ib~(0)l z dO, 
0 

et comme A 2 geL2(M x [0, t]), on a 

donc h(., t)~H ~+ x-c(M). 

Pour tout e < a + l ,  on a donc WFAf)=WF~(e-"r on utilise alors le 

th6or6me de propagation des singularit6s ou plus pr6cis6ment le fait que e -m/~ 
est un op6rateur int6gral de Fourier d'ordre 0 elliptique associ6 au 
diff6omorphisme canonique go t ([D.G.]) et donc: 

WF~(e-" r = go, [ WFMo)]. 

(2.5) Th~or~me. Soient ~1 et 82 deux q.m. tels que M S ~ ( ~ I ) n M S ~ ( 8 2 ) = ~ ,  alors 
il existe un q.m. 8~ ~quivalent d 81 tel que E'l et  E 2 soient orthogonaux. 
=(E'I ~)E2, PI' (~P2) est alors ~videmment un q.m. 

Soient F I = W F ' ( ~ i ) c T * ( M ) \ 0 x  T * ( M ) \ O ;  comme ~*=~i ,  Fi est 
sym6trique. Montrons que la projection de F~ sur T * ( X ) \ O  est le c6ne de base 
MS~(o~i). En effet, si f~Ei ,  ~ i ( f ) = f  et donc W F ( f ) c F i ( W F ( f ) )  est contenu dans 
la projection de F/sur T * ( X ) \ O .  R6ciproquement si #~ U WF(f) ,  et Qi est un 

fEE~ 
op6rateur pseudo-diff6rentiel elliptique en # et r~gularisant sur U WF(f) ,  Q~ o Pi 

feEi 
est r6gularisant et on en d6duit que # n'est pas dans la projection de F~ sur 
T * ( X ) \  O. De l'hypoth~se MSoo (gl)r~ MSoo(82)=~, on d6duit alors que 7~ 2 o 7~ 1 et 
~x o ~2 sont r6gularisants. 

p i t o Soit EI=(I-~z2)(E1)  , E'I est orthogonal it E 2. Les q.m. (E1,~1 A) et 
(E~ ,~  o A) sont 6quivalents, il suffit de montrer que ~ - ~ ' x  est r6gularisant: on 
le montre en regardant successivement sur E1,E 2 et (E 1 +E2) • Or (El, lz 1 o A) et 
(Ea, P~) sont 6quivalents d'apr6s (1.6). 

(2.6) Proposition. Si 8a et ~2 sont deux q.m. orthogonaux (au sens 
1 2 N)(espace des suites fi MSo~(gOnMSoo(gz)=O), on a (u , ,u~ , )~Sa(Nx  

d~croissance rapide). 

En effet la matrice de la projection orthogonale de E2 sur E~ par rapport  aux 
1 2 1 2 bases u, et u~ est a, ,=(u~,u~,) .  II suffit alors d'exprimer que cet op6rateur est 

r6gularisant en utilisant le crit6re (1.2): ~ a,u~eH ~ 6quivaut/t  (ar zSr/Z)El 2. 

(2.7) Corollaire. Soit J: T~ ' (M) \  O~T*(M) ' . ,O rinvolution (x, ~)~-}(x,-~) et un 
q.m. d'ordre ~ tel que MS~(N)c~J(MS~(N))=~.  Si on pose ~ = ( E , P )  off/~ dOsigne 
l'espaee vectoriel engendr~ par les ~ et ~ ,  = z, ~,; ~ est un q.m. orthogonal & ~ e t  
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on en d~duit qu'il existe une suite Jr avec Jr+ 1 > j r + 2  telle que: 

_ ~  a 

~j~+,=~r+o(~, 2)=~,+o(~r 2). 

(2.8) Corollaire. Soit g une isomdtrie d' ordre N de M et # un q.m.; supposons que 
M S ~  (d ~) n (g*)i ( M S ~  (#)) = ~ pour i = 1 . . . . .  N - 1. Alors les q.m. 8i = (ur o gi, z,) son t 
deux f deux orthogonaux, et il y a donc un paquet de N valeurs propres qui 
s'aceumulent autour de zr. 

Ce dernier corollaire est h la base de l'article d'Arnold ([A 1]) off cet auteur 
montre que les fonctions u~ du quasi-mode d ~ ne sont pas n6cessairement 
asymptotiques b. des fonctions propres. Si M a une sym6trie d'ordre 3, il est 
raisonnable de penser, comme l'explique Arnold, que g6n6riquement les deux 
tiers des valeurs propres de M sont doubles et le tiers restant est simple: les 
fonctions propres correspondant aux diff6rentes repr6sentations irr6ductibles de 
7//37/ apparaissent ind6pendamment. Soit une telle M, soit # un q.m. v6rifiant 
les hypotheses du corollaire (2.8), on ne peut pas avoir ur-~q~j~ dans LZ(M), car 
(u,, u~og, urog 2) est asymptotiquement orthonorm6; ce qui implique que 2j~ est 
une valeur propre au moins triple pour r assez grand. 

Pour un q.m. d'ordre ~ ,  on aura cependant un r6sultat de convergence de u~ 
vers q~j, si les valeurs propres v6rifient une estimation du type [2j+ 1 - 2 i l -  ~ = O (2~) 
pour un certain N. Une telle estimation est improbable g6n6riquement ~. cause 
de (2.7), mais on peut esp6rer des estimations du type 12~+2-2jl - ~ =  0(27). 

Pour finir, signalons qu'on peut d6finir directement le microsupport d'ordre 
~ partir de la suite ur: 

(2.9) Proposition. Soit #=(Ur, Zr) un q.m. d'ordre ~ ;  alors (Xo ,~o ) r  
~quivaut fi: il existe v ~ C ~ ( M )  avec V(Xo)#O et un voisinage ~ de ~o tels que 
v u"~,(z ~) soit ~t d~croissance rapide quand r et z ~  o0 uniform~ment pour ~Eo~. 

D'abord il est clair qu'une telle condition de d6croissance rapide implique 
que pour toute suite (ar)~l 2, (x0, ~0)r WF(~  a, u,). 

La r6ciproque utilise le th6or6me du graphe fermi: soit (x0, ~ o ) r  et Y2 
• U un voisinage conique de (x0, ~o) dans un syst6me de coordonn6es canoni- 

que tel que ((2• U ) c ~ M S ~ ( # ) = ~ .  Si vEC~((2), on a I~arvu'~(~)J<CN((ar))(1 
r 

+ ]~])-N pour tout ~ dans U. Cette propri&6 est v6rifi6e pour toute suite (a,) 
croissance lente, c a r W F ( P ( ~ a r u r ) ) = W F ( ~ a , u ~ )  pour un q.m. d'ordre ~ .  Soit 
Ek l'espace de Banach des suites (a,) telles que ~ ] a , ] z ; - k < + ~  muni de la 

r 

n o r m e :  Hartlk=ElarlZr k, l 'application (a~)~----,~a, vu"~(~) de E k dans ~ (U )  est 
r 

continue d'apr6s le th6or6me du graphe ferm6, on en d6duit: 

1~ a~. v u'~(~)l < CN,k" ( ~  lar[ z;-k). (1 + }~l) -N 
r r 

en posant a~= (zk~ si r = r  0 
]. IVU~o(01 < Cu,kZ~k(1 +1~1) -N ce qui 0 sinon , on en dOduit' 

montre ce qu'on voulait. 
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3. Masse d'un quasi-mode 

Utilisant la relation vo l (T*(M))=vol (M)x  vol(S"-~), on peut 6crire la formule 
asymptotique d 'Hermann Weyl sous la forme: 

(3.1) ~{jl2j<2} ~- l (2g)-"  vol(T*(M)) 2 "/2. 
n 

Cela conduit naturellement ~ poser pour un q.m. g=(Ur,Zr) la 

(3.2) D6finition. On appelle masse du q.m. ~ et on note re(g) le hombre d~fini 
par: 

~{~,_-<~} 
m(g)=n(2n)".l im sup )f/2 

~ . ~ c ~  

Utilisant (1.3) on volt que O<m(g)<vol(T*(M)).  L'objet du w est de 
prouver le: 

(3.3) Th6or~me. Pour tout q.m. g, on a, m(g)<vol(MS(g)).  

En particulier, ce th6or6me montre qu'un ferm6 de T*(M) de mesure nulle 
invariant par le riot g6od6sique (par exemple une g6od6sique p6riodique) ne peut 
pas 6tre le microsupport d'un q.m. de masse strictement positive; cela conduit 
penser que si l'on veut construire des familles non n6gligeables de valeurs 
propres associ6es fi une g6od6sique p6riodique stable, il ne faudra p a s s e  
contenter d'6tudier les jets du flot g6od6sique sur cette trajectoire, mais 6tudier 
ce qui se passe r6ellement dans un voisinage de la g6od6sique (voir V pour plus 
de d6tails). 

Comme on a MS(g )=  (~ MS~(g), il suffit de montrer  le th6or6me avec 
e > 0  

mse(g). Soit N(2)=~{zr<2} ,  on a: 

N(,~) = ~ S lu~(x)l ~ v(x) dx. 
~r_-<~ M 

Si 
L 

M&(~)~  U ~ • v,, 
1 = 1  

off U~ est un domaine de carte et V~ un c6ne de IR" (en identifiant U~ x IR" et 
T*(U3 au moyen des coordonn6es canoniques) et zteC~(Ul) telles que 

L 

Y~ z~(x) dx = v(x) dx 
/ = 1  

(mesure riemannienne canonique); on peut 6crire: 

L 
2 

l =  1 ~ r < 2  ~.~ 



24 Y.C. de Verdiere 

(3.4) Lemme. Pour 0<e<�89  la suite w~=A'( )~u, ) -z~(Zu, )  est bornke dans LZ(M). 

En effet (A - z , )u r  est born6e dans L z(M)  et done: 

( A - z,) Z u~= 2(d)6 du,) + u, A z + )~( A - z,) u, 

est born6e dans H-I(M).  Done si Z u, = ~  a~ q~i, on a: 
J 

E la;[ 212i- z~l~2 =0(1). 

Or, pour O<e<�89 12~-~l < CI2)/2 - ~ / 2 1  (2~ et z~>= 1) et donc: 

la~l 2 ~ ~ 12~- vr[ = O(1), ce qu'on voulait prouver. 
J 

Or on sait que, si f e E ,  f est dans H ~ sur Ul x ~ Vz; par le graphe ferm6, on en 
d6duit que )~t u, est une suite born6 de H ~ sur Ut x ~ Vt: 

HA~/2(Zt u~)(r vo = O(1). 

En utilisant le lemme (3.4) avec ~, on en d6duit: 

II~(r v,)= O(v;-'/2) �9 

En reportant dans N(2), on trouve done: 

L n - E  

I z , u ~ ( ~ ) l  d~ +O(2 2 ). N(2)=(2z0-" 2 2 I ~ 2 
l =  1 .:r<=]L V l 

On va maintenant majorer N(2) par une int6grale analogue obtenue en 
remplaqant les ur par les q~, mais en int6grant toujours sur les Vz; si 

gx(x)= 2 Z, q~'~(~)" cpj(x), 
2~_<_(1 +a).~ 

on a: 

Ilgx(x)llLm)= Z [Z~j(~)I2~ ~ I(ga(x),u,(x))l z. 

A 

Or: (g2,u,)=)(.tu;(r off, si u , = ~  ajq)j, u;= 

- z,) (u, - U'~)IIL2(M) = O(1), on d6duit: 

aj~oj. De l'estimation ]I(A 
2j<(1 +~t)2 

[] Ur-- UPr[IL a(M} = O (~-~ ) . 

Donc, ~ 6tant fix6, on obtient: 

2 n--1 
I E Iz, u,(r --<I Z Iz~J(r 2 ). 
vz ;~,_-<z vz a j<( l+~)x 
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Pour prouver le th6or6me, il suffit done de prouver que: 

(3.5) 2 • I Iz~-~J(~)l 2~vol (ut x Vt)c~B*(M) 2 "/z. 
1= 1 )~j--<-~ Vt 1 

off B*(M) d6signe le fibr6 cotangent en boules. En effet, on peut choisir Ut et V t 
pour que 

vol (tU= (Ul • V,)c~ T*(M)) <vol(MX~(a))+tl 

off t/ est arbitrairement petit. Pour prouver (3.5), on va utiliser l'6quation de la 
chaleur: d'une estimation pour le comportement asymptotique de 

L 

Z Ze-ZJ'~IZ~J(r 
l= l j VI 

on d6duira (3.5) ~ l'aide du th6or+me taubgrien de Karamata. 
Si gt est la fonction caract6ristique de Vt, on peut 6crire: 

L 

Z(t )=  Z ,[ e(t,x,Y)Xz(x)zt(Y)g,t(x-y)dxdy 
l = l  UIxUI 

off e(t,x,y) est la solution fondamentale de l'6quation de la chaleur sur M 

([BGM]). On pose alors y=x+V~.co , et utilisant l'homog6n6it6 de gt et done 
de g t, il vient: 

L 

Z(t)= Z ~ e(t,x,x+]/~co))~t(x)zt(x+F/tco)ft(-co) dxdco" 
l = 1  Ulx~. a 

On utilise alors le lemme suivant que nous prouvons plus bas: 

(3.6) Lemme. Quand t~O +, (4n 0 "/2. e(t, x, x +If/co) Zt(x) Zt(x + lfico) converge 
dans 5a(IR" • IR") vers exp(-�88 off Qx est la mdtrique riemannienne 
en x. 

On en d6duit: 
L 

Z ( t ) , , , ( 4 n  t) -n/2 E ~ g t ( - - c o )  [ Z t ( x ) l  2 e x p (  - � 8 8  dx dco. 
t = l  

Par Fourier, il vient: 

S fit(-co) exp(-�88 dco = (4re) n/2 Id6t Qxl- t/2 S gt(r exp( - Q;  1(~) d~. 

Done remarquant que v(x)= Id6t(Q~)l 1/2, on a: 

f t (  - co) lXt(x)l 2 exp(-�88 dco dx 

-a Ixl(x)l 2 
= $ e x p ( -  dx 

Ut • Vt 
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L 

Utilisant le fait que dxd~ est l'616ment de volume de T*(M) et que ~ Z~(x) 
/ = 1  

=v(x), et remarquant que Q f l  est la m6trique sur T*(M), on obtient: 

L 

On applique alors le th6or6me taub6rien de Karamata. 

Preuve du lemme (3.6). Utilisant les calculs de [B.G.M.] p. 207 et suivantes, on 
voit qu'il suffit d'6tablir que 

converge dans 5~(IR"•  ") vers exp(-�88 ) quand t ~ 0  + pour 
heC~(Ul x U~), on a en effet des estimations du type: 

k 

t n/2 x   __exp d2 x t 

off 

et des estimations analogous pour les d6riv6es de R k. Pour 6tablir la convergen- 
ce dans 5t annonc6e plus haut; la convergence dans L 2 s'6crit par exemple: 

tend vers 0 quand t ~ 0  + ; cela r6sulte sans difficult6s du th6or6me de Lebesgue et 

d'une estimation du type d2(x,x+l/-[~o)> Ctll~l[ 2. 

II. Quasi-modes sur les vari6t6s Riemanniennes 
dont le riot g6od6sique est compl6tement int6grable 

4. Les coordonnOes actions-angles 

Si M est une vari6t6 riemannienne compacte, C ~ de dimension n, on dit que le 
flot g6od6sique sur M est complOtement intOgrable s'il existe une application C ~ et 
positivement homog6ne de degr6 l, f :  T * ( M ) \ 0 ~ I R " \ 0  et un ouvert conique 
t2 de T*(M)\  O, dont le compl6mentaire est de codimension plus grande que 1, 
tels que: 

i) f la: t 2 ~ l R " \  0 est une submersion propre ~t fibres connexes. 
ii) Si f =  (f l  . . . . .  f,), on a f l  (x, 4)= (~giJ(x) ~i ~j)1/2 = q(x, 4) (norme du vecteur 

cotangent (x, 4)). i,j 
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iii) Vi, j s { 1 ,  2, ..., n}, i+j,  le crochet de Poisson {fi, fj} est identiquement nul. 
Les fonctions (fi)~>_z sont appell6es int6grales premi6res, car elles sont 

invariantes par le flot g6od6sique. 
Cette situation, bien que non g6n6rique, se rencontre dans un certain nombre 

d'exemples: 

a) M =  S 2 ou IR2/Z 2 munis d'une m6trique de (~r6volution)>, i.e. dont le 
groupe d'isom6trie contient S 1. 

b) M = S O ( 3 )  muni d'une m6trique invariante /t gauche (mouvement d'un 
solide autour de son centre de gravit6). 

c) M est un ellipsoide de lR" dont les axes sont de longueurs deux /t deux 
distinctes, muni de la m6trique induite par celle de IR". 

d) M = S  z munie d'une m6trique de Zoll (i.e. dont le flot g6od6sique est 
p6riodique), pas n6cessairement de r6volution. 

Les champs de vecteurs (Hs,)~i< . qui commutent et sont int6grables (car 
tangents aux fibres compactes de f )  d6finissent une action de IR" sur s dont les 
orbites sont les fibres A, = f - l ( a )  de f. f2 admet donc un feuilletage homog6ne 
par des tores invariants par le flot g6od6sique et lagrangiens, il n'est pas difficile 
de montrer qu'on aurait pu prendre cette d6finition pour le flot g6od6sique 
compl6tement int6grable. I1 est classique qu'on peut pour 6tudier de tels 
feuilletages introduire les coordonn~es dites (~actions-angles)): 

(4.1) Th~or~me. Soit aef(O),  il existe un voisinage conique convexe U de a dans 
IR" \ 0 et un diffkomorphisme canonique homogOne Z d'un ouvert conique X x C du 
cotangent X xlR" de X avec X=IR"/7l" (C est un c6ne ouvert de lR" \0)  sur 
f -  I(U) tel que: 

i) Z--1 transforme le feuilletage (A,),~ v de f -  I(U) en le feuilletage (T~)e~ c avec 
T~=X x {~}. On pose T~(.)=A.. 

ii) Si (7i) est la base canonique de 7h(X), on en dkduit une base notOe (Yi, e) de 

nl(T~) et on a: ~i(a)= ~ ~ off ~ est la forme de LiouviIIe sur T*(M). 
7~, ,~ (a) 

iii) On a qoz (x ,~ )=K(~)  off K est une fonction C ~ homogkne de degrd 1 sur 
C. Donc le riot gkodOsique Hq a pour image par X- 1 le champ de vecteurs (K'(~), O) 
dont les int~grales sont t~---~(Xo + tK'(~o), ~0); ce qui veut dire que, sur les tores A. ,  
le riot g6od6sique a des trajectoires quasi-p~riodiques. 

Pour prouver (4.1), on introduit au voisinage de A. des coordonn6es 
homog6nes F: X • C '~ f2  telles que F(T~) est une feuille A. pour tout ~ de C' et 
que (F-1)(Hy,) sont des champs de vecteurs constants le long de chaque T~. On 
montre alors que F*(o2) s'6crit 

F*((2)) = ~ d(pi(~)  ) A d ( x  i - gi(r 
i=1 

Et on prend pour nouvelles coordonn6es les (x l -gi ,  p~). Les conditions ii) et iii) 
sont automatiquement v6rifi6es. 

La classe de Maslov de A. s'interpr6te/l l'aide de X comme un 616ment #0 de 
H~(X; Z)=7~ n ind6pendant de a, car U est connexe. La condition de quantifica- 
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tion de Maslov sur z(T~) ([D]) s'6crit donc simplement 

1 
~-n ~=v+ �88  avec v~Z". 

On peut donc formuler le: 

(4.2) Th6or6me. En utilisant les cartes (~--~z(TO, on munit rensemble des feuilles 
du feuilletage lagrangien d'une structure de cone affine de groupe structural GL(n; 
Z). Dans ce c6ne, les vari~t~s lagrangiennes v~rifiant les conditions de quantifica- 
tion de Maslov forment un r~seau d~centrk not~ Q et on a la formule asymptotique 
suivante: pour tout c6ne V & base relativement compacte dans celle de f(f2) et 
ayant une frontidre C 1 par morceaux, on a: 

fd {a~ VIA,~Q et q(Aa)=al <=#} =(2x)-"vol(B*(M)c~ f - l(V)) ~" + O(l~"- l). 

La premi6re assertion r6sulte de (4.1)ii) et du fait que les changements de 
base de nl(X)=Tl" s'identifient aux 616ments de GL(n; Z)." 

I1 suffit de v6rifier la seconde assertion quand f - I ( V )  est dans un domaine 
de coordonn6es actions-angles, on a alors: 

~ { a ~ V I A ~ Q  et q(A,)<#}=fd{vEZ"lv+�88 et 2rtK(v+�88 } 

off 1/'1 est l'ensemble des ~ tel que z(Tr est contenu dans f - l ( V ) .  De la formule 
classique donnant le comportement asymptotique du nombre de points d'un 
r6seau dans une famille de domaines homoth6tiques ~t fronti6res C 1 par mor- 
ceaux, on d6duit: 

~{aeVIA,  eQ et q(A , )<~}=vol ( {K(~)<l}c~VOx +O(~ "-~) 

et )~ 6tant canonique, on a: 

vol({K(~) =< 1} c~ V0 = vol(B*(M) n f -  I(V)). 

Ce th~or~me montre que, dans le cas compl~tement int~grable, le nombre de 
vari~t~s lagrangiennes v~rifiant les conditions de quantification de Maslov est 
optimal par rapport ~ la formule de H. Weyl. De plus localement le reste est du 
m~me ordre que celui obtenu par H6rmander ([H2]). Nous allons montrer dans 
5 que cela permet de construire des q.m. de masse optimale. 

On peut encore relier la classe de Maslov de )~ et celle de A, par la: 

(4.3) Proposition. Si m ( z ) e H I ( X x C ; 7 . )  est la classe de Maslov de Z et J~o 
rinjection de X dans X x C dOfini par jgo(x)=(x, ~o), on a pour tout 4o de C: 

j~o(m(z))=#o �9 

Rappelons que la a-construction de HiSrmander ( [HI]  p. 158 et suivantes) 
permet d'associer un indice entier ind(y; 21,22) ~t tout lacet y ferm6 d'une vari6t6 
symplectique Y si 2~(t) et 2z(t ) sont des plans lagrangiens variant continument 
dans T~(0(E ). La non-nullit6 de cet indice est une obstruction ~t trouver un plan 
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lagrangien 2(0 de T~(,)(E) variant continument et transverse pour tout t h 21(0 et 
).2(t). On a les  relations suivantes: 

m(z)(7)=ind(7; Vx, z*(VM)) Off Vx et VM sont les fibres lagrangiens verticaux 
de T*(X) \O et T*(M)\O. 

#o(7)=ind(7;T~(t)A,,V~t) si 7 est un lacet trac6 sur A,. Soit Hx le fibr6 
lagrangien des plans horizontaux de T*(X)=X x IR", on a par homotopie de Hx 
et Vx: 

m(z)(7)=ind(7; Hx,x*(VM)) et cet indice n'est autre que #o(7) calcul6 avec le 
changement de variables Z. 

5. Construction d'un opOrateur d'entrelacement 

Soit Z: XxC--*T*(M)'..O un syst6me de coordonn6es <<actions-angles>>. 
Supposons en outre que: 

(5.1) re(Z) = 7~*(#o). 

Cette condition sera v6rifi6e d'apr6s (4.3) si, par exemple, le c6ne C est 
simplement connexe; on pourra donc toujours trouver au voisinage d'une fibre 
de f u n  syst+me de coordonn6es (<actions-angles>> v6rifiant cette condition. Soit 
E le fibr6 hermitien plat sur X associ6 ~t la classe #o de H I ( X ; Z )  par la 

repr6sentation n~--~e'~" de Z dans SU(1). On peut construire E comme quotient 
du fibr6 trivial IR'•  C au-dessus de IR", ce qui permet d'identifier canonique- 
ment les sections f et E et les fonctions f :  lR"~a2 qui v6rifient la condition 
suivante: 

(5.2) 'v 'veZ", V x e ~ " ,  f ( x + v ) = e l Z < u ~  

Une base orthonorm6e de L z ( x ;  E) (par rapport  & la mesure de Lebesgue sur X) 
est fortune par les sections (e,)~ ~z- telles que ~ (x) = exp (2 rt i < v + �88 #o, x >). 

Soit Ca un c6ne ~ base compacte dans C et K1 une fonction C ~ homog6ne 
de degr6 un sur IR" \  0 et 6gale ~ K au voisinage de C1. Soit P l 'op6rateur auto- 
adjoint positif sur L z (X; E) d6fini par P e~ = 4n2 [K 1 (v + �88 #o)] 2 e~. 

(5.3) Proposition. Pest  un opdrateur pseudo-diffdrentiel d'ordre 2 dont le symbole 
complet dans une carte exponentielle de X est p(x, ~)= [Kt(~)]2; en particulier, si 
on identifie les fonctions et les demi-densit~s, grdce it la mesure de Lebesgue sur X, 
le symbole principal de Pes t  [KI(~)] 2 et le symbole sous-principal de Pes t  nul. 

Pour toute section f de E, on a: 

P f(x) = (2 ~) - "  .[ e i <r x - y> K 2' (~) f(y) d y  d~, 

en effet c'est vrai pour f=e~ par d6finition de P. Soit maintenant ve,~'(U; E) od 
U est un ouvert de X domaine d'une carte exponentielle (p: UI~U est un 
diff6omorphisme). Soit Vo = v o pe#'(UO, on a: 

7~ 
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et donc: 

Pv(x) = (2n)-" IS ei<e'x-y> K2(~) vo(y) dy d~ 

+ ~ Se 't<r176 K2(~)vo(y_v)dyd~]. 
v e Z "  \ 0 

Par integration par parties en {, on montre que la somme ~ est C ~ au 
ve~  n \ 0 

voisinage de Supp(vo). On obtient alors le r~sultat. 
Soit F l e  sous-espace vectoriel ferm6 de L2(X; E) engendr6 par les e~ tels que 

v +�88 soit dans C~, on a le: 

(5.4) Lemme. Pour tout f de F, W F ( f ) ~ X  x C 1. 

Soit U1 et U comme dans la preuve de (5.3) et reCk(U), vl = v o p ,  vlsC~(U1), 
on a: v fop (x )=vx (x )~  avexp(2in(v+�88 off les av sont nuls pour v 

v ~ Z  n 

+ �88  Donc: 

vfop(~)= ~ avfl(~-2n(v+�88 
v ~  n 

En utilisant le fait que g~ est / t  d~croissance rapide, on voit sans difficult6s que 
vfo p({) est / t  d~croissance rapide dans tout c6ne ferm~ disjoint de C1. 

On va adapter  la construction de Weinstein ( [Wl ] )  pour construire un 
op6rateur d 'entrelacement entre P re et le laplacien sur M; plus pr6cis~ment: 

(5.5) Th6or~me. I1 existe un opdrateur integral de Fourier A d' ordre 0 associ~ d X et 
elliptique au voisinage de X x C1 tel que: 

i) B = A IF est une isom~trie injective de F dans L2(M): B* B = IdF. 
ii) Eop&ateur AB--BPIF est born~ de F dans L2(M). 
On peut aussi jbrmuler ceci en disant que ~ =(A(F), B o P IF o B - 1 )  est un quasi- 

mode d'ordre 0 sur M e t  de microsupport 

MS(e) = MS 00 (~) = Z (X x C 1) ( '~  T* (M). 

Ce quasi-mode est de masse optimale par rapport au thOorOme (3.3). 

(5.6) Corollaire. II existe une application v~-~j, injective de {v6Z"Iv+�88 
dans N telle que 2j -4n2[K(v+�88 

Construction de A isomOtrique. 

Si E est un fibr6 vectoriel 'complexe sur une vari6t6 X et A une sous-varidt6 
lagrangienne conique de T* ( X ) \  0, on d6finit en utilisant les trivialisations locales 
de E un espace de distributions int6grales de Fourier Ira(X; A; E) ~ C~ (X; E). Si nA 
est la projection canonique de A sur X et M a d6signe le fibr6 de Maslov de A, on 
d6finit pour u dans Im(X;A; E) un symbole principal d 'ordre m, a(u) dans l 'espace 
SIn(A, f21/z | MA | n*(E)) comme dans Htirmander  ( [H 1] p. 148). Dans notre cas, 
on veut construire un op~rateur A: C~(X; E)~  Coo(M, II~) il faut donc chercher 
KAeI~ x M; Ax; p*(E')) off Px: X x M ~ X  est la premiere projection et E' le fibr6 
dual de E. Le symbole principal a de A sera donc, en ramenant  tout sur T*(X) \ 0 et 
en supprimant  le facteur (21/2 grftce ~t la densit6 canonique sur T*(X), un 616ment de 
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S~ \ 0, pI(E) | p*(E')) (car p*(E) est par  const ruct ion de E le fibr6 du Maslov 
de D. Finalement  a est dans S ~  0; 112) canoniquement .  

(5.7) Lemme. Onpeutchoisir A 6 I ~  x ) t e l q u e a = l  auvoisinagede X x Ct 
et WF'(A*A - I d x ) ~ X  x ( I R ' \  C1). 

On  construit  A par r6currence: A = A o + A I + . . . + A , + . . .  off A,  est dans 
I - " ( X ,  E; M; X); ao = 1 au voisinage de X x C1 et est / t  support  fi base compac te  
dans X x C et si B , = A  o + ... +A , ,  on veut avoir B * B , - I d  x d 'ordre  - ( n +  1) au 
voisinage de X x C1. Pour  n = 0 ,  c'est v6rifi6, c a r A * A o - I d  x a pour  symbole [ao[ 2 

- t qui est nul au voisinage de X x C 1. On  veut avoir (B,_ ~ + A,)* (B,_ a + A,) - Idx 
d 'ordre  - (n + 1) au voisinage de X x C 1, c'est-/t-dire que le symbole d 'ordre  - nest  
nul:  

a_,(B*_ lB,_ ~ - I d )  + 8 o a, +f t ,  ao = 0  

au voisinage de X x C 1, on peut construire a, sans difficult6s car B*_ i B,_ i - Id est 
auto-adjoint  et donc  son symbole  principal est r6el. 

(5.8) Lemme.  En modifiant par un r~gularisant l'op~rateur A obtenu pr~eOdemment, 
on peut le rendre isomOtrique de F dans L z(M). 

Soit , 4 = A  rF, on a / ] * A = I d v + K  off K est r6gularisant, donc  d i m ( K e r A 0 <  
+ oo. De plus d im(coker(A1))= + or, car)~ Ix • cl n'est pas surjective. On  peut  donc  
modifier A par  un r6gularisant pour  rendre ~] inj ectif. Soit alors G = (.,]*.4)- 1/2, on 
voit que G = I d v + R  o6 R e s t  r6gularisant et si on pose B=f lG,  on a B*B = Ide, de 
plus B e s t  la restriction/~ F d 'un  op6rateur  qui diffSre de A par  un r6gularisant. 

La propriOtO d'entrelacement. 

(5.9) Lemme.  A o P - A o A  est un opOrateur integral de Fourier d'ordre 0 au 
voisinage de X x C1. 

O n  a 

KAp_AA=(1M| AM@ lx) KA. 

La difficult6 est que lx | P n'est pas un op6rateur  pseudo-diff6rentiel; cependant,  
on a WF(KA) c T* (X) \ 0 x T*(M) \ O, on peut mont re r  alors que 1M | P op6re sur 
KA comme un op6rateur  pseudo-diff6rentiel de symbole total K2(~). O n  en d6duit 
que le symbole principal d 'ordre  2 de (1M | P - AM @ lx) KA est nul au voisinage de 
X x C1, car on a alors q o )~ = K = K 1. De  mSme pour  le symbole  principal d 'ordre  1 
sur X x C1, car, d 'apr6s H6rmander ,  il est somme  de deux termes:  le premier  est une 
d6riv6e de Lie du symbole de K a qui est constant  6gal fi 1 au voisinage de X x C1 ; le 
deuxiSme fait intervenir le symbole sous-principal  de 1M @ P - AM | lx qui est nul. 
D o n c  le symbole d 'ordre  1 est nul aussi. Cela prouve  le lemme et donc  le th6or6me. 

6. La fonction spectrale dans le cas complOtement int~grable non d~g~n~r~ 

(6.1) D6finition. Si M est une vari~td riemannienne de dimension n dont le riot 
gOod~sique est complOtement int~grable dans •, on dit qu'il est non dOg~n~rO s'il existe 
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un syst~me de cartes <<actions-angles>> Zi: X x Ci----~~i, tels que UOi=O et que Ki 
= q o Zi ait une d~riv~e seconde partout de rang maximum sur C~ (soit n -  1, car K~ 
homog~ne de degr~ 1). C'est alors vrai pour tout syst~n~e de coordonn~es actions- 
angles. 

Le flot g6od6sique est en g6n6ral non d6g6n6r6 pour une surface de r6volution; il 
est d6g6n6r6 pour une surface de Zoll (K'{--0). 

(6.2) Th6or~me. Si M a un flot g~od~sique compl~tement int~grable non d~g~n~r~, 
pour tout e>0,  il existe une partie A~ de Sp(M)= {2s[jeIN } telle que: 

i) ~ {2s =< 212sr AA ~ e(2~)-" 2"/2. 
n 1 

1-~ 
ii) ~{2s<=2]2seAA=(2~)-"(vol(B*(M))--e)2"/2+O(22 ,+1). 

De plus, si O =  T * ( M ) \  0 et qu'on a un syst~me global de coordonn~es <<actions- 
angles>> X" T * ( X ) \ O ~ T * ( M ) \ O ,  on peut prendre ~=0 et A~=Sp(M) dans les 
formules pr~c~dentes. 

(6.3) Corollaire. Sous les hypothkses pr6c6dentes, on a: ]2j+ 1 -2j[ = 0 ( 2 ) / " +  1). 

(6.4) Remarque. Je ne connais pas de cas, en dehors des tores plats, 06 O 
= T * ( M ) \  O. Dans le cas des tores plats on connait des restes meilleurs que ceux 
propos6s par (6.2). 

(6.5) Remarque. Si on note N(2)=~  {k s <2}, H6rmander  (CH2]) a montr6 qu'on a 
toujours N(2)=(2~)-"  vol(B*(M)). 2 "/2 + O(2 "-  1/2); Duistermaat et Guillemin 
([DG])  ont montr6 qu'on a o(F-1/2) dans la situation g6n6rique. Notre r6sultat 
montre que, dans le cas int6grable non d6g6n6r6, une grande partie du spectre a une 
r6partition plus r6guli6re que celle donn6e par ces auteurs. 

(6.6) Remarque. On peut obtenir des r6sultats interm6diaires entre 

n 1 . 1 

0(2~ l~ +~-) et 0(42 2) 

en faisant des hypothdses sur le rang de K"(~), ou encore plus pr6cis6ment sur la 
nature des singularit6s de K'(~). 

La preuve de (6.2) est bas6e sur un r6sultat de Van der Corput ([VdC]) qui nous 
a 6t6 signal6 par F. Dress et dont Randol nous a communiqu6 une d6monstration 
tr6s 616gante que nous adaptons ici ([RL]). 

Soit Zi: X x C ~  O~ ~ O une famille finie de syst6mes de coordonn6es << actions- 
angles>> telle que les images Of soient deux h deux disjointes et que les Oi c~ T*(M) 
recouvrent T~'(M) ~ un ensemble de mesure petite pr6s. On choisit des c6nes 
ouverts C~/t base relativement compacte dans C'~ tels que: 

vo l ( (O\  ~. z i ( S  >(Ci) ) (-3 B~(M)) < e. 

On utilise alors le th6or6me (5.5), son corollaire (5.6), l 'orthogonalit6 des q. m. de 
microsupports d'ordre oo disjoints (2.5) et le: 

(6.7) Lemme. Soit ( aj) et (bj) deux suites re r~els tendants vers + o~ et v~rifiant a s = b s 
+ 0(1) et ~ {b s < 2} = c 2 "/2 "Jr- 0 ( 2  "/2 --at), alors (as) a la m6me proprikt~ fi condition que 
soit inf~rieur ou ~gal fi 1. 
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On se ram6ne ainsi/t prouver le: 

(6.8) Th6or6me. Soit K: IR" \  O~IR+, C ~ homog~ne de degr~ 1 telle que K"(x) soit 
de rang n -  1 partout, posons mo =�88 et soient C et C' deux c6nes ouverts de ~ ' \  0 
tels que C soit d base relativement compacte dans C', il existe une partie X de IR ~ telle 
que C c X c C' et telle que : 

2 

~{ve7Z' lv+moEX et K(v+mo)<t~}=Col~"+O(# ~-2~+1)  

avec 

vol({K < 1} n C ) < c o < v o l ( { K <  1} n C'). 

Rappelons les deux r6sultats suivants ([RL]): 

(6.9) Si ~p est la fonction caract6ristique de la boule {K < 1 }, on a: 

n + l  

~(0=O((1+1~1) 2 ). 

La preuve de (6.9) est bas6e sur la m6thode de la phase stationnaire: on calcule la 
transform6e de Fourier q~(r par une int6grale oscillante sur la sph6re {K = 1} et 
l'hypoth6se de rang sur K" assure que les points critiques qui apparaissent sont non 
d6g6n6r6s. 

(6.10) Le r6sultat du th6or~me (6.8) est vrai si C =  C'=IR". 

Soit alors pEC~(S  ~-1) telle que p =  1 sur C n S  ~-1 et p = 0  hors de C'; on pose 

X 
cp~(x)=tp (~) et ~ , (x)=p (~-~)(qg,(x)-qg,/2(x)). 

(6.11) Lemme. Si Np(/~)= ~ ~P#(v+mo), on a: 
veZ  n 

2 
e0 . ~ - n - 2 + n + l )  

a / )er  

Co = I p  o(x) dx .  

Preuve de (6.11). On introduit une fonction ;~e C~ ~ (R"; IR +) telle que ~ ;~ = 1, on pose 

2 
vEZ n 

n--1 
On Ovalue d'abord Np, ~(#) pour e =/~-~, avec �9 = n---~ par la formule de Poisson sur 
~ n  : 

Np,,(#) = ~ ~e(0) + ~ #" ~,(2~z # v). ~(2rt/~-=. v) e 2=i'"~ 
v4=0 
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Co #.. Pour 6valuer le ~ on utilise la Le premier terme vaut exactement - f  
v ~ 0  

majoration de ~01 obtenue/t partir de celle de q~ (6.9) et la majoration )~(~) =O((1 
n 

+1~1)-~: on obtient ainsi: 

( go,~(#)= # n + o  ~,~0(I+I#vl)" @ (I +IvI#-~')"/z" 

Le reste R~(#) est donc major0 par: 

n-~ o0 11 \-n/2 
iR~(#)l<C.# 2 2 j -3 /2 . / _+#-~ /  . 

j= 1 \J / 

En d6composant la somme en ~ et ~ , on obtient: 
j < . ~ '  j > t ~  ~ 

2 
R,(#)  = O ( / n -  2 ~ ,  + 1). 

I1 reste ~t 6valuer la diff6rence entre Np(#) et Np,~(#). On a: 

No(#)- Np, ~(#) = ~ (7" . - 7"u *Z,)(v+mo). 
v 

- 7". * Z~)(x) est nulle sauf pour 2-# -~ '<K(x )<#+#  -~'. On d6compose cette (7". 

r6gion en trois r6gions A(#), B(#) et C(#): 

a(#) = {x I# - #-~ _-< K(x) =<# + #-~}, 

t. 
On v~rifie sans difficult~s que t'on a partout [7'.-7",,)~1 < 1. on en d6duit: 

I ~ (7".-7".*Z~)(v+mo)l<~{vlv+moeZ(#)} 
v + m o e A  (#) 

et on majore convenablement en utilisant (6.10). 
On fait de m~me pour la somme dans B(#). 

Dans C(la). on a: 7", *Z~(x)=~),Z~(x) ofi ~(x)=P (ixl). et on a: 

( ~ - ~ * ) ~ ) ( x ) = ~  p ~ - p  . Z ~ ( x - y ) d y .  

Donc 

I (P-P*)~)(x)I<CS ~ - I ~ 1  "X~(x-y)dy' 

I(~-~.z~)(x)l=O(# -~x+~ pour Ix l -a=O(#- l ) .  
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De plus on a: ~ { v l v + m o e C ( # ) }  = O(/~"); on en d6duit f inalement:  

2 

]Np (~t) - No, ~(#)l = 0 ( / ~ -  2, .+ x) 

ce qui p rouve  le l emme (6.11). 
Soit alors N j (# )=  ~ ~5~p.(v+mo), on a: 

vE~  n 

Et donc:  
2 

N;(#)=Co l~" + O(/,"- 2 +.+ ' ). 

Ii suffit donc de montrer qu'on peut trouver X tel que: 

N;(#) =~ {v + mo~X I K(v + mo) <=l~} + 0(1). 

Soit L(#) =:~{v+mo~ClK(v+mo)<p} et E(#) =~{v+mo~C'lK(v  +mo)  <#} ,  on a: 
pou r  tout/~,  L(I~)<N~(#)<E(I~) et de plus en tout  point  a de discontinuit6 de ces 
fonctions (i.e. tel que il existe ve7~", avec a = K(v + too)) les sauts de L, N~ et E sont en 
ordre  croissant.  On  peut  donc  fabr iquer  X, par  r6currence sur la suite des points  de 
l 'ensemble  E = {K(v + mo) lve7Z"}, avec C ~ X ~ C'. 

II1. Quasi-modes associ6s a une sous-vari6t6 Lagrangienne 

7. Enoncd des rdsultats 

Nous  allons mon t r e r  dans  ce pa r ag raphe  I I I  c o m m e n t  on peut  construire  des quasi-  
modes  ayant  pour  mic rosuppor t  une vari6t6 lagrangienne invar iante  pa r  le riot 
g6od6sique; l '6nonc6 du th6or6me qui suit est fi r app roche r  de ceux de Lazu tk in  
( [L2])  et aussi des 6nonc6s relatifs aux condi t ions de Maslov  que donne  
Du i s t e rmaa t  dans ([D]).  

(7.1) Th6or~me.  Soit M une varidtd riemannienne compacte, de dimension n, sans 
bord; A une sous-varidtd lagrangienne compacte de T*(M) contenue dans le fibr~ 
unitaire T*(M) et v~rifiant les deux conditions suivantes. 

i) Il existe sur A une densit~ C ~, p, ne s'annulant pas, invariante par le riot 
gdoddsique Hq et telle que, pour toute fonction f C ~ sur A d'intdgrale nulle par 
rapport gz p, lYquation dg(Hq)=f air une solution ge Coo(A). 

ii) Si OeHI(A; IR) est la classe de Liouville de A et eeH' (A;  Z) la classe de 
Keller-Arnold-Maslov-H6rmander, il existe une suite croissante (kr)r~ de hombres 
r~els positifs tels que [kr+l-krl>____ C > 0  et que: 

(kr )(1) 
distance ~ O - � 8 8  = 0  ~ . 
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1 P 
k~ O - � 8 8  ~ fl,.iei (mod.HX(A;Z)) avec fl,,i=O(1) et (el) On pose alors ~ zrr K, i=, 

une base de Hi(A; IR). 
Conclusion: il existe un q.m. 8 =(ur, z,) d'ordre oo et de microsupport A tel que 

z, = k, + P~(fl,. i)k; -j oi~ les P1 sont des polyn6mes de degrd j + 1 d p variables. 
j=o 

(7.2) Remarque. Le th6or6me de Maslov concerne le cas off l'on peut trouver une 

progression arithm6tique k, = ko(1 + r d) telle que ~ 0 -  �88 1 (A; Z) (dans ce cas 

on prend fl~.i-0); de plus sans la condition i) on peut seulement construire un q.m. 
d'ordre 0 et donc une suite de valeurs propres 2j =(k,) 2 +O(1). 

Faisons quelques remarques sur les conditions i) et ii). 

(7.3) Proposition. Ehypothdse i) implique que, pour tout ).oeA, la trajectoire 
t~-~(pt(2o) est dense dans A et que pour toute fonction continue f, 

l ' r  
(S aS f "P= r~+oolim ~ ! f(q~,(2))dt. 

Donc p s i  elle existe est unique d un facteur pros. 

Supposons que la trajectoire t~-%ot(2o) ne soit pas dense, on peut trouver une 
fonction f e  C~176 telle que ~ f .  p =0  et f =  1 sur la trajectoire de 20. On a alors 

A 

pour toute solution g de dg(Hq)=f;  g(q~t(2o))-g(2o)=t, donc g ne serait pas 
born6e. 

La deuxi6me assertion se d6montre d'abord pour fCoo; pour f continue on la 
d6montre alors par approximation uniforme. Supposons ~ p = 1, on peut 6crire f 

A 

= ~ f ' P + f l ,  avec ~f ,  . p = 0  et soit geCoo(A) telle que dg(Hq)=fl ,  on a: 
A A 

1 if(q~t(2o) )d t  1 T- 0 = ~- (W. S f .  p + g(q~r(2o)) -- g(2o))). 
A 

On en d6duit facilement le r6sultat. 

(7.4) Proposition. Si A est diff~omorphe au tore X = IR~/~ ~ par un diffdomorphisme 
que transforme Hq en un champ constant co=(o91 . . . . .  co,) (mouvement quasi- 
pdriodique) vdrifiant la condition: il existe C > 0  et fl >0  tels que, pour tout k e Z  ~, 
Kk, o9}1 >= C Ilk[I-a; rhypoth~se i) est satisfaite. 

On prend pour p la mesure de Lebesgue sur X et on utilise les d6veloppements 
en s6rie de Fourier: f ( x ) =  ~ akexp(2rri (k ,x})  

k e Z "  --  0 

( a o = 0 c a r ~ f = 0 )  et g(x)= ~ b k e x p ( 2 n i ( k , x ) ) .  
X k e Z  n -  0 

On doit donc avoir b k ak ; f 6tant Coo, la suite (ak) est h d6croissance rapide 
21zi(k, og} 

et l'in6galit6 I(k, og)l _-> C II kll -a assure que la suit.e (bk) est aussi h d6croissance rapide 
et donc g C ~176 



Quasi-modes sur les varietes Riemanniennes 37 

(7.5) P r o p o s i t i o n .  Si Hi(A; IR) est de dimension 2, la condition ii) est g~n~rique : il 
suffit que 0 exprimde dans une base de classes entidres air une pente irrationelle pour 
que ii) soit vOrifike. 

On choisit une base (el,e2) du r6seau HI(A;E)cHI(A;  IR) telle que c~=ae 1 
(a~iN) et donc O=al el +a2 e2, la condition ii) s'6crit 

2n a l - � 8 8  (modE) ,  a2=-O (modE).  

(a) Si a2=0,  on est dans le cas de la quantification exacte, on prend k ,=  2~ r + ~  . 
2n al 

Sinon on cherche k, sous la forme k ~ = - - n ,  (n~eE) et on doit donc avoir 
a2 

a2 ~ (modE).  

S i a l  est irrational, un th6or6me de Minkowski assure l'existence d'une telle suite n, 
a2 

et doric de k, (cf. [CA] p. 48). 

8. Preuve du thOordme (7.1) 

(8.1) Rappel sur le calcul symbolique des fonctions oscillantes. Dans ce qui suit, on 
pr6cise les calculs de Duistermaat ([D]) dans le cadre suivant; on va d6finir pour 
une sous-vari6t6 lagrangienne compacte de T*(M)\  0 et pour un sous-ensemble A 
non born6 de lR + des espaces O"(A;A) de fonctions oscillantes, des espaces 
S"(A; A) de symboles (on utilisera uniquement des/~ entiers) et un isomorphisme de 
calcul symbolique de Ou/O~-l--,S" not6 u~-*[a,]; un rel~vement de S" dans O" 
6tant ce que Maslov appelle l'op~rateur canonique. 

Construction de O"(A;A). On choisit une lois pour toutes dans la suite: - un 
recouvrement fini (f2 3 t~t. de A par des ouverts simplement connexes assez petits 
pour que l'ouvert (2 z de A puisse ~tre d6fini par une fonction phase ~0 l(x, ~) = <x, ~) 

- Hz (4) ((x, ~) 6tant des coordonn6es canoniques dans T*(q/l) et Hi une application 
diff6rentiable d'un ouvert de IR" dans lR). On pose alors ~t =~Ptro, et on a donc d~ t 
= ~ dx I~,: les fonctions 4~: Q z - ~  d6finissent en cohomologie de (~ech la classe de 
Liouville de A. 

- Une partition de l'unit6 C a, Z, subordonn6e au recouvrement (Qt)t~L sur A. 
- On note ml(~. ) la section du fibr~ de Maslov au-dessus de Ql associ6e ~t q0t, 

c'est-~t-dire qu'on a, pour 2~OtnOt , :  

mv(2)=mt(2)exp(i 2 ~ v  ) 

avec 

~,v = �89 (Sgn d~r ~Pv (2) - Sgn d~r opt(2)). 
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(8.2) D6finition. O"(A; A) est l'ensembIe des fonctions u sur M • A d~finies par 

u(x ,k)=k n/2+" ~ ~ exp(iktpl(x, 4)) 'al(x,~,k)d4. 

Off a l(x, 4, k) est une fonction C~ de (x, 4) d support compact dans ~ en 4 de la forme : 

at(x, 4)~ ~ aid(x, 4,13(k)). k - j  
j = 0  

o5 fl(k) varie dans un compact K d'un espace ]R N et a,,j(x, 4,fl) sont des fonctions C ~ 
de (x, 4,fl). Le signe ~ signifiant: Va multi-indice et V J~N,  

J 

IID~x, r al(x, 4,fl) - P,%,o ~ a,,j(x, 4, fl(k)) k-JllL~ = O(k -tJ+ 1)). 
j=0  

Remarquons  que les symboles ainsi d~crits sont plus gdneraux que ceux de [D]  
et n 'admet tent  pas de partie.principale bien d~finie. L ' in t roduct ion  de tels symboles 
est rendue n6cessaire gt cause de la condt ion  de quantif icat ion qui est varifiae 
asympto t iquement  (7.1) ii). 

I1 r6sulte de [D]  que les espaces O"(A; A) ainsi dafinis ne dapendent  pas des 
choix faits plus haut. D 'au t re  part, on voit  facilement que O"(A, A) = k". O~ A) et 
que, si on se donne  m et N', pour  N assez grand, on aura:  ueO-N(A; A) implique 
Ilu(x ; k)ilc~M~ = O(k-W). 

Construction de S"(A;A). On se donne  une lois pour  route une densit6 C ~176 p 
positive par tout  sur A. 

(8.3) D4finition. Z"(A; A) est l'ensemble des sections C ~176 a(2, k) du fibr~ de Maslov 
au dessus de A qui s'~crivent: 

a(),, k) = k". [ ~ exp(i k~l(2)) �9 f~(~, fl(k)) m ~(2) + O(k- ' )] 
l e L  

o5 fl(2, k) est C ~ d support compact darts Y2 z en 2. On pose 

S"(A; A) = X"(A; A)/X"- ' (A;  A). 

A une fonct ion u de O"(A; A), on associe un 616ment a~ de X"(A; A) dont  on 
notera  [a . ]  la classe dans S"(A; A), appell6e symbole principal d 'ordre  # de u. 

On peut  t rouver  des fonctions g~ Coo sur O~ ne d6pendant  pas de u telles que 
pour  u 6crit comme dans (8.2), on ait: 

(8.4) a~(2, k )=  k ~ { ~, exp(ik ~(2) )  �9 g~(2) �9 al, 0(2, fl(k)) m,(2)}. 
l e L  

Par  applicat ion de la m6thode de la phase stationnaire,  on a aussi: s i ve  C~ (%), 
V(Xo) = 1 et 2 =(Xo, 40): 

Ea,(),; k)] = E(2n) -n/2. y~ (g,(;t). 5 u(x, k)e -ik<~-~~162176 v(x)dx) m,(2)]. 
l E L  alll 

(8.5) Proposition. Sip  est invariante par le riot g~od&ique et A ~ TI*(M), pour une 
fonction u de O"(A; A), la fonction v=(A - k  2) u est dans 0 ~+ I(A; A) et le symbole 
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d'ordre # + 1  de vest:  

si le symbole a, s'~crit comme dans (8.3). 

Eop#rateur canonique. 
Si on a un symbole ao de S" 6crit comme dans (8.3), on pose 

C(ao) = k "/2 + u. ~ (~ exp(i k ~o,(x, ~))- ~({) ft(x, ~, fl (k)). d~). 
leL ~/~ 

Avec ~ = ( g 3  -1. On a alors I-au(~o)] = [ao]. Cela r6sulte facilement de (8.4). 

(8.6) Preuve du th#orkme (7.1). On prend d6sormais pour A l'ensemble des (k,)r~N 
dont l'existence est suppos6e dans (7.1)ii) et pour p la mesure invariante par le flot 
g6od6sique dont l'existence est suppos6e dans (7.1)i). 

L'hypoth6se ii) assure l'existence de r6els c~e[0, 2n] tels que, pour tout r de N e t  
tout I,l' de L, et pour tout 2 de Qtc~2r ;  on ait: 

t~ 7~ r 1 P 
(8.7) k,(~,(2)-,,(2))-~o~,,,+c[-ct,-~=lfl~,~ei,,,,e2x~,. 
Soit ao = ~ exp(ic~t+ik/bt(2)).Z~(2)mt(2); ~ cause de la relation pr6c6dente ce 

leL 
symbole de S ~ est bien d6fini modulo S -  ~(A; A) ind6pendamment des choix 
qu'on aurait pu faire pour les (2~, Zl . . . . .  

1 
Ce symbole v6rifie l'6quation _ LPn, [ao] = k, [ao], c'est donc une section propre 

l 
1 

de l'op6rateur _5r sur les sections de S~ associ6e /t la valeur propre k,. Si 
t 

maintenant f est dans C~(A), on pose U ( f ) =  U(f .ao)  avec un petit abus de 
notations. 

On va maintenant construire par r6currence des fonctions f~ de C ~ (A) avec f0 
= 1 et des polyn6mes P~ de degr6 j +  1 tels que, si on pose Us= U(fj), on ait: 

(8.8)(*j) CA - ( k  2 +Po(fl~,,)+'" +Pj(fl~,~)" ki-a))(Uo + "'" 

"Jw kr  - ( j+  1) Uj+ 1 ) E O - ( J +  1)(A;  A) .  

La premi&e Jtape pour j =  - 1 ,  s'6crit (A -k~ )  UoeO~ A). D'apr6s (8.5), (A 
- k~) Uo ~ O I(A; A) et son symbole principal d'ordre 1 est nul d'apr6s le choix de a o. 

Pour la r#currence, supposons v6rifi6es �9 ~ j -  1) et que fs'0-ill, r) est un polyn6me 
de degr6 inf6rieur ou 6gal/~ j '  en (fli,r) pour t ou t  j '  inf6rieur ou 6gal h j. Montrons 
comment on peut alors construire fs+ 1 et Ps de fa~on/t v6rifier ( . j)  et que fs soit un 
polyn6me de degr6 au plus j + 1 en les fl~.r. 

Soit Vs=(A - (k~  +.. .  +Ps- 1" k; -u- 1)))(Uo + " "  +k; -s" Us), on sait par . ( / -  1) que 
V s est dans 0 -s et on veut que Vs-Pj.k;-SUo+(A-k~)k;-U+I)Uj+ 1 soit dans 
O -u+ *). I1 suffit donc d'annuler le symbole principal d'ordre ( - j )  de cet te  int6grale 
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oscillante. On a :  

~,.~;~. Uo = kTJPJ Cro, 

Montrons que le symbole d'ordre ( - j )  de Vj peut s'6crire avj = Qj(fli.,; 2) ao off 
Q; est un polynSme de degr6 inf6rieur ou 6gal ~t j + 1 en les ill,,. 

On va calculer ce symbole ~t l'aide de la m&hode de la phase stationnaire 
(formule (8.4)). 

(8.9) Lemme. Soit u(2, kr) = U(f(2,  fli, ~)) oft f est un polyn6me de degr~ infdrieur ou 
~gal d N par rapport aux fli.r, dans l'int~grale 

S e x p ( -  i k, ( x -  Xo, 40)) u(x, kr) v(x) dx, 
M 

le coefficient de k i  N' est le produit de exp(i c~ +ik,~t(2)) pal un polyn6me de degrd 
inf~rieur ou kgal d N + N' en fli.,. 

Cela r6sulte facilement de l'application de la m6thode de la phase stationnaire et 

du d6vel~ en puissance de k;- 1 de exp ( ~  ~1 ) f l r ,  i ' e i ,  l l ,  �9 

On a donc l'6quation ~= 

(8.10) 2. dfj +~ (Hq)(),, fl,.,) = P~(fl,.,) - Qj(2, fl,. r). 
l 

On peut supposer que S p = 1 et on pose Pj-- ~ Qj.p. On peut alors trouver f j+,  
A A 

d'apr6s l'hypoth6se i) de 7.1.; Pj et fj + ~ sont bien des polyn6mes de degr6 inf6rieur ou 
6gal ~ t j + l  enfli,,. 

Soit maintenant z ,~  Re(k 2 + ... +Pj. k;-~+-..) et u', 

u',- 
U ' r~Uo+'"+kFJUj+ ' " ;  V,=Ilu, IIL ~" 

I1 suffit maintenant de montrer que (v,; r~) v6rifient les hypoth6ses (1.8) et (1.9), ce 
qui permettra d'apr6s (1.10) de construire un quasi-mode d'ordre ~ ,  g=(u~, z,). 

L'axiome (1.8) r6sulte du fait que (A -z~) v reO-~(A;  A) et de la remarque faite 
apr6s la d6finition (8.2). L'axiome (1.9) du fait que l'in6galit6 Ik~+ ~-k,[  > C > 0  
implique une indgalit6 du m6me type sur les ~ pour r assez grand. On applique alors 
la m6thode usuelle pour montrer l'orthogonalit6 de vecteurs propres d'un 
op6rateur auto-adjoint correspondant/ t  deux valeurs propres distinctes. 

I1 reste seulement ~ prouver que le microsupport de o ~ est A. Supposons montr6 
que M S ( 8 ) c  A, alors on a 6galit6, car MS(~) est un ferm6 non vide de A invariant 
par le flot g6od6sique (utiliser (7.3)). Pour montrer MS(8)  c A, il suffit (d'apr6s (2.9)) 
de prouver le: 

(8.11) Lemme. Soit u,(x) = ~ exp(i k~ ~o (x, ~)) a(x, ~, k,) d~ une intkgrale oscillante oft 
a(x, or, k,) est un symbole du type introduit dans (8.2), on a: v u"~(~) est & ddcroissance 
rapide en k, et en ~ quand ~ est dans un c6ne fermk disjoint de A~. 
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Posant  k~ = 09 k'~ et ~ = co ~', on doi t  6valuer l ' int6grale 

v u~'~ (co 4') = ~ ~ exp (i co (k', q~ (x, ~) - ( x ,  ~ ')) .  a (x, ~, o~ k',) v (x) da dx 

qui est/t  d6croissance rapide en o pour  k', d~ q~ :t: ~' ou d, q~ 4= 0, un i fo rm6ment  quand  
k'r et ~' restent dans des compacts .  

IV. Cas non int~grable: Quasi-modes de masse positive 

9. f~noncJ des rJsultats 

Nous  allons construire  des quas i -modes  de masse  posi t ive sur des familles de 
vari6t6s lagrangiennes v6rifiant des condi t ions  d ' i r ra t ionnal i t6  du type du chapi t re  
III ,  mais  en util isant la m6thode  d ' en t re lacement  du chapi t re  II. 

La  s i tuat ion oO nous nous plaqons est la suivante:  on se donne  un 
di f f6omorphisme canonique  homog~ne  Z: X x C ~ T * ( M ) \  0 (m~mes nota t ions  
que dans le chapi t re  II) off C est un c6ne de IR" \ 0 suff isamment  simple pou r  que 
re(Z) = ~*(/~o). On  suppose  en out re  qu'il  existe un c6ne Ca ~i base  compac t e  dans  C 
tel que les propri6t6s suivantes soient satisfaites: 

(9.1) S i f :  C ~ I R ,  C ~~ est nulle sur C1, elle est nulle h l 'o rdre  ~ sur C 1. 

(9.2) q oz(x,  4) est ind6pendant  de x sur X x C1: il existe une fonct ion C ~ 
homog6ne  de degr6 un, K:  IR" \ 0--+ IR + telle que pour  tou t  (x, 4)~X x C 1, q ~ Z(x, ~) 
= K ( O .  

(9.3) Le riot gOod6sique vOrifie sur z ( X x  C1) la condi t ion d ' i r ra t ionnal i t6  
suivante:  il existe des constantes  D et/~ posit ives telles que pour  tout  k de Z", et tout  

de C1, on ait: [(k,K'(O)[>=D[kl -~. 
On introdui t  alors c o m m e  dans le chapi t re  II  le fibr6 E sur X et les fonct ions ev et 

on consid6re pour  0 < ~ < 1 fix6 dans la suite, le sous-espace vectoriel  ferm6 F = F ,  
de L2(X;E)  engendr6 par  les e~ tels que d(v + 1#o , C 0  <lvl ~. 

On peut  alors 6noncer  le: 

(9.4) Th~or~me. Sous les hypothOses prOcOdentes, il existe un opOrateur intOgral de 
Fourier A 6 I ~  M ;  Z) et un op~rateur pseudo-diff~rentiel auto-adjoint P sur 
C ~ ( X  ; E) dont le symbole total dans les cartes exponentielles de Z e s t  de la forme:  

P(X, ~)= K(~) + po(O + p_ ~(O + "" + p_ i (O + "" 

off les p~ sont homogknes de degrk i sur l R " \ O  tels que: 
i) A est une isomOtrie de F dans 1)(M),  

ii) A o A - A o P e s t  r~gularisant sur F. 
Si on note B = A  IF: F--*A(F), on peut aussi dire qu'on a un q.m. d'ordre 0% g 

=(A(F) ,  B P  IFB-1). De plus la masse de ce quasi-mode est optimale. 

(9.5) Corollaire. II existe une application injective v~--~j~ de Fensemble des ve7l" tels 
que d(v+�88 C1) < [[vl] ~ dans N telle que 

2s~=4n2 K ( v + � 8 8  ~ (270-~P-&+�88176 
i=o  
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(9.6) Remarque. La condition (9.1) n'est pas difficile h remplir: si C'~ v6rifie (9.2) et 
(9.3). On note W= C' 1 c~ S ' -  1, W' l'ensemble des points de densit6 positive de W; 
alors mesure ( W - W ' ) = 0  et on peut prendre pour C~ le plus petit c6ne ferm6 
contenant W'. 

(9.7) Remarque. Dans le cas off le flot g6od6sique est int6grable, on d6finit C] par 
(9.3) et C1 comme dans 9.6. Si on est dans le cas non d6g6n6r6 (6), en choisissant fl 
assez grand et en faisant tendre Dvers  0, on obtient mes(C~ c~S'-1) aussi voisin 
qu'on veut de mes(C~S"-~).  On pourra obtenir ainsi un q.m. d'ordre ~ et de 
masse optimale dont le microsupport est aussi voisin qu'on veut de T*(M). 

(9.8) Remarque. Nous discutons dans le 11 l'application de ce th6or6me fi des cas 
non int6grables. 

I0. Preuve du thOordme (9.4) 

(10.1) Lemme. Soit p(x, ~)e C ~ (X x I R ' \  O) rod et homogkne de degrk m, il existe 
un op~rateur P sur X (ou sur C~(X  ; E)) tel que Pes t  auto-adjoint d' ordre m, a pour 
symbole principal p(x, 4) et un symbole sous-principal nul ; de plus sip est ind~pendant 
de x sur X x C1, on peut choisir le symbole complet de P avec la mdme propri~tk. 

Soit Q tel que 

1 ~ ~2p 
O'Q(X, 4)~P(X, 4 ) - - ~  j=l ~Xj ~ (X, 4), 

on a sub(Q)=0 et 

( 1 " 02p ] 1 ~  02p 

Done sub(Q*)=0, on pose alors P=�89 

(10.2) Lemme. Soit a (x ,~ )~C~(X•  homogkne de degrk 0, il existe 
b(x, 4) et p(x, ~), ayant les m~mes propriktOs que a, et vkrifiant : 

i) p(x,~) est ind~pendant de x sur X • C1. 
ii) Si r(x,~)=qo )~(x,~), on a: 5s b = a -  p. 

D 
Soit peC~(IR, [0,1]) telle que p ( t )= l  pour t < ~ - e t  p( t )=0 pour t>D. On 

d6compose a et ben  s6ries de Fourier en x: 

a(x, 4)= ~ ak(~) e2~i(k'x); 
keZ" 

b(x, 4)= ~ bk(r e 2~i(k'x) 
kEZn 

et p(xo, 4) =P0(~) (Xo fix6 dans la suite). Ecrivant l'6quation ii) sur X x C1, il vient: 

2 zt i(k,  K'(~)) bk(~) = ak(~), 

ao(~)-po(~)=0.  
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Tenant  compte  de (9.2), on peut r6soudre ceci en posant ;  pour  k4:0:  

1 ak(~) 
bk("1=2rci~' (k, g ' (~))  + ip(l(k, g'(~)) l  [kf)" 

La s6rie ainsi obtenu converge bien, car: 

D < 1 2  
Si I (k ,K ' (~) ) l>~lk l  -~, on a: Ibk(~)l=2n ~[ak(~)llkl a. 

<• 
Si t (k ,K ' (~ ) ) I<  lkl -p, on a: Ibk(r /ak(~)l. 

Donc  comme (ak) est fi d6croissance rapide en k uniform6ment  en 4, on a la 
m6me propri&6 pour  (bk). On raisonne de marne pour  les d6riv6es par  rappor t  ~ 4. 
On pose alors p(x, 4)= a(x, 4)-LPHr b(x, 4). L'6quat ion ii) est donc  bien v6rifi6e et 
sur X x C1, on a p(x,~)=po(~) ind6pendant  de x. 

II reste ~ v6rifier que si a est r6el, be t  p le sont aussi; il suffit de le v6rifier pour  b: 
or a r6el 6quivaut fi a_k=Ct k pour  tout  k de Z", on en d6duit facilement la m6me 
propriet6 pour  bk. 

(10.3) Lemme.  On peut r~soudre par r~currence pour j>O, les ~quations: 
A j e l - J ( X ,E ;M; )O;  Po opOrateur pseudo-diff~rentiel d'ordre 2 auto-adjoint sur 
C~(X;E) ,  Pj op~rateurs pseudo-diffOrentiels auto-adjoints d'ordre - ( j - l )  sur 
C~(X;  E) ayant des symboles indOpendants de x sur X x C1 tels que: 

(i) A (A o +. . .  + A j ) -  (A o +. . .  + A j) (Po +""  + Pj) est un opOrateur integral de 
Fourier d'ordre - j  sur X x C'. 

(ii) (A0 + ' - -  + A j)* (Ao +--" + Aj) - Id = 0 (mod C ~ sur X x C' off C' est un c6ne 
base compacte avec C1 c C ' c  C. 

Pour  j = 0 ,  on doit  avoir  
i) AAo-AoPo  est d 'ordre  0 sur X • C', 

ii) A * A o - I d = 0  ( m o d C  ~) sur X •  C'. 
On choisit P0 auto-adjoint  et fi symbole sous-principal nul de faqon que son 

symbole principal soit r(x, 4) et on appl ique la m6me m6thode que dans le chapitre 
II. 

Supposons  qu 'on  ait r6ussi h construire Po . . . . .  Pi- ~ et Ao . . . . .  A~_ 1 et soit Bj = Ao 
+ . - .  + A j_ ~. L '6quat ion i) s'6crit: 

ABj-Bj(Po + ... + Pj_ ,) + A A j -  AjPo- AoPj 

est d 'ordre  - j  sur X • C'. 
Soit en passant aux symboles:  

1Lf  
a_~i_II(ABi-Bj(Po + ' " +  Pj_I))+_ nr2aj-aop.i=O. 

l 

L'6quat ion ii) s'6crit: 

( B i + A j ) * ( B j + A j ) - I = O  ( m o d C  ~~ sur X • C'. 
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Soit en passant aux symboles principaux: 

fijbo +bo a~=0. 

Comme bo = 1 sur X x C', il suffit de trouver aj imaginaire pur. On cherchera 
ensuite par r6currence les coefficients suivants de A t. On remarque alors que 

a-~j-1)(ABj-Bj(Po + "'"-~ Pj- 1)) 

est r6el, en effet en multipliant par B* dont le symbole principal vaut 1, on trouve 
B*ABj- (Po+. . .+Pj_I)  qui est auto-adjoint. On est done amen6 ~ r6soudre 

2r 
l '6quation ~ - ~ r a j = p j - b j ,  off bj est homog6ne r6elle de degr6 - ( j - 1 )  et on 

l 

cherche a~ homog6ne imaginaire pur de degr6 - j .  On utilise pour cela le lemme 
(10.2) en se ramenant  par multiplication par  une puissance convenable de r / t  des 
fonctions homog6ne de degr6 0. 

On prend alors pour A la somme asymptotique des Aj et. pour P '  la somme des 
P~. On rend A isom6trique sur F (et m6me sur un espace plus grand associ6 ~tX • C' 
si l 'on veut) comme dans II, et il reste ~ prouver que P'  op6re sur F ~ un r6gularisant 
pr6s comme l 'op6rateur P obtenu en gelant les coefficients de P'  en un point Xo de X. 

(10.4) Lemme. Soit Q un opdrateur pseudo-diffdrentiel dont le symbole total est nul 
sur X x C1, alors Q est r~gularisant sur F. 

D'apr6s (9.1) le symbole total de Q est nul ~ l 'ordre oo sur X • C~; soit q(x, ~) ce 
symbole, on peut supposer qu'on regarde seulement la partie principale et que Q est 
d 'ordre 0. Soit Q l 'op6rateur sur IR" ayant m6me symbole total (q consid6r6e comme 
fonction p6riodique de x) il est clair d'apr6s le calcul fait en 5.3 que (~. f = 0 " f  
(mod C ~) si f est une section de E sur X. 

Soit f e E ,  f = ~ a~ ~ off la somme porte sur les v tels que d(v + �88 #o, C1) = O( II v I1 ~) 
(~< 1), on a: 

Of(x) = (2 ,0 -"  Y~ a~ q(x, 2~(~ + �88 
v 

Utilisant le fait que q est nul ~t rordre  oe sur C1, et done: 

[d(r CO] N 
Iq(x,~)l<=fN" i~1 N , 

on obtient: 

Iq(x, �88 #o + v)[ =O(Ivl ~ - " %  

Done en choisissant N assez grand, on montre  que Q f  est C ~ et done aussi Qf. 
Pour prouver le th6or6me, il reste fi montrer  que la masse du q.m. ainsi obtenu 

est optimale: 

(10.5) Lemme. On a une estimation asymptotique: 

~{veZ"ld(v+�88 CO<-_ Ilvll ~ et K(v +�88 ,~vol({K < 1} n C1) x 2" 

d condition que 0 < ~ < 1. 
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En effet ce nombre N(2) est 6gal au volume de la r6union des cubes de rayon �89 
centr6s aux points v+�88 v6rifiant les conditions pr6c6dentes. Cette r6union 
contient 

{r C a ]K(~)<2} c~ { II~ll _-> 1} 

dont le volume est 6quivlaent/l vol(C1 n {K< 1})2 ". On montre sans difficult6s 
l'inOgalit6 dans l'autre sens, qui r6sulte aussi des g6nOralit6s sur les quasi-modes 
(3.3). 

11. Coordonn~es actions-angles pour une famille 
discontinue de variOtOs Lagrangiennes 

Nous montrons dans ce paragraphe comment on peut adapter les coordonn6es 
actions-angles ~ une situation off la famille de vari&6s lagrangiennes invariantes 
par le riot g6od6sique ne forment plus un feuilletage, mais une famille discontinue 
param6tr6e par des ensembles du type Kantor;  cela permettrait d'appliquer le 
th6or6me (9.4) /t des situations qui sont de petites perturbations de cas 
compl6tement int6grable si on savait am61iorer les th6or6mes de Kolmogorov- 
Arnold-Moser comme le fait Lazutkin dans le cas des diff6omorphismes <<twist >> de 
l'anneau (ILl]) ;  il s'agirait essentiellement de montrer que la famille de tores 
lagrangiens invariants, bien que discontinue peut ~tre prolong6e par un vrai 
feuilletage diff6rentiable, mais pas n6cessairement lagrangien; on va alors montrer 
qu'on peut la plonger localement dans un vrai feuilletage lagrangien, mais off les 
nouvelles feuilles introduites ne seront plus n6cessairement invariantes par le flot 
g6od6sique. 

(11.1) Th6or~me. Soit F: X x F ~ T* (M) \ 0 off X = P,"/TZ", F est un c6ne de ~ "  \ 0 
et F u n  diff~omorphisme homogdne sur un ouvert conique de T * ( M ) \  0 (F n' est pas 
suppos~e symplectique). Soit ['1 c F  un c6ne, v&ifiant la propri~tO (9.1) (si f est C ~~ 
nulle sur F1, elle est nulled l' ordre 0o sur F1), tel que pour tout # de ['1, A t = F( X • {#}) 
soit une sous-vari~t~ lagrangienne de T * ( M ) \  0 invariante par le riot g~oddsique (q 
est donc constante sur chaque At ,  #eFt). Si #o est dans 1"~, on peut trouver un voisinage 
conique 12 de Auo et un diffOomorphisme canonique homog~ne ~ d' un ouvert X x C de 
T * ( X ) \ O  dans ~2 tel que: 

i) Pour tout # de F 1 tel que Auc f2 ,  Z -X(Au)=X x {~}. On d~signe par C1 
l'ensemble de ces ~. 

ii) q o x ( x , ~ ) = K ( x , r  off K est ind~pendante de x sur X x C1. 

(11.2) Remarque. Le thgorr pr6c6dent permet de montrer que les hypotheses 
(9.1) et (9.2) sont satisfaites. Si on est dans un cas off on a appliqu6 les th6or6mes de 
Kolmogorov-Arnold-Moser, (9.3) sera automatiquement v6rifi6e. 

(11.3) Lemme. Soit U un ouvert de F, net ~ = d ~  une structure symplectique sur X 
x U. On suppose qu'il existe U ~ U  tel que pour tout ~eU1, T~=Xx{r  est 
lagrangien. Alors pour tout ~o de U~, il existe un voisinage V de ~o et une forme 
symplectique ~o'=d~' sur X • V tels que: 

i) Pour tout ~ de V, T~ est lagrangien pour o9'. 
ii) En tout point de X x (VnU1) ,  ~=~'.  
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iii) Si U~ vdrifie la proprietO (9.1), co=co' en tout point de X x ( V ~  U0. 
iv) Si U et UI sont coniques et ~ homogdne, on peut prendre V conique et ~' 

homogdne. 

Preuve de (11.3). Soit re: IR"~X la projection canonique et pour ~ lR" ,  pc: 1R"~X 
x IR" d6finie par p~(x)= (n(x), r Si ~i est la base canonique de lacets de X, on pose 
pi(~)= ~ ~. Soit enfin ?x: [O, 1]~lR" d6fini par ?~(t)=t.x. On pose 

~, x {r 

f ( x , ~ ) = [ ~  p~(~)] -  ~ xiPi(~). 
?x i= 1 

Alors f est C ~ sur lR" x U et p6riodique en x de p6riode ~" pour ~ dans Ux. Soit 
q~ ~ C~ ~ (IR") telle que ~ q~(x - v) = 1 et f (x ,  ~) = ~ (fq~)(x - v, ~). Pour ~ dans U1, on 

v~Z" y~2tn 

a f = f ;  pour tout ~ dans U, f e s t  p6riodique en x. Soit g(x, ~): X x U--* IR telle que 
f ~ Pe = g" Et posons 

~ Pi(r dxi +~xi(X' ~) dxl +i=1 ~ bi(x, ~) d~i 

off on a: 

a= ~ a~(x, ~) dx~ + ~ bi(x, ~) d~. 
i=1  i=1  

Alors il est clair que, pour tout (x, r tel que r on a ~=~ ' ;  en effet il suffit de le 
v6rifier pour leurs restrictions aux T~ qui sont 6gales par construction: 7 rT: est la 
diff6rentielle de sa primitive obtenue par int6gration de long de 7x. Les conclusions 
iii) et iv) se v6rifient facilement. 

(11.4) Lemme. Sous les hypothdses 11.3 i), ii) et iii), il existe au voisinage de Too pour 
~ o ~ U 1 ,  un feuilletage To' dOfini pour ~ . V  2 voisinage de ~o tel que Tc'=Tr pour 
~ ~ U1 c~ V2 et Tr est lagrangien pour ~o. De plus, si U et U1 sont coniques et ~ homogdne, 
on peut choisir V 2 conique et (Tr homogkne. 

Preuve de (11.4). Utilisant la m6thode de Moser-Weinstein ([W2]), co et ~o' 6tant 
6gale sur T~o sont conjugu6es au voisinage de Too par un diff6omorphisme q~. De plus 
on peut choisir q~ de faqon que ~p = Id 1/t off ~ = ~', car q~ est obtenu par int6gration 
d'un champ de vecteur Xt d6pendant du temps tel que i(Xt)% = - ( e -  e') et donc 
n ul lg off ~ = ~', donc q~ = Id pour r E/-/1. On pose alors T~' = ~0 - 1 (Tr et (T~') v6rifie les 
conditions (11.4). 

Preuve de (11.1). On applique 11.4 au feuilletage A,. On peut donc pour #oeF~, 
trouver dans un voisinage conique de A,o un feuilletage lagrangien homog6ne .3, 
qui coincide avec A, pour/2 dans F~. On d6finit pour Au un syst6me de coordon- 
n6es ~actions-angles, Z: X •  et on d6finit C1 par X •  C1= 
Z-~({AuI#eFz}). Pour ~eC~, z*(H~) est tangent h X x (~ )  et donc q ~  est 
ind6pendant de x sur X x Ca. 
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(11.5) Corollaire. Sous les hypoth&es de (11.1), les mouvements sur les tores A ,  pour 
I~F~ sont quasi-p&iodiques," si A est une partie relativement compacte de F contenue 

dans F 1 et p/(/l)= ~ F*(7), on a: 
yi x {~} 

vol( U A,)=  I dp, A . . . / x  dp.. 
#EA A 

V. Quasi-modes au voisinage des g~od~siques ferm~es stables 

12. G~om~trie des gkod&iques ferrules stables sur une surface (n=2) 

Soit t~-+7(t ) une g6od6sique p6riodique simple de p6riode T > 0  et p(t)=(7(t), ~(t)) 
son rel6vement canonique dans T*(M) (courbe int6grale de Hq de projection 7). On 
peut d6finir l'application de Poincar6 P~ de la faqon suivante ([AA]): si 2; est un 
germe d'hypersurface de T*(M) (doric de dimension 2) transverse/~ 9 en 9(0), co [z ne 
s'annule pas au point 9(0) et donc co induit sur 2; une structure symplectique (et en 
particulier une orientation canonique). Pour u dans 2;, P~(u) est le premier point off 
q)t(u) rencontre ~ nouveau 2; pour t > 0 ;  P~ est un germe de diff6omorphisme 
symplectique de 22 dans 2; laissant 9(0) fixe. Si on change 2; en 2;', P~ ne change pas fi 
conjugaison pr6s par un diff6omorphisme symplectique de S dans Z'. On dit que ? 
est de type elliptique si les valeurs propres de dP~(9 (0)) sont de module 1 et non 6gales 
/1 1. Elles s'6crivent donc e -+/" avec e el0, 27t[ off ~ est choisi pour que, dans une carte 
symplectique convenable de Z, dP~(9(0)) soit une rotation d'angle ~. D'apr6s un 

r6sultat classique, ([S] p. 155) si ~ n'est pas multiple de ~- ou ~, on peut trouver une 

carte symplectique de Z sur un voisinage de 0 dans IR 2 muni de la structure 
symplectique canonique telle que, en coordonn6es polaires (p, 0), P~ s'6crive de la 
faqon suivante: 

(12.1) g(p,o)=(pl, OO 

avec 

p l = p + f ( p , O ) ,  01 =O+c~+?lp2+g(p,O) 

off f et g sont O(p 3) et 71elR. 
De plus, en g6n6ral 714=0, c'est ce qu'on appelle le cas elliptique g~nkrique; on 

peut appliquer/t cette situation le th6or~me de Moser sur les diff6omorphismes 
<<twist>> de l'anneau, ce qui donne: 

(12.2) Th~or~me (Moser, cf. IS] p. 225). II existe une famille (%L,~o de cycles de X 
entourant 9(0) et invariants par P~ tels que: 

i) Faction de P~ sur % est C ~~ conjugu& d une rotation d'angle co de IR/TZ. 
ii) Les co de D v~rifient des conditions diophantiennes du type: il existe c > 0 et 

f l>0  tels que, pour tout p e t  q de Z, on air: 

c o - P  > c]q[-# 
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iii) Si on note do, le disque de Z contenant 9(0) et de bord co,, les do, forment une 
base de voisinages de 9(0) dans N; cela implique notamment que la g~odOsique 
p~riodique 7 est topologiquement stable. 

iv) La densitk au point 9(0) de la r~union des % est 1. 

Au cycle co,, on associe le tore lagrangien AO,cT*(M) d6fini par A,o 
= {~ot(co,)l t e R  }. Nous allons calculer les classes de Liouville et de Maslov de Ao, en 
nous inspirant des calculs de Voros (IV]). Pour cela, on introduit les deux lacets de 
bases 7]' et 7~' de Ao, d6finis de la faqon suivante: 

(12.3) 7]' est le lacet co, orient6 comme bord de do, dans 27 orient6e. Soit, pour x 
dans N, t (x) = inf { t > 01 ~ot (x) e 27} et soit s ~ co,(s) un diff6omorphisme positif de IR/Z 
dans co, qui conjugue P~ ~t une rotation d'angle ~o sur IR/Z. 7~' est le lacet obtenu en 
consid6rant d 'abord t~--~p,(co,(O)) pour t e l0 ,  t(%(0))] et en refermant ce chemin 
en suivant co, de co,(og) fi co,(0) en sens inverse de l 'orientation de co,. 

(12.4) Calcul de la classe de.Liouville de Ao,. Soit p: [0, a [--*.2; un rayon issu de p (0), 
et supposons que, pour tout ~o de D, co,(0) est sur la rayon p. On pose p' = P~(p) et on 
note % le secteur limit6 par p, p' et une partie de y7 dans Z. Soit A(co) (resp. D(og)) les 
aires de ao, (resp. do,). On a, par Stokes: 

S r et S C d x = S C d x + S I d C A d x  

oti S est form6e de - % et de la vari6t6 lagrangienne engendr6e par ~ot( p c~ do,). O n  a 

donc ~ ~ dx = T-A(og). 

(12.5) Calcul de la classe de Maslov de Ao, (on suppose que 7 ne d6soriente pas M). 
Remarquons d 'abord que, dans ce cas, les indices de Maslov des lacets ferm6s de A,o 
sont pairs, comme il a 6t6 remarqu6 par Souriau ([SU]): 

(12.6) P r o p o s i t i o n .  Soit A une sous-vari~tO lagrangienne orientable de T*( X ) \  0 off 
X est une vari~td orientable, alors l'indice de Maslov des lacets de A est pair. 

Preuve. I1 suffit de le montrer pour A en position g6n6rale; c'est-~-dire quand 
l'indice de Maslov est donn6 par le nombre d'intersection avec le lieu singulier Ao 
de A (ensemble des points off la projection de A sur X n'est pas de rang maximum) 
([A2]). Supposons alors qu'on ait orient6 A et X et soit A + (resp. A-)  les ouverts de 
A \ A o off nx: A ~ X  conserve. (resp. inverse) l'orientation. Un lacet ferm6 doit 
recontrer un nombre pair de lois Ao et donc son indice de Maslov est pair. 

Soit 7,0 la g6od6sique t~-,nx(q~t(co,(O))) et supposons co,(0) dans Ao,.o (lieu 
singulier de Ao,). Soit T(~o) = t(eo,(O)). Comme ~ est diff6rent de 0 et n, y(0) et 7(T) ne 
sont pas conjugu6s le long de 7 et donc 7o,(0) et 7o,(T(~o)) non plus le long de 70, pour 
co, assez voisin de 9(0). De plus le nombre de points conjugu6s sur 7 entre 7(0) et 7(T) 
et sur 7,o entre yo,(0) et yo,(T(og)) est le m6me. On peut alors faire le tableau suivant en 
tenant compte du fait que l'indice de Maslov de 7~' sur Ao, est: m(77) =n o m b re  de 

01 si 0 < ~ < n  
points conjugu6s sur 7 entre 7(0) et 7 (T)+  _ si n < ~ < 2 n .  
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Nombre de points conjuguOs sur 7 2k 2k+ 1 

0 n 2n 

m(7~) 2k 2k 

Indice de Morse de ? comme gOodOsique fermOe 2k+ 1 2k+ 1 

F ina lement  m(7~') = (indice de Morse  de 7) - 1 pour  co, assez voisin de 7 ( 0 ) ;  m(7] ' )  
vaut  +2 .  On pose n(7)=m(77).  

13. Les hypothdses du th~ordme (7.1) sont vOrifiOes pour la plupart des A,o 

(13.1) Vkrification de la condition ii) de (7.1). On a vu (7.5) que cette condi t ion est 
vOrifiOe dos que la classe de Liouville de Ao, a une pente  i rrat ionnel le;  c 'est-~-dire 

D(o9) . . . . .  
d'aprOs les calculs de (12.4) dos que p(o9) T---~-og) est l r ra t lonnel ;  or  cette fonct ion 

est s t r ic tement  croissante au sens suivant ;  do,1 ~ do,2 impl ique P(o91)<P(o9z), on en 
dOduit qu'elle p rend  sur D qui est non  dOnombrable  (car la rOunion des c est de 
mesure  s t r ic tement  positive) une valeur  i rrat ionnelle  sauf  sur un sous-ensemble  
dOnombrable :  il n' y a qu' un hombre au plus d~nombrable des Ao, qui ne v~rifient pas la 
condition ii) de (7.1). 

(13.2) V(rification de la condition i) du thkorOme (7.1). Nous  allons mon t r e r  qu'el le 
est vOrifi0e pour  toutes  les variOtOs A,o. Soit co dans D fix6 dans  la suite et j ;  R 
x IR/7Z ~ T~'(M) dOfinie par  j(t ,  s) = q~t (co~(s));j est une immers ion  lagrangienne dont  

l ' image est A,o. Un domaine  fondamenta l  est dOfini, pa r  exemple,  par  

G = {(t, s)~IR x IR/7Z, l0 < t < t(c,o(s)) = T(s)} ; 

j dOfinit/t des ensembles  de mesure  nulle pros une bijection de G sur A,o; p renons  
pour  p la mesure  image  p a r j  de la mesure  de Lebesgue sur G. Aut rement  dit pour  
une fonct ion cont inue  f sur Ao,, on pose:  

T(s) 

S f p =  S ds S f ( j ( t , s ) )d t .  
A ~  ~,/Z 0 

I1 faut mon t r e r  que p e s t  une densit6 C ~ invar iante  par  ~0t et qu 'on  peut  
rOsoudre les 6quat ions de t ranspor t  sur A~, pour  des second membres  d'intOgrale 
nulle par  r appor t  ~ p. 

(13.3) Invariance de p par tpt o. 

S / ~  = S ds.  ( S - S  + f ( j ( t , s ) )d t  
A ~  ~.TZ \ 0 0 

car  ( f  o qho)(j(t~ s)) = f ( j ( t  + to, s)) par  d6finition de j, et on utilise alors le fait que j ( t  
+ T(s), 09) =j(t ,  s + o9) pour  mon t r e r  l ' invar iance de p par  q~,. Cela  mon t r e  aussi que 
p est C ~, car elle est invar iante  par  q~, et C ~ hors  de c,~. 
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(13.4) ROsolution de l'Oquation de transport. On va utiliser le fait que e) v6rifie une 
condition diophantienne pour ramener l'6quation diff&entielle sur A,o /l une 
6quation aux diff&ences sur IR/Z que l'on r6soudra par des s6ries de Fourier. On 
doit r6soudre 

d 
dt [f(j(t ,  s))] = g(j(t, s)) 

o f l f e t g s o n t  C ~  ~ g .p=O.  
Am 

Posons f (s)=f( j (O,s))  et ~(s)=g(j(O,s)), par int6gration de 0/ t  T(s) il vient: 

T(s) 

f ( s+co) - - f ( s )=  ~ gO(t,s))dt=~,(s). 
0 

off ~ est une fonction C ~ sur IR/7~ d'int6grale nulle par rapport fi ds (par d6finition 
de p). I1 suffit donc de montrer que l'6quation pr6c6dente a une solution f C ~ 
Passant aux s6ries de Fourier, il vient: 

f ( s )=  ~ a k e 2~ik', ~,(s) = l~ bk" e 2€ 
k~2 r k~Z-{0}  

bk 
et il suffit donc de prendre a k -leE~iko, _ 11" A cause de l'hypoth6se iii) de (12.2), si bk 

est fi d6croissance rapide, ak le sera aussi et donc f sera C ~. 

(13.5) EnoncO des rOsultats et comparaison formelle avec ceux de Babich et Lazutkin 
([BL], [B]), de Guillemin ([G]), Ralston (JR]) et Voros (IV]). 

On a donc vu que, pour presque tout co de D, la vari6t6 lagrangienne Ao~ satisfait 
aux hypoth6ses du th6or6me (7.1). C'est-~t-dire que, si kr est une suite tendant vers 
+ 0% telle que 

k~ D ( e ) ) - � 8 9  1 ) 2n ~ (mod 7t), 

(1) ~(T-A(o~))-�88 ~ (mode) 

il existe un quasi-mode ~ =(u r, zr) de microsupport Ao~ et tel que % =k~ + O(1). 

Formellement (i.e. en supposant qu'on puisse adapter fi cette situation les 
r6sultats du chapitre IV), on pourrait  en regroupant ces quasi-modes or con- 
struire un q.m. g = ( u  . . . .  2, %,.,2) off (n 1, n2) d6crit une partie de 2g 2 du type 
~ =  {(nl, nz)lO<n ~ < nz} et z . . . .  2 est donn6 par 61imination de e) entre les deux 
6quations pr6c6dentes: 

,,2r~ . A(co)(n2+�89 
= (n, +�88 
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Si m a i n t e n a n t ,  on  fixe rt 2 et q u ' o n  fait t e n d r e  n 1 vers + 0% co~ t e n d  vers 7(0), et o n  
t r o u v e  des q u a s i - m o d e s  d~ d o n t  le m i c r o s u p p o r t  est ~; o n  a a lors  

2x  +�89 
+ a n ( 7 ) + ~  (n2 

A(o)) ~ ) 
car  D ~ 3  t e n d  vers ~ q u a n d  c,o t e n d  vers p(0) . Ces sui tes de va leurs  p rop res  

app roch6es  r . . . . .  off n 2 est fix6 et n l  t e n d  vers  + 0o son t  e x a c t e m e n t  celles t rouv6es  
pa r  Babich ,  Lazu tk in ,  G u i l l e m i n ,  R a l s t o n  et Vo ro s  pa r  d ' au t r e s  cons t ruc t i ons .  
P o u r  r e n d r e  ce passage  m o i n s  formel ,  il f audra i t  d ' a b o r d  c o m p r e n d r e  ce qu i  se 
passe  d a n s  le cas c o m p l 6 t e m e n t  in t6grab le  l/l off u n  feui l le tage l a g r a n g i e n  se r6du i t  ~t 
u n  to re  i n v a r i a n t  de d i m e n s i o n  p lus  pet i te  q u e  n. Le passage  au  cas n o n  in tdg rab le  
p o u r r a i t  a lors  se faire pa r  la m a m e  t e c h n i q u e  q u e  d a n s  le chap i t r e  IV et en  u t i l i s an t  
u n e  g6n6ra l i s a t ion  d u  t h6o r6me  de L a z u t k i n  ( [L  1]). 
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