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m

Si M est une variété compacte C sans bord, la théorie des opé-
rateurs intégraux de Fourier développée par Hörmander [H1] et Duistermaat-
HHrmander ([DH]) s’applique à la construction du noyau de l’équation des
ondes. Plus précisément, on a le :

Théorème 1 : Si Ô est le laplacien opérant sur les fonctions sur M, la

solution du problème de Cauchy (1 équation des ondes) :2

est donnée par 1 ou e est une distribution

intégrale de Fourier :

est le flot du champ de vecteur appelé flot

géodésique : t les projections sur M des courbes t ~ sont les

géodésiques de M parcourues avec une vitesse égale à 1.

Tout cela signifie que e peut s’écrire comme une somme locale-

ment finie d’intégrale du type 
TT 

où U û:

N 
a

est un ouvert conique de P a une fonction phase non dégénérée telle

que Aya soit un ouvert de A et a 
a 

est un symbole.

Cette description de e(t,x,y) ne s’avère pas très facile à

manier dans certains problèmes globaux ; par exemple pour l’étude du

comportement asymptotique quand t ~ 00 ou pour le calcul explicite des

coefficients qui apparaissent pour caractériser la partie principale des

singularités de la distribution étant les valeurs propres

et [D G-1 ) . 
o
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Il est donc intéressant de pouvoir disposer de fonctions

phases représentant A ou certaines parties de A et qui soient aussi

géométriques que possible, donnons deux tels exemples de fonctions phases t

1) Dans son article sur la fonction spectrale d’un opérateur elliptique

([H2J), HHrmander construit une fonction phase pour t petit qui est de la

forme : * y(x,y,t,q) = ~(x,y,~) - tq(y,~) où /Îl est une fonction phase telle
que Ai = (variété lagrangienne associée à la distribution ô(x-y)

G) M

et vérifiant {q(.), 0(X,.)) = q(.).

2) Soit p&#x3E;o, le rayon d’injectivité de M, i . e. le plus grand réel

positif tel que 4Fx É M, expx soit un difféomorphisme ,

alors la distance d(x,y) = xy est C sur et la

fonction = e(xy -t) (e&#x3E; 0) est une fonction phase

pour A Io, p r (où AI (Id ]R) désigne la partie de A telle que 

L’utilisation de cette fonction phase conduit à des formules où e(t,x,y)

peut être représenté sous une forme voisine des formules classiques sur

En à l’aide d’intégrales sur les boulss xy  t ou sur les sphères xy = t.

Plus généralement, si A c: T (X)B0 est une variété lagrangienne,
on peut chercher à construire une fonction phase y telle que A 

q 
= A, il

y a plusieurs obstructions a cela, nous notons principalement les trois
suivantes : t

a) La forme E d x A est fermée et définit donc par l’isomorphisme de de
1 1

Rham, une classe de cohomologie w E or on dx tA = d(cpoi cp-1)
et donc si A = A y9 w = 0. Dans le cas où A est conique, If; 0, donc

cette obstruction ne tient pas.

b) La classe de cohomologie de Maslov, mE 2Z) peut ne pas être

nulle (il existe des courbes fermées, dont l’indice de Maslov n’est pas

nul). Pour la variété A associée à la paramétrix de l’équation des ondes

on a m = 0, car on peut ramener par homotopie tout lacet fermé c A à

être contenu dans et comme la projection 7c Mx Mx:R est de rang

constant sur l’indice est nul ([Hjp. ). o

c) Il peut exister des courbes tel que l’indice de Maslov de

y ~ ne soit pas borné quand t - or (voir plus loin) cet indice

est donné par ind = ind et donc
[0,t] 00 cp 99 y

est borné par N si cp est défini sur Xx . Dans le cas riemannien, c’est

ce qui se produit si Y (t&#x3E; = et que la géodésique 
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admet une infinité de points conjugués (par exemple si la variété est à

courbure 0 ~ a &#x3E; 0) .

Il faut donc rechercher des fonctions phases avec une infinité

de variables oscillantes, quoique 9 T fixé, on doive pouvoir

se ramener à la dimension finie. 
-

De plus géométriquement, on a intérêt à considérer plûtôt des
, 

P 
.. N pI

espaces fibrés E -+ X au lieu de produits cela n’est pas

gênant car si F: (x,a) 1-+ est un difféomorphisme de X x U sur

Xx V et cp une fonction phase non dégénérée sur Xx V, cp o F est une fonction

phase non dégénérée sur Xx U et on a :

Cet exposé est divisé en trois parties :

1) la construction de fonctions phases non dégénérées pour A * 
construite

R
+

sur un fibré fabriqué à l’aide de la variété des chemins sur M ;

2) l’application au noyau de l’équation des ondes et à la formule de
Poisson.

3) Quelques remarques sur les relations entre l’indice deMoreet l’ indice

de Maslov.

§ 1. FONCTIONS PHASES ASSOCIEES A L’ESPACE DES CHEMINS

Soit un fibré au-dessus des X ou E est une variété

banachique et X une variété de dimension finie d. Si on désigne par
00

e e la fibre passant par e et si y :É - R est C , ’ on note la

différentielle le long de la fibre : dvcp (e) E dvcp est une section

du fibre au-dessus de e. Si e est tel que dvcp (e) = 0, la
v vy

différentielle d(d )(e) est bien défini comme application linéaire de
* vcp *

TeE dans T*e(Ee) et on peut aussi définir dB cp E T*p(e) (X) par passagedans T (&#x26; ) et on peut aussi définir (e)(X) par passage au

quotient y on a alors les définitions et propositionssuivantes :
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Définition 1 : Soit R une fonction différentiable, on dit que

c’est une fonction phase non dégénérée si

i) y n’a pas de points critiques

ii) C = 1 d v 0) est une sous-variété de dimension n de e.

i i i ) ~ e6 C , ( e) ) . °

Remarque : En dimension finie, on remplace ii) et iii) par -V-etq d 0, ’
est surjective.

Proposition 1 : R est une fonction phase non dégénérée,
l’application i : C -~ T (X)B0 déf inie par i (e) = (p (e) , dy (e) ) est une

immersion dont l’image est lagrangienne.

On peut souvent réduire le nombre de variables oscillantes,
notamment on a la proposition suivante :

Proposition 2 : Soit &#x26;1 C e un sous-fibré tel que : t

i) ccp C E1
ii) Il existe une,décomposition C , T(e) = ( comme fibres au

dessus de &#x26;1) tel que

Alors = ~~S_ ~ est une fonction phase non dégénérée, = C , ~ i ~1 . - i
et par conséquent l1 

cp1 
= 11 .

Remarque : t C’est une conséquence des axiomes des fonctions phases non

dégénérées que 2 Ne -+ (Ne) est injective, on aura souvent in-
vcp VN e 

e e

térêt à essayer d’obtenir que cela définisse une forme quadratique » 0

sur N .
e

Dans le cas qui nous préoccupe, soit Q(M) l’espace des chemins

y :[0,1] - M q ui sont de classe Hl i.e. tels que l’intégrale

soit finie et considérons le fibré (e,p,Mx Mx ~7’-) où e = lf 
+ +

Théorème 2 : y est une fonction phase non dégénérée sur ~ telle que
A 
q 

= est la partie t&#x3E; 0 de la variété lagrangienne servant à
y +

construire la paramétrix de l’équation des ondes.
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Bornons-nous à donner le calcul de C 
Cf 

et i 
Cf 

; la condition

de non dégénérescence iii) est une conséquence aisée de la formule de la

variation seconde.

Calcul de C : Il faut rechercher les points critiques ~

on = ’lÀ est l’ espace des chemins

joignant x a y, il est 
. 

connu que 
~ 

les points critiques de E 

sont les géodésiques joignant x a y paramétrés proportionnellement à

la longueur, on a donc : t

C 
&#x26; 

= géodésique de x à y et t = El/2 (y) = longueur de y)

C 
p 

est l’ ima g e de ]R xT (X)B0 par le plongement j :

c’est donc bien une sous.variété de dim 2n+l de t.

calculer et d choisit un champ de vecteur X le long de
y tel que X(0) = ôx et X(1) = ôy, on a alors :

d’après la variation première et donc t

et donc
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et on trouve bien que i1. (Cy) = A * ,

cp E
+

Cette fonction phase ne peut pas être utilisée directement

telle quelle pour construire le noyau e(t,x,y) , car il faudrait faire

du calcul intégral en dimension infinie, on aurait une expression du

genre :

les physiciens utilisent sous le nom d’intégrale de Feynmann de telles

intégrales pour construire la paramétrîx de l’équation de Schr8dinger.

L’intégrale porte sur tous les chemins de x à y, mais la contribution

singulière provient seulement des chemins "classiques" que sont les

géodésiques joignant x à y.

Nous allons montrer comment on peut réduire le nombre de varia-

bles oscillantes de façon à intégrer seulement sur une sous-variété de

dimension finie l’espace des chemins géodésiques par morceaux ;

nous nous inspirons beaucoup de la présentation qu’en donne Milnor dans

son livre p.88 à 97).

T &#x3E; 0 étant donné, cherchons à construire une fonction phase pour

r . Si N 6 N est tel on pose
L 

q N

Si on TR x JO, TL, on est dans les conditions voulues pour
1 + L

restreindre cp à E1  I l_ suffit de prendre

i désigne l’espace des champs X de vecteurs H le long de
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De plus, il n’est pas difficile de voir que la remarque suivant

la proposition 2 est satisfaite.

§ 2. APPLICATION A LA PARAMETRIX DE L’EQUATION DES ONDES ET A LA FORMULE

DE POISSON .

Soit T&#x3E; 0, on sait que le noyau e(t,x,y) peut s’écrire pour

à l’aide de la fonction phase y, que nous avons obtenue dans le
~ 1 :

où N’ = (N-l)n+ 1 est la dimension de e,1 et a l est un symbole en 0

nul hors d’un voisinage de C 
?i 

.

De plus comme la partie principale a de al vérifie une

équation de transport a coefficients réels, l’argument de a sur C 
?i

est constant. Calculons-le pour t petit à l’aide de la formule de

transition ([HJ p.147) en comparant avec l’écriture avec la fonction

phase de Hörmander (voir intrqduction)

Et regardant ce qui se passe pour t= 0, on voit que

on obtient donc :

en effet ind(cp2 ) = n - 1 (la contribution dominante pour t petit est
2, n, n

celle de -tq(y, n)) e De plus pour t petit, l’ indice de est nul

car les géodésiques de longueurs t sont alors minimisantes, on obtient

ainsi Arg t ( a ) - ( 1 - n) n .2 2 2 
*
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Et donc finalement, 1expression : 1

où la partie principale a 
p 

de a est positive.

Soit maintenant x,9 Yo joints par une géodésique Y de longueur

t le long de laquelle ils ne sont pas conjugués, au voisinage de

(x o --~ (1.) +, t, -11"y-(O)BB), il. est un fibre normal Nié (1:) ou E est
définie par une équation f(x,y,t) = 0, f peut être prise de la forme

’ où est la distance de x à y comptée le long de

géodésiques voisines de y, on peut donc écrire au voisinage de ce point

de A : :

Pour calculer l’argument de b, on utilise comme tout à l’heure la règle
de comparaison de Htlrmander : t

à cause de la condition sur la restriction de Y" V5 v à N ; e est

par définition l’indice de Morse pour la géodésique y joignant x 0 à y . .
o o

On obtient donc au voisinage de (xo,Eo,yo, -n0, 1 t09 T0),

principale de a est positive.

Application a la formule de Poisson pour les variétés riemanniennes

Soît 0 -= ~k0 1 ~-- - - - f ~- 1 n - ... les valeurs propres du laplacien

sur M répétées un nombre de fois égal à leur multiplicité et li 
n 
x 1, y

n n
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Chazarain (CC]) et Duistermaat-Guillemin ([D.G]) ont étudié les singula-
00 

rités de la distribution e 
n 

et ont montré que le supp. sing(c)
est contenu dans l’ensemble des longueurs de géodésiques f ermées,de plus

on a un résultat plus précis si l’on fait une hypothèse de régularité
(condition de "clean" intersection) i

Théorème 3 : Soit T 6 B et supposons que les points fixes de q T forment
20132013- 

0

une sous variété clean W : i.e. que TwW = Ker(dtpT - W, alors

N 
~ 

0

si W = U W. ou les W. sont connexes de dimension d., o( t) est au
J J

voisinage de T une somme de distribution intégrale de Fourier

1-d.

De plus, on a a. = 1 bi , avec b. &#x3E; 0 et a est l’indice de Morse
j &#x3E; J J

des géodésiques fermées t E 10,T - 0’ P(y (x 0’ go » W.) qui

sont considérées comme points critiques de l’énergie sur l’espace des la-
cets fermés,c’est-à-dire les applications de classe Hl de M.

La méthode de démonstration de (DG] n’est pas du tout directe
puisqu’on commence par donner une formule pour 0 ~ l’aide d’indices de

Maslov et de nombres d’intersection et qu’on utilise ensuite un résultat

de Duistermaat pour l’identifier à l’indice de Morse.

Montrons comment les considérations précédentes permettent de

retrouver cet entier o directement; 5 la formule précédente qui donne o.
J

peut s’inverser (transformation de Fourier) et on obtient :

Utilisant l’expression signifie que l’on

ne s’intéresse qu’aux points près de W, on obtient finalement i
j
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Soit en posant e = Tel, on est ramene a trouver l’Arg quand T - +00 de

la partie principale de : t

L’hypothèse de"clean" intersection permet justement d’appliquer la
méthode de la phase stationnaire et donne un argument

.1ti4cr j ,e J, ou 0’. est la signature du Hessien de la fonction phase.
J 

,

La dimension de la variété sur laquelle on intègre est N’ + n +1

et la dimension de la nullité de cette forme quadratique est justement

d, on trouve donc :
j

en désignant par F la fonction phase qui apparaît et :

ind(F") = 1 + ind(G") , où G est définie par :

Il n’est pas difficile alors de voir que l’indice de G" est l’indice de

Morse en question et donc d’identifier l’entier 0 comme dans le théorème

précédent
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§ 3. INDICE DE MORSE ET INDICE DE MASLOV

Rappelons tout d’abord la définition que donne Hörmander du

cocycle ajk qui permet de définir les indices de Maslov : si

A C T*(X)BO est une variété lagrangienne et des ouverts de A,
j j E J

(yi),,j des fonctions phases non dégénérées avec Nj variables oscillantes
et A . = U., soit qjÀ&#x3E; = Y,!, (i-1(1», on pose Dk’Yi 3 J 3 ele y 

i 
3 ke

;on peut du reste transformer

cette expression en remarquant que 

on obtient :

HBrmander démontre que c’est un entier localement constant dans Uj n u kej k

ce cocycle définit donc dans la cohomologie de ëech une classe
et permet de définir l’indice des courbes fermées y par

IndM(Y) = (m,Y). 

Pour les courbes non fermées y tracées sur A, on peut aussi

définir l’indice de Maslov de la façon suivante : t

soit un recouvrement dey pour des ouverts de A tels que

U. n U / 0 et est connexe ; supposons qu’il existe des fonctions
J J+l

phases (O. telle que Aae -= U. et que au point Y(O), q0(Y (0) = 0 (i.e.
j j j 0

le nombre N de variables oscillantes est minimum en y (0) ) et de même
o

pour Y(l). On pose alors :

En particulier si Y c:A , on a :
cp

On voit tout de suite à l’aide des fonctions phases construites dans § 2

que l’indice de la courbe tw (yt(YOI~O ) , y0, -~0, ,t,- BB11 &#x3E; 1)) sur l’intervalle
(c petit) est égal à l’indice de Morse de la géodes]que correspon-
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dante t - o ,~ 0 )) CO,T~) . L’ identification entre l’ indice de

Morse et de Maslov se fait donc ici directement : on n’utilise pas la

construction de l’indice de Maslov comme nombre d’intersection avec le

cycle singulier (Arnold), ni son parallèle qui est le théorème de l’index

de Morse : i calcul de l.’indice de Morse comme nombre de points conjugués.
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