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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. NOTATIONS. — Soient M, N et P trois variétés différentiables
de classe C00, éventuellement à bord. C'' (M, N) est l'espace des appli-
cations de classe C' de source M et de but N (O^r^ +°o)- Si N = R,
on note simplement (Y (M, R) = C (M). Si 0 ̂  r ̂  + oo, DifF (M)
est l'espace des C^-difféomorphismes de M.
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Si TC : E -> M est un fibre vectoriel de classe C00, de fibre un espace de
Banach, P (îi) est l'espace des sections de classe C' de TI. TM ou T (M)
notent le fibre tangent de M, et on notera souvent P (M) au lieu de P (TM).

Tous ces espaces sont munis de leur topologie habituelle. La variété
source sera toujours compacte, ce qui dispense de choisir entre topologies (Y
ou e\

Si M' est une partie de M, C^ (M) désigne le sous-espace de CY (M)
constitué des fonctions nulles dans le complémentaire de M'. On interprète
de même F^, (11), si T[ est un fibre vectoriel sur M (sections nulles dans le
complémentaire de M') et DifÎM' (M) (difféomorphismes induisant l'identité
sur le complémentaire de M').

Une inégalité écrite f (a, b) ̂  g (a, b) signifie que pour tout b il existe
b

une constante C& telle que, pour tout a, /*(a, b) ̂  ÇA g (a, b). Par exemple,
si a, n€N, on pourra écrire (1 + ^Y ^ 1 + ^- Cette convention permettra

n

de ne pas écrire les très nombreuses constantes intervenant dans ce travail.
Pour éviter toute ambiguïté, si la constante ne dépend d'aucune lettre,
on écrira ̂  pour signaler qu'on utilise cette convention. Ainsi /*(a, b) ^- 1« *
signifie simplement que la quantité /*(a, b) est bornée.

Dans un texte, la lettre e désigne l'élément neutre d'un groupe; si
plusieurs groupes sont en jeu, le contexte permet de savoir de quel groupe e
est élément neutre.

On utilisera souvent la notation à, ?, |, îj, . . . ; le chapeau signifie qu'il
s'agit d'un « accroissement » ou d'un « vecteur tangent » sur lequel opère
une application dérivée, ou un opérateur différentiel, ou une application
tangente, . . . . Ainsi, à la notation classique dy == f {x) dx, préférons-nous
y = f (x) .à, plus légère quand le nombre de ces « accroissements » devient
élevé.

On sait décrire l'isomorphisme canonique, qui définit le premier
membre :

C7 (M, (Y (N, P)) w 0 (M x N, P).

Si /*€€'(M, C7 (N, P)), ou si yeC^MxN,?) ceci permettra sans autre
explication de noter indifféremment f (m) (n) ou f (m, n) ; on utilise l'une
ou l'autre notation selon les besoins; dans un texte, on peut passer sans

/s.

précision de l'une à l'autre. Par exemple, si ^ est un vecteur tangent
en xçM, et si f^C ' (M, N), alors on peut écrire

r^).l=rM).
1.2. INTRODUCTION. — L'origine de ce travail est la recherche d'une

démonstration du théorème 9.2.4 affirmant la locale trivialité de la stra-



602 F. SERGERAERT

tification « naturelle » de l'espace 0°° (M) des fonctions numériques diffé-
rentiables définies sur une variété M.

Si on traduit analytiquement ce problème, on voit que la solution peut
relever de théorèmes de fonctions implicites du type inventé par Nash [22]
pour traiter du plongement euclidien des variétés riemanniennes. Des
généralisations ou améliorations du théorème de Nash dans diverses
directions ont été données par J. Schwartz ([24], [25]), Moser ([20], [21]),
Arnold [3], Kolmogorov [13], Steinberg [30], Antoine [2], Hamilton [8],
Jacobowitz et Greene ([7], [12]). Les améliorations données ici concernent
le « cas C00 » (qui a aussi été traité indépendamment et d'une autre façon
par Hamilton [8], et Jacobowitz et Greene [7], [12]), et surtout la dépen-
dance des paramètres. On peut résumer cette amélioration en disant que
si les données sont C00, la fonction implicite trouvée est C30 (cas p ==== oo
dans 4.1.1).

Pour expliquer la nature de ce théorème de fonctions implicites, suppo-
sons qu'on ait une application <& : C00 (M) -> C00 (N) qui en un sens raison-
nable soit de classe C1, et telle que $' (0) [application linéaire de source
C00 (M) et de but C00 (N)] soit surjective et admette une section
L : C00 (N) —^ C90 (M). On espère alors que $ admet aussi une section locale.
Si on veut appliquer le théorème des fonctions implicites classique, il faut
une majoration du type || L {f) \\i ̂  || f\\i. Or dans le problème envisagé

ici, et dans bien d'autres, on dispose seulement d'une majoration du
type [| L (/*) \\i^= I I f\\i+x où a est une constante entière appelée « perte

de différentiabilité ». Il faut alors avoir recours à un procédé techniquement
assez fin inventé par Nash et rendu nettement plus utilisable par Moser
par l'usage de la « méthode de Newton ». La démonstration du théorème
de fonctions implicites que nous voulons utiliser occupe le chapitre 4.

On voit que ce théorème fonctionne dans une catégorie baptisée caté-
gorie £ dont la description occupe le chapitre 2. Le fait que le composé
de deux morphismes soit un morphisme (2.3.7) est non trivial et cache
beaucoup d'informations (voir par exemple la démonstration du théo-
rème 4.2.5).

Les conditions exigées pour être un objet ou un morphisme de £ sont
assez contraignantes. Le but du chapitre 3 est de montrer que les espaces
et applications qui nous occupent sont bien des éléments de X?. Le lecteur
pressé peut se contenter de cette constatation.

Dans le chapitre 5 on applique le théorème de fonctions implicites (4.1.1)
à l'étude de la locale trivialité de l'action de conjugaison de DiflT (T1)
sur lui-même. Cette application me fut proposée par Herman qui sut
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déduire du résultat la simplicité de la composante connexe de l'élément
neutre de DifT (T71) [9].

Le chapitre 6 est occupé par la démonstration d'un théorème de « prépa-
ration » (6.2.1) très voisin d'un cas particulier du théorème maintenant
classique de Malgrange-Mather ([15], [17]). La précision concerne la diffé-
rentiabilité des coefficients Qi (/") et H/ (/*) {cf. énoncé du théorème 6.2.1).
Ce résultat est utilisé au cours du chapitre 8.

Dans les chapitres 7, 8 et 9, on étudie la stratification « naturelle » de
C30 (M). Dans le chapitre 7 on définit la codimension d'une fonction, et
on donne quelques propriétés des fonctions de codimension finie; dans
le chapitre 8 on étudie l'action du groupe DifT (source) X DifT (but)
sur les fonctions de codimension finie, et au chapitre 9 on déduit la locale
trivialité de la stratification naturelle de C'0 (M).

Des démonstrations résumées de ces résultats ont fait l'objet de trois
Notes aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences ([27], [28] et [10]),
dont l'une en collaboration avec Herman.

On doit noter que G. Lassalle a présenté au Colloque international de
Strasbourg de juin 1972 une démonstration plus simple du théorème 9.2.4
n'utilisant pas le théorème de fonctions implicites 4.1.1.

CHAPITRE 2

LA CATÉGORIE €

Le but de cette section est de définir la catégorie où fonctionne le
théorème de fonctions implicites qui fera l'objet de la section 4.

2.1. LES OBJETS DE £. — Un objet de £ est un quadruplet (B, E, 51, S)
où :

(a) E est un espace de Fréchet;
(M St == (| . \i)içy est une suite croissante de normes définissant la

topologie de E;
(c) S == (S {t))tçj^ est une famille à un paramètre d'opérateurs

« d'approximation » : S (() : E -^ E, ((€] 0, oo [== R,;), telle que
(2.1.2) \ S ( t ) x \ ^k^ t k \ x \ i (i,A:eN, <eR:, xçE),

(2.1.3) \S(t)x-x\i.= t-^x^k (i,^€N, <€R:, xçE).

{d) B est un ouvert de E où E est muni de la topologie définie par l'une
des normes | . |». On notera (o (B) l'indice de cette norme (qui fait partie
de la donnée du ^?-objet).
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Quelques commentaires pour éclairer cette définition. Notons E( l'espace
de Banach obtenu en complétant E relativement à la norme | . [c Le fait
que la suite 91 soit croissante implique que si i ̂ -j. l'application identique
E -> E se prolonge en une application continue py, i : Ey -> E^ qui sera
souvent une injection. Dire que la topologie de E est définie par la suite 51,
c'est dire que E s'identifie à la limite projective

lim(E,,p/,ON-

On peut justifier maintenant le nom d'opérateur d'approximation donné
à S {t) ; les inégalités (2.1.2) montrent que S (() se prolonge en S (() : Eo -> E
continue : S {t) « approche » un élément de Eo par un élément de E; les
inégalités (2.1.3) expriment la qualité de l'approximation (bonne si t
est grand), et les inégalités (2.1.2) la « grandeur » de l'approximation
(élevée si l'approximation est bonne).

On peut résumer ceci en disant qu'un J^-objet est un ouvert d'un espace
de Fréchet muni de bons opérateurs d9 approximation.

2.1.4. DÉFINITION. — Soient (B, E, 51, S) et (B', E', 51', S') deux
^-objets.

L'objet (B77, E^, 51 \ ̂ //) où :
(a) B^BxB';
(&) E77 = ExE';
(c) {x, y) \[ == x \i + | y \ ;
(d) S" (t) (x, y) == (S (<) x, S' {t) y)

est, comme on peut le vérifier immédiatement, un J?-objet qu'on appelle
produit des deux ^-objets (B, E, 51, S) et (B', E', 51', S').

2.1.5. DÉFINITION. -- Un ^-objet (B, E, 51, S) est i-borné ( ^GN)
si B est borné dans E pour [ . je

Au lieu du X?-objet (B, E, 51, S), on parlera souvent par abus de langage
du ^-objet B, les termes E, 51, S étant clairement définis par le contexte.

2.1.6. DÉFINITION. — Un triplet (E, 51, S) est un ^-espace de Fréchet
si le quadruplet (E, E, 51, S) est un ^?-objet.

2.2. INÉGALITÉS DE CONVEXITÉ.

2.2.2. THÉORÈME. — Soit (E, 51, S) un ^'espace de Fréchet. Si xçîL,
si p, g, r € N avec p ̂  q ̂  r, alors

r—q q—p

(2.2.2) \x q ^ x\r-P\x\r-P.
(^r) 'P ' r
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Démonstration. — D'après (2.1.2) et (2.1.3), on a pour tout tSR,, :

• | X |y ̂  | S (t) X y + 1 X - S (0 X q ^ t^-P | X \p + ̂ -r | X \r.
{P,cr,^(P,(f,^

Si on fixe x, la fonction de t figurant au troisième membre atteint son
minimum pour

i
[ r -g X\^~Y~~P

0 L<7 - P \^\p.

La valeur de cette fonction en to est

Kr — a Y-P / a — D Y ~ P .
———') + ' — — — I ) X r - P \ X \ r - P .q - P ) \r-qj J P ' 1 /-

D'où l'inégalité (2.2.2). •
Le théorème 2.2.1 établit un lien entre l'existence de « bons » opérateurs

d'approximation, et l'existence de relations de convexité entre les
normes [ . |^. L'inégalité (2 .2 .2) [dite d'Hadamard si E == C30 (M)] sera
constamment utilisée dans la suite.

2.3. MORPHISMES DE £, — Oïl notera toujours | . |; la ^ème norme
figurant dans la donnée d'un I?-objet, norme définissant partiellement
la topologie de l'espace de Fréchet dont l'objet est ouvert.

Soient B un J?-objet, E le J^-espace de Fréchet correspondant, Fi, . . ., Fç,
G d'autres J^-espaces de Fréchet. Soit

f : B - > L ( F , x . . . xFy, G)

une application. On note encore

f : B x Fi x . . . x Fy -^ G

l'application (linéaire en chacune des q dernières variables) définie par /*.

2.3.1. DÉFINITION. — f est un q-£-morphisme de classe (Y (0 ̂  r ^oo),
si f vérifie les conditions (a) et (&) ci-dessous :

(a) pour tout k (0 ̂  k < r + 1) on peut trouver un entier positif
dh ̂  ̂  (B) tel que, pour tout i€N,

f : (B xFi x . . . xFy, | . ^) -> (G, | . t)

soit de classe C^. Ceci signifie que f est de classe V comme application de
B X Fi X . . . X Fç. ouvert de l'espace vectoriel E X Fi X . . . X F,y norme
par | . \i+dk doiïis l'espace vectoriel G norme par . ^ On utilisera souvent
cette notation.

Si l <^ r + 1, la différentielle d1 f ne dépend pas du choix de k ̂  l,
ni du choix de i; on peut donc parler de la différentielle d1 f. En fait,

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 79
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comme f est linéaire en les q dernières variables, les dérivées par rapport
à ces variables ne présentent pas d'intérêt. Aussi notera-t-on toujours d1 f
la dérzvée partielle d^ordre l par rapport à la première variable. Ainsi

d 1 ! : B x F i X . . . xFyXE^G.

On demande alors :
(b) pour tout k < r + 1, l'application

d^: B x F i X . . . xFyXE^G

vérifie

(2.3.2) \ d k f ( x ; y „ . . . , y , ; x,, ....^) ,

^ (1 + | X |̂ ) | î/i [o . . . | Uç o X , |o . . . 1 Xk |o

+^ 1 Vi |o ... 1 y/-i |o 1 yi \i+dk 1 yi+i |o ... | yq |o | îi |o ... | xjç |o
/=!

k

+^1 ï/l |o . . . | Vq |o | $1 |o . . . Xl-i |o ] Xl i+dk î/4-1 |o . . . Xk 0,

si xeB, si î / /€Fz( l^ l^ç) , et si XiCE (l^l^k).

2.3.3. DÉFINITION. — Une suite (rf/,)o^<,,+i vérifiant (a) et (6) de 2.3.1
est une suite associée à f. Si, pour k < r + 1, d\ ̂  d!/,, alors (^)o^<r-n
est aussi une suite associée à /*.

2.3.4. REMARQUE. — Si f est un ç-X?-morphisme de classe (Y, alors
d^/* est un (ç + /c)-^-morphisme de classe C7*-^ si /c < r + 1 et réci-
proquement, si f est un p-^-morphisme de classe C^, et que d^ est un
(P + y)-^-morphisme de classe C\ alors /* est un p-^-morphisme de classe
C^. Cette remarque est à la base de nombreuses démonstrations par
récurrence dans la suite.

2.3.5. REMARQUE. — Si, dans les mêmes conditions qu'en 2.3.1,
le J,?-objet B est un produit BiX . . . xBp de ^-objets, et si on fixe p'
variables parmi les p premières, et ç' variables parmi les q dernières, la
« section » de f ainsi obtenue est un {q — ç')-I?-morphisme de classe (Y
de source (B^i X . . . X Bp) X Fq'+i X . . . X Fq, par exemple.

Souvent dans la suite, q sera égal à 0. On parlera alors simplement de
C-morphisme de classe (Y.

2.3.6. DÉFINITION. — Supposons que dans la définition (2.3.1), on
permette à l'entier d^ de dépendre non seulement de /c, mais aussi de i,
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de sorte qu'il faudra écrire par exemple :

f: (BxF iX . . . xFy , . |,̂ ) -^ (G, [ . h)

est de classe C^ pour k <; r -(- 1.
On suppose en outre qu'on n'exige plus de f\e (fc) de la définition (2.3.1).

On dira alors que f est un q-^-morphisme faible de classe (Y.
Cette définition peut paraître artificielle ; elle sera justifiée par l'énoncé

du théorème 4.1.1.

2.3.7. THÉORÈME. — Soient B, C des ^-objets, E, F les ^-espaces de
Fréchet correspondants. Soient Gi, . . ., Gp, Hi, . . ., Hç, K, d'autres ^-espaces
de Fréchet. On suppose B 0-borné (cf. définition 2.1.5). Soient f : B -> C
un ^-morphisme de classe (Y, gi : BX Ga^.,+a._,4-iX . . . X Ga,+...-+.a, -> H,
des y.r£-morphismes de classe C1 (1 ̂  i ̂  q, ai, . . . , a ^ étant des entiers
de somme p), et h : Cx Hi X . . . X îîq -^ K un q-^-morphisme de classe CY.

Soit F : B X Gi X . . . X Gq ->- K l'application définie par

F (rr, yi, . . . , ̂ ) = 7i (/•(a;); ̂  (a;; y,, . . . , ̂ ), . . . , ̂  (a*; . . . , ^)).

^fors F est un p-j^-morphisme de classe (Y.

Nous aurons besoin pour la démonstration de deux lemmes.

2.3.8. LEMME. — Si ai, . . ., Op, ai, . . . , a^çR^, e(5i ai 4- • • • + ^p = l?
afor5
(2.3.9) c^. . .a^ ^ a i+ . . .+^ .

(ai,...,ap)

Démonstration. — Exercice.

2.3.10. LEMME. - 5i a7, 61, ..., &„ 6,, ..., &„ a, ^, ..., ^GR^
51 r^a + pi +. . .+ py, ^ 51 fc^r; 6^ (1 ̂  i^ç), a?or5

a r-^ ^ r-^ ^

(2.3.11) (1 +0')^ r ^ r . . . 6 r ^ /
v / v ' / 1 l q q

y
^ (1 + a') 61 . . . b, +y^i . . . ^-i ^ ̂ i... b,.

(a.^i,...,^,/-) ^•—
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Démonstration. -— Supposons d'abord a' ̂  1. Alors le premier membre
de (2.3.11) est majoré par

î rZ^ pl r-^ ^
(2.3.12) 2(1'^ r b' r ... b r b' r .v / 1 1 y y

Soit
r^a+pi +...+^r.

a a

Comme a' ̂  1, on a a 7 ̂  a ' 7 , et comme bi ̂  b^ on a
r-^i ^ r'-^j ^

^r ^r^^ ^

Donc le premier membre de (2.3.11) est majoré par

2 a. r> b r> b' rl . . . b~~ b ' T <
1 1 q q

^»,...4«î(^•..ar']^-,...q„•^^-...^],
d'où la majoration (2.3.11).

Si a! ̂  1 on remplace a par 0 dans la démonstration ci-dessus, et on
aboutit à la même conclusion.

Démonstration du théorème 2.3.7. — On montre d'abord le théorème
pour r = 1.

D'abord :

dF (x, y,, . . . , i/y, x) == dh (f(x); g^ . . . , ^, df(x, x))
v

+^h (f^)'' ffr • • • ' ^-i» ̂ i (x^ ya,+...+aj_,+i, . . . , y^+...+^, x), gi+ï, . . . , g^).

Donc en utilisant que h est un ç-J^-morphisme de classe C1, on peut trou-
ver un entier d tel que

| d¥ (x, yi, . . . , y,, f) [. ̂  (1 + I f(x) \i+d) \ gi [ o . . . | g, |o | df\,

+^1 ^1 o . . . ^ ̂ ... 1 ̂  o | r f / ' | ogi i+d... | ^7 o | df |o + ^i | o . . . | gq o | rf/'
/=!

//r

+^(1 + I /'(^ |w) I gi o . . . [ dgi | o . . . | Qq
/==!

q+ s i^
/, 7»==1
/^m

g,n \i+d . . . 1 dgi | o . . . [ gq [o +^ î o . . . 16?^ [^^ . . . [ gq [o.
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En utilisant maintenant le fait que /*, gi, . . ., gq sont des <?-môrphismes
de classe C1, on obtient une majoration de A == | dF (x^ î/i, . . ., yq, x) \i
par une somme de termes de la forme

A ̂ ^(l + x \dY (l + I x \^.d) \ î/i k . . . | y<7 k 1 x @9

ou
: d + (i + 2 d) + ïh + • . . + ̂  + © ̂  i + 2 d + (q + 1) d = i + ôi.

Soit 5== i+§ i ; alors en utilisant les inégalités de convexité (2.2.2)
et en se souvenant que B est 0-borné, il vient

'r s-@ ©s-'r\^ n
A^V(1 +\x ,)^(1 +\x\^~~\y,

i -——

^(1 +\X ^

Vi : • • • 1 V<r y ^ s \ x \ s \x^

Le lemme 2.3.10 permet alors d'affirmer :

A^(l + I x\s) | yi | o . . . yy o | ^ | o
i

q

+^ ^/i | o . . . | y/-i |o | yi \s | ̂ /+i o . . . y</ o ^ |o + 1 yi | o . . . I yq \o I x ],.

Un calcul analogue montre l'existence d'un §0 tel que
y

I F (x, î/i, ..., yq) i ̂  (1 + I x ,+^) 1 yi | o . . . ] yq ]o +y| yi o . . . | yi h+ôo . . . | yq |o.

Ceci montre le théorème 2.3.7 pour r = 0, 1. Supposons celui-ci démontré
pour r — 1; et démontrons-le pour r. On sait que F est un ç-^-morphisme
de classe C1 ; il suffit de montrer que dF est un q + 1-^-morphisme de
classe C7"1. Or

<7

dF = dh (f; ^i, ..., ^, df) +^h(f; g,, . . . , ^/-i, d^/, ^+1, . . . , ^).

L'hypothèse de récurrence, montre, par des substitutions convenables,
que chacun des q + 1 termes constituant dF est de classe C'"1. Donc F
est de classe (Y.

Le théorème 2.3.7 est démontré. •

2.4. ^-NOTIONS. — On peut définir dans la catégorie £ beaucoup de
« ^-notions », par des procédés de construction analogues à ceux utilisés
dans d'autres catégories. On expose maintenant les J?-notions utilisées
dans la suite de ce travail.
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2.4.1. ^-variétés de classe C. — Soit V un espace topologique; une
structure de S-variété de classe (Y sur V est une famille (0^, y^çi où :

(a) (0()^i est un recouvrement ouvert de E;
(&) pour tout i, fi : Oi -> B( est un homéomorphisme de Oi sur un ouvert

0-borné Bi d'un ^-espace de Fréchet;
(c) pour tous i, y, l'application de « changement de carte »

cpy o cp^-1 : 9, (0^ n O/) -> 97 (Of n O/)

est un ^-morphisme de classe (Y.

2.4.2. S-morphismes de £-variétés. — Soient V, W des J^-variétés de
classe C, Ei, . . ., Ew, F des J^-espaces de Fréchet. On définit sans diffi-
culté la notion de ^-morphisme de classe (Y de source V et de but W, ainsi
que celle de m-^-morphisme de classe (Y de source V X Ei X . . . X E^
et de but F. La précision que Bi est 0-borné en 2.4.1 (6), et le théo-
rème 2.3.7 assurent la cohérence de ces définitions.

2.4.3. ^-groupes. — Un ^-groupe de classe C^ est une ^-variété de
classe (Y, G, munie d'une structure de groupe y : GxG -> G telle que :

(a) <p : GxG -^ G est un ^?-morphisme de classe C';
(6) t : G -> G définie par t Çx) = x~1 est un ^-morphisme de classe C^

2.4.4. C-actions de £-groupes. — Soient G un ^-groupe de classe (Y
et V une J^-variété de classe (Y. Une application $ : G X V -> V est une
jS-action de groupe si :

(a) ^ est une action de groupe;
(6) $ est un J^-morphisme de classe (Y.

CHAPITRE 3

EXEMPLES DE J?-OBJETS ET DE J?-MORPHISMES

3.1. OUVERTS DE SECTIONS D'UN FIBRE VECTORIEL. — Soit ît : E -> M

un fibre vectoriel réel de dimension finie sur la variété différentiable
compacte M.

On sait munir r90 (îi) de normes | . ( ^ ( i€N) qui font de F90 (TC) un espace
de Fréchet (cf. par exemple Abraham [l], chapitre 2).

D'autre part on peut construire (Nash [22], J. Schwartz [24], [25],
Moser [20]) une famille à un paramètre d'opérateur d'approximation
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S (() : F0 (îi) -^ f (TC) (tGR,,.) qui vérifie les inégalités suivantes :

(3.1.1) | S (0 x \^k -= ^ | x i [i, ^€N, xçF (TT), <€R:],
(î, A:)

(3.1.2) | x - S (0 x i ̂  ̂  \ x 1̂  [i, /C€N, xçT1^ (TT), <eR:],
M)

(3.1.3) lim|:r- S (t) x \, =0 [ieN, rceP (T:)].
<>ao

Ainsi, si B est un ouvert de F90 (n), le quadruplet (B, F80 (11), ([ . |t)^N? S)
est un J?-objet.

3.2. OUVERTS D'ESPACES D'APPLICATIONS. — Soient M et N deux variétés
différentiables C00, M compacte; soit C90 (M, N) l'espace des applications C'°
de M dans N.

On munit N d'une métrique riemannienne 3ÎI, complète et de classe C90.
t?Tl définit une application « exponentielle »

e : T (N) -^ N
définie par :

5i ^€T (N), si e\ : R -> N e^t définie par e\ {t) ==. e (t ^), aiîor^ ^ e5(

une géodésique et — (0) == ^.

Soit e : T (N) -^ N x N définie par e = r^Xe ou TT : T (N) -> N est la
projection canonique TT : T (N) -> N. On sait que ë est un C^-difféomorphisme
d'un voisinage V de la section nulle de T (N) sur un voisinage W de la
diagonale de N X N. On suppose que V est localement borné, c'est-à-dire
qu'au-dessus d'un compact de N, la norme d'un élément de V est bornée.

Si $€V, on note
e (0 = ̂  (0 + î.

et si (^î/)^^, on écrit
^"'(^y) ==!/ -xçn-^x).

Soient /*€ C00 (M, N) et p : E -> M le fibre image réciproque de 11 : TN ->- N
par /*. On sait que les sections C30 du fibre p s'identifient aux applications C30,
Y : M -^ TN telles que ^ o y == f (sections « au-dessus » de /*) ; on notera
donc r00 (p) l'espace de ces applications.

On va établir un homéomorphisme $/ entre :
(a) W/, ensemble des geC^ (M, N) telles que pour tout x de M,

(f{x),g(x})çW; et :
(fc) Vf, ensemble des sections v^r90 (p) au-dessus de f telles que, pour

tout x de M, p {x) € V.
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II suffit de définir <t^ : W^ -^ ̂  par
€>/ (^) (^) == g ( x ) - f (x) (si ^ e W/).

Alors
<î>/1 (ï) (̂ ) = /' (̂ ) + ï (x) (si Y € Vf).

Par transport de la structure de Vy, ̂  est ainsi muni d'une structure
de ^-objet. On verra au paragraphe suivant que, moyennant une
correction minime, si ^nW^0, l'application de « changement de
car te» ^ o d>-/ : ̂  {W^W,) -^ ^(W^n^) est un ^-morphisme de
classe C00.

Ainsi C00 (M, N) est muni canoniquement (la structure obtenue ne dépend
pas du choix de Jîl et du choix pour chaque f de V) d'une structure de
£-variété de classe C00.

3.3. LE ^?-MORPHISME « COMPOSITION ».

3.3.1. THÉORÈME. — Soient K et L des domaines compacts à bord lisse
de ̂  et W respectivement. Soit BcC' (K, IT) un ouvert tel que :

(a) B est i-borné [pour les normes habituelles de C00 (K,IT)];
(&) si /"eB, l'image de f est incluse dans L.

Soit 0 : BxC' (L, R^) définie par
<î )(/^)=^/>.

Alors <Ï> est un 1^'morphisme de classe C00 (on remarque que $ est linéaire
en g).

3.3.2. THÉORÈME. — Soit K un domaine compact à bord lisse de R^
et soit L^ ((R^, R71) l'espace vectoriel des applications q-linéaires de
source (R")^ et de but B.P. Soit

y : [(C30 (K, R-))]^ x C00 (K, L^ ((R^, R/-)) ̂  C00 (K, R-)
l'application définie par

^(/^ "^f^9)(x)=g(x)(f,(x), ...,/,(rc)).

Afor.$ ^F ̂  un {q + \.)-£-morphisme de classe C30 (on remarque que W
est linéaire en chacune des variables /ï, . . ., /^ g).

On remarque qu'il suffit de montrer que W est un morphisme de classe C°,
car W est linéaire par rapport à toutes ses variables.

Démonstration du théorème 3.3.2. — On établit par récurrence sur r
la « formule de Leibniz » :

^ (̂  (A, ..., fç,g)) = ^ ^. ..^ g^. (/p, ..., f^)
io, ...,^^0

io-h...+i^=r
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pour des coefficients ^,...,, convenables. Donc

\dr(x¥(f„...,^g))\^\g ^f,\^..\f,\^
'•—io i<s r—it it r—i^ t^

^\ g\7~\ 9\^\ fi i7~i ̂  ;• • • l ff\7'\f" Ç
q

^l^l/> l |o..J/y|o+^|^lo|/ ' l |o...|//-l [ o | / / . /^ i |o. . . | /y |o
/=!

par application du lemme 2.3.10.
Ainsi W est un morphisme de classe C00 avec pour suite associée (2.3.3)

la suite identiquement nulle. •

Démonstration du théorème 3.3.1. — On établit d'abord que $ est un mor-
phisme de classe C°. D'après la formule de Faa-di-Bruno {cf. Abraham [l],
p. 3) : /•

d" (g ° /•) =2 2 ^--i. (dy s ° f) • (di' f ' - - - ' ^ /")•

Donc
r— q q r—i'i+1 î'i—1 r—^-l-1 i^-l

~ . ^ \ f \ ^ \ f \ ~/•+! 1 / 'l 1 / 'r+l\dr(g.^\^\g\,\f ̂ ..\f\i,^\g\^~\g^ f\~~\f\^.^\f\~~\f\

et se souvenant que |/*|i^l :

^2 ^iT^l^l!'!/1!/^^ f\^\g\o+\g\r^(l+\f\r^)\g\o+\g\r^

Ceci montre que $ est de classe C°.
Ensuite, d'après Dieudonné [6], VIII. 12, problème 9 :

d ^ ( f , g , f ) = ( d g o f ) . f .

Montrons que cette application (/*, g, f) {-> d^ (f, g, f) est un morphisme
de classe C°, ce qui montrera que ^ est de classe C1.

Il est clair que g \-> dg est de classe C00; donc (2.3.7), (/*, g) \-> dg o f
est de classe C°, et (2.3.7) et (3.3.2), (N> est de classe C°.

Supposons maintenant par récurrence qu'on ait démontré que 3> est
de classe C7"1. Alors on sait montrer que (/, g) \-> dg o f est de classe (Y"1,
et, (2.3.7) et (3.3.2), que d^ est de classe (Y-1. Donc $ est de classe C7'.
La récurrence peut se poursuivre. $ est donc de classe (Y pour tout r,
c'est-à-dire <î> est classe C00. •

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 80
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3.3.3. PROPOSITION. — Soient M une variété C00 compacte, TI : E -> M
^ p : F -> M deux fibres vectoriels de dimension finie et de classe C00. Soient 0
un ouvert de E, K un compact de 0, a : 0 — F une application fibrée de
classe C00 (i. e. p o a = 71). 5'o^ BcF" (îi) ^ que :

(1) B ^ 1-borné.
(2) 5i y€B, ImycK.

Alors a^ : B -^ r" (p) rfe/^1 par a^ (y) = a o y ^ u^ C-morphisme de
classe C00.

Démonstration. — Étant donné la définition des normes . |, sur ?" (p)
et r00 (7i) [cf. 3.1), on peut supposer que M est un compact de R^ que
E == MXR^ et F = MXR", ^ et p étant les projections canoniques. K est
un compact de MXR". r00 (p) et F" (r.) s'identifient alors respectivement
à C00 (M.R^) et C00 (M,R").

On sait (3.3.1) que l'application ( f ^ g ) ^ - > g ° f de source

C00 (M, K) x C' (K, R^ x R")

et de but C00 (M, R^XR") est un f-morphisme de classe C30. En particulier,
si on fait correspondre à y : M -^ Rm l'application o : M -> R71 définie
par à {x) = pï o a (a;, y (^)), où p^ désigne la projection MXR" -> R^
alors l'application -y ^-> S est un 1?-morphisme de classe C00 (2.3.5 et 3.3.1).
C'est précisément ce qu'il faut montrer. •

3.3.4. PROPOSITION. — Soient M, N, C00 (M, N) comme en 3.2. 5o^
(Wy)yçc-(M,N) ^ recouvrement ouvert de C" (M, N) obtenu en remplaçant Wf
(construit en 3.2) par W^ = <E>J.1 (^.) où ^ ^ un voisinage 1-borné
de 0 (section nulle) dans Vf. Alors (Wy, ^/)^C-(M,N) est une structure
de £-variété de classe C00.

Démonstration. — Soient f et geC°° (M, N) tels que ^n^^0.

^ ^00

^oo

L'application de « changement de carte » y de ̂  dans ̂  est définie par

y (0 (^) = ïî (.r) = [/•(.r) + \ (x)] - g (x).
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Or cette application est définie par l'application fibrée

a : /^(TN^V'-^CrN),

où V est un ouvert de V défini en 3.2, et où

^©-(npo+o-^po
si on désigne par p la projection canonique du fibre /** TN. [Comme en 3.2,
on identifie un élément de /** TN au-dessus de x à un élément de TN au-
dessus de f {x)].

D'après (3.3.3), y est un ^-morphisme de classe C00 (car V. est 1-borné).
Ceci démontre la proposition 3.3.4. •

On se donne maintenant M et N deux variétés compactes ; TI : E -> M,
7i' : E7 -> M, p : F -> N des fibres vectoriels de dimension finie et de
classe C0 0 ; 0 et O7 des ouverts de E, MX F respectivement; K, K/ des
compacts respectifs de 0, 0'; a : 0 -> N, ^ : 0/ -> E' des applications C00

telles que si {x, î/)e07, (n' o p) (^, y) = x\ des ouverts B et C de F" (7i)
et r30 (p) respectivement tels que B et C sont 1-bornés, et, si y€B, âçC,
alors Im y C K et si x € M, (^, (§ o a o y) (^)) e K/.

Ceci étant, soit $ : B X C -> r00 ('n7) définie par

O» (y, ô) (̂  = p (rr, (ô o a o y) (̂ )).

Alors :

3.3.5. PROPOSITION. — <& est un ^-morphisme de classe C00.

-^E.

TC'

M

(j)<^8)

Démonstration. — Étant donné la définition des normes de r00 {71),
r00 (p), F00 (11'), on peut supposer que M est un compact de R^, N un
compact de R^7, E == MXIT, E' = MXR7"', F == NXR^ Comme dans la
démonstration de la proposition 3.3.3, on remarque que l'application
(a, p, y, S) [-> ? ( . , o o a o y) est un ^-morphisme de classe C00 (après en avoir
convenablement défini la source et le but). On conclut comme en 3.3.3.
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3.3.6. THÉORÈME. — Soient M, N, P trois variétés différentiables de
classe C00, M et N étant compactes. Alors

^ : C30 (M, N) x C00 (N, P) -> C' (M, P)

définie par $ (/*, g) = g o f est un S-morphisme de classe C30.

Démonstration. — Plaçons-nous au voisinage d'un point (/o? go) de
(F (M, N)xC 0 0 (N, P). Exprimons l'application <t> à l'aide des « cartes »
^o ^ ^o (3.2 et 3.3.4). On trouve

-ri(fo0c)+^00)
^-

^ & ̂ ) (̂  - ̂  (̂  = [<7o (A (̂ ) + ^ ̂ )) + r; (/•o (̂ ) + ^ (rc))] ~ ^o /•o (x\

Or, soient a : f^ TN -^ N définie par

^ fê) = fo (p 0 + ^

(où p désigne la projection du fibre f^ TN, et où on fait la même identi-
fication que pour définir l'application a de 3.3.4) et

P : Mx^TP-^o°/o)*TP

c é finie par
P (̂  ̂  = [^0 (?' ^) + ^] - (^0 ° /o) (̂ )

(où cette fois pf est la projection du fibre g^ TP). On note que ? n'est

léfinie que pour Y] assez petit et p ' r\ assez proche de fo Çx).
On remarque alors que ^ est définie à partir de a et p comme dans 3.3.5.

e théorème en résulte.

3.4. LE X?-GROUPE DES DIFFÉOMORPHISMES. — Soit M une variété
( ifférentiable compacte. Le groupe Difî00 (M) des difféomorphismes C90

c e M est un ouvert de C30 (M, N) et est donc muni d'une structure induite
( e ^-variété de classe C30, dite « canonique ».

3.4.1. THÉORÈME. — Pour sa structure canonique de G'variété^ DifT (M)
est un ^-groupe de classe C00.
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Démonstration. — On sait déjà que la loi de composition est un ^-mor-
phisme de classe C00 (3.3.6). Il reste à montrer que l'opération d'inver-
sion 9 : 9 i-> y~1 est aussi un ^-morphisme de classe C°°.

On étudie d'abord un cas particulier : M est un domaine compact de R'1,
M' un domaine compact inclus dans l'intérieur de M. On se donne un réel
assez petit £, et on note B l'ensemble des applications ^ de classe C00 de
source M et de but K1 telles que :

(a) ] ^ {x) \ < £ ;

(&) ^ )1<1-

Si £ est assez petit, 1 + ^ est un difîéomorphisme sur son image qui
contient M'. On peut ainsi définir

(l + o-1 = l + ̂
où [JL€ C' (M7, R71). Si Ç = 0, alors p. = 0. On montre que $ : B -> C60 (M', R71)
définie par $ (^) === [̂  est un j(?-morphisme de classe C00.

Montrons d'abord que ^ est de classe C°. Il est clair que p- o ̂  | S |o.
Puis

l+d^)==[l+^(l+^))]- l .
Donc

| d^ (^) | == [1 + dÇ (1 + ^ (a;))]-1 - 1
1 ^i^(-iy(^(i+^))y ^(i+^))i2^^mi.

On a donc | M- i ̂  o | ̂ i ^1.z *
Soit A : GL (n, R) -> GL (n, R) l'application d'inversion; on sait que A

est de classe C00, et que

^A (L; Li, . . . , L,) - (- 1Y ̂  L-^.L^.L-1.. .L-1 L^r) L-1,
^€Pr

où Pr est l'ensemble des permutations de { 1, . . ., r }. On a alors :

^ = [A o (1 + dy o (1 + ^)] - 1.

Supposons par récurrence qu'on ait montré | [̂  [i ̂  | ̂  |i pour

O ^ ^ ^ y — 1. Montrons la même relation pour i = r. Soit
r, == (1 + dQ o (1 + ^).

Alors
d^ =^ ^ ^...^ ̂  A (rî).(^ TÎ, ..., ̂  rî).

<7==1 ^+...4-^=:l-r
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(cf. démonstration du théorème 3.3.1). De même
i

dl rl ^2 2 d/+l s» î ) • (̂  ̂  •.., <ft ̂ ).
/•=! <•!+...+^.=î

Ainsi, si i ̂  r — 1, on sait calculer

1 ^ \. ̂  S /4-i | y- k ... I ̂  [,, ̂  [ Ç |;̂ , | ç ̂  ... [ ç [^.

f2 SU^Jl•••mJ^IS^.

Puis

\V.\r^\-n „ . . . |n ,,f2l^••+l•••ISk- lf2lSl^ i•••ISI^ Î^IUr.

Ceci montre que <& est un ^-morphisme de classe C°°.
Ensuite la relation (1 + [i.) ° (1 + Ç) = 1 implique, par différentiation

par rapport à ^ que

doa , s )=^ . i= - ( i+^ ) . eo ( i+^ .
Alors si par récurrence on suppose que $ est un ^-morphisme de classe

C', les théorèmes 3.3.1 et 3.3.2 permettent d'affirmer que rf<t> est de
classe C7, et donc $ de classe C74^. Ainsi <i> est un ^-morphisme de classe C00.

Revenons maintenant au cas général. On étudie l'application 9 au voisi-
nage de cpo = id (M) . Si on exprime 9 dans la carte ^CF00 (TM), on

^Y^ ^r^W

trouve que 9 (^) est le champ de vecteur Y) tel que si y === x 4- ^ (x), Y] (y)
est l'opposé du vecteur obtenu en transportant parallèlement ^ (^) le long
de la géodésique joignant x k y . Ainsi, si on regarde l'application ^ h-> ïj
au-dessus d'une carte de M, on peut supposer que M est comme dans notre
cas particulier étudié ci-dessus, et que l'application ^ h-> TI est défini par
le même procédé du transport parallèle, pour une métrique riemannienne
non standard JTl de R".

Soit ^ \-> ^ l'application défini par

( (x) - {x + Ç (x)) - x,
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où + désigne l'application déduite de l'application exponentielle pour
la métrique 3TL (autrement dit $ représente le difféomorphisme 1 -[- ^
pour la représentation définie par la métrique Jll).

Il résulte de la proposition 3.3.3 que ^ h-> ^ et ^ ^-> ^ sont des
^-morphismes de classe CT. Or ^ h-> Y] peut se factoriser en

^|H.<Ï>(H) ==7i^Yî.

Ainsi ^ \-> T] est un I?-morphisme de classe C30. Ceci montre que 6 est
un J?-morphisme de classe C00 au voisinage de l'élément neutre de Diff00 (M).
Montrons maintenant la même chose au voisinage de yGDifT (M). L'appli-
cation ^ \-> ^~1 peut se factoriser ainsi :

^ i—^ cp-"1 o ^ \—^ ^-1 o co î ^ ̂ -1.

On sait que chacune des trois flèches est un X^-morphisme de classe C00.
On a terminé la démonstration du théorème 3.4.1. •

On déduit immédiatement de 3.3.6 et de 3.4.1 le :

3.4.2. THÉORÈME. — Soient M, N deux variétés compactes C00. U opé-
ration

^ : DifT M x Dilï" N x C30 (M, N) -^ C' (M, N)

définie par

^ (?!» ?2»f) = ?9- °f° ?T1

est une J^-action de groupe,

CHAPITRE 4

THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES

4.1. LE THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES.

4.1.1. THÉORÈME. — Soient E et F deux jG-espaces de Fréchet, BcE
un ^-objet, f : B —^ F un ^-morphisme de classe C r(2^^^oo). Soient
a;o€B et yo = f {xo).
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On suppose qu^il existe un 1-J^-morphisme de classe Cp (0 ̂  p ̂  r — 1) :

L: B x F — E

tel que, si n;€B et î/€F, alors

df(x,L(x,y)) ==y.

Alors il existe un £-ohjet C, voisinage de î/o ^^5 F et un C-morphisme
faible s : C ~> B, de classe C^ ̂  çue

fos == le.

On peut considérer L (rc), section de df(x) (pour rceB), comme section
infinitésimale de f. Ainsi, le théorème 4.1.1 peut se résumer en disant
que si f admet une section infinitésimale L, alors f admet une vraie section s.

Démonstration. — On donne d'abord la démonstration pour p === 0,
puis pour p === 1, et enfin pour p quelconque.

A. p == 0. On suppose pour simplifier que :

(a) Xo = î/o = 0 ;

(&) B est la boule centrée à l'origine de rayon £ > 0 pour la norme
i de E, et que, si xGB, x, ;î',€E, y€F :

( \ 1 7 /* / ^ \ 1 ^ l - ^ l 1 Tî /* / /K ^ / X l ^ 1 ^ 1 1 's / 1c) \df(x, '̂) |i ̂  | rc [i, \d2f{xf, x, x ) \ i ^ \ x \ i \ x [i ;
(d) \L{x, y) .-i^(l + ^|,) |î / | , ;

(^ L^, />^))|^^(1+ ^|,).

Ces suppositions sont légitimes : on s^y ramène par un changement
(affine) de numérotation des normes de E et F. En ce qui concerne (d),
par exemple, le fait que L soit 1-^-morphisme implique que

I L (x, y) \i-.i ̂  (1 + | x [0 [ y |o + I y i-
w

Cette relation implique (rf). La relation (c) se déduit du fait que B est
1-borné. La relation (e) du fait que x H> L {x, f {x)) est un 0-J^-morphisme
de classe CP (2.3.7).

On reproduit d'abord, pour la préciser, une démonstration partielle
figurant dans J. Schwartz [25].



FONCTIONS IMPLICITES 621

Soit M une constante telle que

[ S (0 x |i ^ M / x [o,
| S! (0^] io ^.Mt\x\,,

|(1 - S ^ O ^ I i ^ M ^ l a - l o ,
\df(x,x)\^M\x i,

d2^,^,^)!! ^ M | î , | i ] $ , ] i ,
| L ( r r , y ) [ o ^ M | y | i ,

\L(x),f(x) o ^M(l + l ^ l i o ) ,
L (rr) y l o ^ M (1 + x |io) | y [10

pourrr€B, x, Xi, n^eE, î/€F, tçR^; S désigne, comme en 2.1, la famille
à un paramètre d'opérateurs d'approximation sur E.

Constantes. — On pose K == 4/3, pi = 7/4, ^ = 7/2. y est un réel
positif assez grand, ïj <; 1 est un réel positif assez petit; y et ïj seront
précisés par la suite.

Procédé de récurrence. — On pose, si î /€F, [ y i << ^ et y [10 <; ^ :

^ = e^" (neN),
5o (y) - 0,

( s,̂  (y) == s. (y) - S (/.) L (sn (y), fsn (y) -y) (ne N).

Pour l'interprétation concrète de cette relation de récurrence, qui est
essentiellement la méthode de Newton « avec lissage à chaque étape »,
voir par exemple [30].

4.1.2. LEMME. — Quels que soient les réels ^>0(0^i^p) et
^i (0 ̂ =.l ̂  p) tels que max ^i << Vo, si y e^t 055^ grand, on a pour tout n ̂  0 :i^;^^

^^e^•rK"<^oevû"rRra .

Démonstration. — C'est évident.

Considérons les relations

(1, n) : [ Sn-i (y) ]i ̂  £
(2, n) : s^ (y) - s,-, (y) |i ̂  e-P^
(3, n): 1 d-IM^Iio^^

(n ̂  1),
(n^l).
(n^O).

4.1.3. LEMME. — (3, 0) A (l? 1) A (2, 1) A (3? 1) (A P01111 conjonction
logique).

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 81
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Démonstration. — (3, 0) et (1, 1) sont évidents.
On a

s, (y) = S (/o) L (0, y).
Donc

1 5i (y) - s, (y) \, == S (/o) L (0, y) , ̂  M e- \ L (0, y) |o ̂  M2 eï | y |i^ M2 eï YÎ,

y étant donné, ï] assez petit implique (2.1).

D'autre part :
1 + 1 5i (y) 10 ̂  1 + M2 eï TÎ ̂  1 + M2 eï.

Mais y assez grand implique

1 + M 2 e v < e^ï^
ce qui donne (3.1).

4.1.4. LEMME : À (2, /c)=^(l, n+1).
k=l

Démonstration :
n fl oo

1 ̂  (y) ï ̂  5, (y) - ̂  (y) |, ̂  ,-̂  ̂ ^ e-^\
/v=i ^=1 ^=i

là encore, y assez grand implique le lemme 4.1.4.
On note que lemme 4.1.4 justifie la définition par récurrence de Sn+i.

4.1.5. LEMME :

ftn (y) - y = df[sn-, (y), (1 ~ S (^-Q) L (^ (y), fs^, (y) ~ ï/)]

+ f\1- 0 ̂ 2 /'(5.-i (y) + S (5. (y) - 5._, (y))). (5, (y) - 5^ (y))><2 d^
^o

Démonstration. — On applique la formule deTaylor avec reste de Lagrange
à l'ordre 2, et on se souvient de df (rc, L (a;, î/)) == î/ :

An (y) - y == /s,,-1 (y) -y + df(sn-, (y), 5, (y) - s,_, (y))

+ f (1 - 0 ̂  /-(^O y) + Ç (5, (y) - ̂ -, (y))). (5, (y) - Sn-. (y))x2 ̂
^0

=== df{Sn-v (y), L (s/,_i (y), fsn-, (y) - y))

+ df(Sn^ (y), - S (/._,) L (^_, (y), ̂ _, (y) - y)) + Ç ....
^ o

4.1.6. LEMME : (2, n) A (3, n - 1) ̂  (2, n + 1).
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Démonstration :
[ Sn+i (y) - Sn (g) |i =- | S (tn) L (Sn (y), fSn (y) - y) |i

^ M (^ 1 L (5. (y), /5, (y) - y) |o ̂  M2 ^R" 1 /5. (y) - y |i.

Dans le lemme 4.1.5, on a décomposé fsn {y) — y en deux termes qui
peuvent être majorés en | . |i, le deuxième par

Me-2^"

et le premier par
M | (1 ~ S (/.-,)) L (Sn-, (y), /5,.-i (y) - y) [,
^ M2 e-^^ L (^-i (y), /^i (y) - y) |,
^ M3 e-^^-1 (1 + | y |io) (1 + | Sn-, (y) |io) ̂  2 M3 e-^-i e^2^-1.

Ainsi
Sn+i (y) - Sn (y) ]i ̂  M3 e( l-2^)VKre + 2 M6 e^-^^ï^-1.

On remarque que 1 — 2 ^i < — ^ K et K — 8 + ̂  < — Ri K2.
En vertu du lemme 4.1.2, y assez grand implique le lemme 4.1.6.

4.1.7. LEMME : (3, n)^>(3, n + 1).

Démonstration :

1 + [ Sn+i (y) 10 ̂  1 + 1 Sn (y) |io + Sn-^i (y) — s^ (y) i
^ ̂ VKre + | S (tn) L (Sn (y), fsn (y) - y) [,o
^ e?-^" + M2 eï^ (1 + y 10) (1 + I Sn (y) |,o)
^g^TK" + 2M2 e^".

On remarque que ^2 < ^ K et 1 + ^ < ?2 K. En vertu du lemme 4.1.2,
Y assez grand implique le lemme 4.1,7.

Ainsi^ si y et ïj .çont &i(m choisis, (1, n), (2, n) et (3, n) 5on^ montrés pour
tout n.

Soit C le voisinage de 0 dans F défini par | y [i, y [10 < T). Alors 5^ : C -^ B
est une suite de fonctions continues convergeant uniformément pour [ . i
vers s : C -> Bi, où Bi est le complété de B pour [ . |i.

Le lemme 4.1.6 implique

et donc

M2 e^ | fsn (y) - y |i ̂  e-^^1

ftn (V) - y |i -== M-2 e-^" e-^^
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de sorte que si on sait montrer qu'en fait l'image de s est dans B, c'est-
à-dire que la suite Sn est convergente pour toute norme [ . ^ de B, on aura
terminé.

Nous sommes ici où était arrivé, par exemple, J. Schwartz dans [25],
avec une perte « d'indices » supérieure (10 au lieu de 9) due au choix de
K = 3/2. Par « pertes d'indices » on désigne la différence entre l'indice
de la norme servant à majorer y , ici 10 (| y [10 << T]) et l'indice de la norme
pour laquelle converge 5,,, ici 1.

4.1.8. LEMME. — I I existe des fonctions S/ : C -> R^ telles que

(*) 1 + 1 sn (y) \j ̂  ̂  (y) ̂ Rn (j ̂  10, y € C).
Démonstration. — Si j ̂  11, soit Mj une constante telle que

\S(t)x\^M,t\x\^,
L (x, y) |;_, ̂  M; (1 + | r r ;)|y|;,
L(x,f(x))\^^M,(l + x ;)

si ^€B, î /€F, J'^IO.

§/^1 implique (*) pour n == 0. Ensuite, par récurrence :
1 + | Sn^ (y) |y ̂  1 + | Sn (y) j + S (/,) L (Sn (y), fsn (y) - y) \,

^ 1 + Sn (y) I / + My e^ L (Sn (y), fs. (y) - y) |;_,
^ [1 + (1 + y |y) M} e^] ô; (y) e^\

On cherche n / ( î / ) €N et ^j {y} de façon que :

lo n ̂  n, {y} implique 1 + | Sn {y) \j ̂  êj {y) ^aïR" ;
2° n ̂  n/ (î/) implique

[1 4- (1 + y |̂ .) M) eï^] ^YK71 ̂  ̂ T^'.

L'inégalité 2° donne nj (î/), car 1 + ^2 < ^2 K, et quel que soit | y [y,
cette inégalité est vérifiée pour M assez grand. Ensuite on choisit 8/ (y)
assez grand pour que 1° soit vérifié.

Le lemme 4.1.8 résulte alors de 1° et 2°.

Fin de la démonstration du cas ? === 0. — II faut montrer que la suite
Sn : C -> B est convergente pour toute norme | . \i de B.

Soit donc i un entier ^ 1, et posons j == 3 i — 1. Alors, en utilisant
l'inégalité de convexité 2.2.1 et le lemme 4.1.8, il vient

f-i t-i

Sn (y) - Sn-t (Y) [i ̂  \ Sn (y) - Sn-i (y) |^-1 X Sn Q/) - Sn-, (t/) |^-1

e^^e^^ -[(/-^i-^-D^I-X^

Or j == 3 i — 1 implique {j — i) ̂  — {i — 1) ^ > 0.
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D'où le résultat. Le fait que s : C -^ B soit continue résulte de ce que,
dans le lemme 4.1.8, on peut choisir o/ (y) localement bornée; la conver-
gence Sn -> s est donc localement uniforme. Ainsi, s : (C, . y) -> (B, | . [(•)
est continue, et s est donc bien un X?-morphisme faible de classe C°.

Le théorème 4.1.1 est donc démontré pour p == 0.

B. On suppose maintenant que p = 1. Soient i et j deux entiers ̂  1.
Etant donné les hypothèses et la construction de Sny on peut affirmer
que Sn : (C, . j) -^ (B, \ . I,) est de classe C1. On obtient la formule de
récurrence suivante exprimant dsn+i (y, y ) en fonction de dsn :

(4.1.9) dsn^ (y, y) = dsn (y, y) - S (/.) dL (Sn (y), fsn (y) - y, dsn (y, y))
- S (tn) L (Sn (y), df (Sn (y), dsn (y, y)) — §).

Pour la concision, on notera ^n (y) == fsn (y) — y ; donc

d.n (y, y) == df(sn (y), dsn (y, y)) - y.

On va montrer que d^n {y, y ) tend vers zéro (pour une norme convenable)
quand n tend vers l'infini.

Pour ce faire, on note que

df(x + ̂ x, x) == df(x, x) + f d2 f(x + ̂ Aa;; \x, x) d^
^0

Ainsi

(4.1.10) dzn^ (y, y) = don (y, 9) - df(Sn (y), S (in) dL (Sn (y), Zn (y), dsn (y, ?)))
- df (Sn (y), S (tn) L (Sn (y), dcn (y, y)))

- f d1 f(sn (y) + S (5/.+i (y) - sn (y)),
^o

^+1 (y) — ^ (y)» dsn+i (y, y)) d^
- df(Sn (y), (1 - S (Q) L (Sn (y), d.n (y, y)))

—— df (Sn (y), S (tn) dL (Sn (y), Zn (y), dSn (y, &)))

— j d î f \ Sn (y) + Ï, (Sn+l (y) — Sn Q/)) ; Sn+i (y) — Sn (?/),

dsn (y, y ) - S (tn) dL (sn (y), .n (y), dsn (y, y))
- S (Q L (sn (y), dzn (y, y ) ) } d^

Dans la démonstration du théorème 4.1.1, dans le cas p == 0, on a
utilisé une majoration de fsn (y) — y i en fonction de 1 + Sn_i {y) \io
(cf. 4.1.6). L'indice 10 pourrait être remplacé par tout indice plus grand,
sans modifier autrement cette démonstration. Aussi pouvons-nous supposer
que dans celle-ci, 10 est remplacé par 54 et donc 8 par 52, et 9 par 53.
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On considère les relations

/ (4, n) : | dsn-, (y, y) |i ̂  a, y 1,4
(5,n) : I^O/,^^^!^

(^1).
(n^O).

(*) (6, n) : | dSn (y, Q) - ds^ (y, y) |i ̂  a, er-^^ y ,4 (n ̂  1),
(7,n) : l^^îOli^aee-^^l^

\ (8,n) : \d^n(y^)^^e^Kn\y\„
(n^O),
(n^O),

où ^ = 38, [3, = 1/8, Pô = 5/4, ̂  = 46.
Des hypothèses du théorème pour p == 1, on déduit qu'en prenant M

assez grand, on a
1 f{^) 1.5̂  M | x\,,,

\ d f ( X , X ) â4^M(l + | ^ | o 4 ) | î | , 4 ,

1 d^f(X, X,, X,) |â4 ̂  M (1 + n; |.,4) | $1 [54 | Î2 |o4,

1 rfL (.r, y , x) 1,3 ̂  M (1 + | x 54) | x |,, y ]:,4

(en changeant au besoin la numérotation des normes de E et F).

On note qu'on a déjà montré (4.1.6) :

| c, (y) \, ̂  M-2 e-^" où (3s - 10/3

(en supposant T) assez petit pour que ce soit vrai pour n == 0), et que compte
tenu de | f {x} [ 5 4 << M | x 54 :

^ (y) 1.4^1 ^-Me^ï^.

Des raisonnements analogues à ceux figurant dans la démonstration
du cas p == 0, et utilisant les formules (4.1.9) et (4.1.10) permettent
de montrer, en supposant par récurrence les relations (*) de 0 jusqu'à n,
les relations suivantes :

dSn^^V^^e-^^y ,,,W

(P) | ds,^, (y, y) 1,4 ̂  [e^^ + M2 ^+^-^)ï^ + M2 e(^+^T^ (l 4- M e^")] ] {) [,4,
(y) ds,̂  (y, Q) - dsn (y, y ) [, ̂  [^ e('-^)ï^ + a, ^-POTK-] | g ̂

(ô) | dcn^ (y, &) |i ̂  [M3 e(-î)•2+^+^)ïK7l + ̂  M e(l-^ïK^

+ M e-^ï^ (a:, + 03 ed-^ï^ + a. M2 e^-^ï^)! | Q \^

(s) | de^ (y, y) ,4 ̂  [e^^ + M3 ^+^.+^)ï^
+ 2 M ̂ -^T^ + M3 e( l+2^+^TK n (1 + M e^ï^) | ̂  |g4.

On pose 03 == a, == ac == 2 e^. Alors (5, 0), (7, 0) et (8, 0) sont vérifiés.
Le choix des ^ et le lemme 4.1.2, montrent que, si T] est assez petit, et y
assez grand, les relations (4, n) à (8, n) sont vrais pour tout n.
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La relation (6, n) vraie pour tout n, implique que s : (C, . [54) -> (B, | . |i)
est de classe C1.

On applique ensuite le même procédé que dans le lemme 4.1.8 pour
obtenir : si j' ̂  54, il existe une fonction S/ (y) définie sur C, telle que

\dsn(y,y)\,^^(y)e^\Q\,.

Puis, si i ̂  4, et si j == 305 (i — 1) + 2, alors
dsn: (CxF, | . |y)-^(E,| . |0

est localement uniformément convergente ; ceci implique que

s : (C, | . |/) -> (B, . |0

est de classe C1. Comme ceci a lieu pour tout i, s : C -> B est un f-mor-
phisme faible de classe C1.

C. Il reste à démontrer le théorème 4.1.1 dans le cas où p est quelconque.
Supposons celui-ci montré pour p — 1, avec p ̂  2. Et montrons-le pour p.
On suppose aussi, par récurrence qu'on a montré que d1 £n -> 0 pour
O^^p - 1;

On a montré ceci pour l = 1 [cf. la relation (7, n) parmi les relations (*)].
On peut écrire les formules suivantes pour des coefficients cr et T conve-

nables :
P

(4.1.11) d ^ S n ^ ( y ) = d ^ S n ( y ) - S ( t ^ ^ Œ,,., .^•d1' L (Sn (y);
//=() li, ..., i,,, j

d/ £,< (y); d^ Sn (y), . . . , d^ Sn (y)),
p

(4.1.12) d? c^ (y) =^ ^ T,, .., ̂  d/ f(Sn^ (y); ̂  Sn^ (y), ..., d1, Sn^ (y)).
'7=1 4 , . . . , ^

Dans 4 .1 .11 , on prend j' ̂  0, ii, . . ., iq ̂  1 et ii 4- • • • + ^y + J' == ?•

Dans 4.1.12, on prend ii, . . . i,, ̂  1 et ii -)-...-)- i,/ == p.
On se propose de montrer que d9 ^n (y) tend vers zéro (tendre vers zéro

signifie tendre vers zéro aussi vite que e~^K't pour p convenable). Il en
résultera, par 4.1.11 que la suite d^Sn est convergente.

Dans (4.1.12) on exprime d^ f (sn+i (y)) en fonction de d(lf(sn{y}} :
k

rfP £,+i (y) =^ ^ T, ̂  f (Sn (t/), d^ Sn+i (y), . . . , d^ S^+l Q/))

y==l ï'i, ..., ;^

.i ^

+ / 22^ ̂ +1 f (sn ̂  + s (sn+l ̂  ~sn ̂ ;1/0 ^i
d'i 5,,+i (y), • . . , d /̂ 5n+i (y), Sn+i (y) — Sn (y)) dÇ.
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Le terme sous signe f va tendre vers zéro, ceci en raison de la présence
* '<»

du terme Sn+i (y) — Sn {y) dont il dépend linéairement. On peut faire comme
si

k

dP cn+i (y) ==^ ^ T. ̂  /' (s,,, (y), ̂  Sn+i (y), . . . , d1, Sn+i (y)).
7=1 ^ , . . . , ^

On remplace dans cette dernière expression d^Sn+iÇy)^ . . ., d^Sn+i (y)
par leur valeur déduite de 4.1.11, en y remplaçant successivement p par
ii, . . ., iq. Tenant compte de la linéarité de d'1 f (a;, Xiy . . ., Xq) en les q
dernières variables, on peut développer chacun des termes d f / f { . . .) pour
obtenir une somme de nombreux termes. On obtient des termes de trois
sortes :

1° des termes où figure d'/ en pour l << p. Tous ces termes tendent vers
zéro, grâce à l'hypothèse de récurrence ;

2° des termes où ne figure pas de £; la somme de ces termes-là est
p
^ ^T, du f(Sn (y), d^ Sn (y), . . . , d1, Sn (y)).
7=1

Or cette quantité n'est autre que d^ £^ {y) ;
3° des termes où figure d^ Zn {y) ; or les conditions sur les familles

d'indices i, J, . . . ne permettent de trouver qu'un seul tel terme ; c'est

df(Sn (y), - S (tn) L (Sn (ï/), d? .. Q/))).

Autrement dit on peut faire comme si

^ ̂ 1 (Y) == ̂  3. (y) + df(Sn (y), - S (tn) L (Sn (î/), ̂  £, (y)))

= d/-^ (y), (1 - S (f.)) L (5. (y), d? s. (y))).

Or ce terme tend aussi vers zéro, ceci en raison de la présence
de 1 - S (t.).

On sait ainsi montrer la convergence de d^ Zn vers zéro, et donc celle
de âf Sn (y). Les détails (mise en place des indices) sont tout à fait analogues
à ceux du cas p == 1, qui en fait a été démontré de la même façon.

Le théorème 4.1.1 est complètement démontré. •

4.2. LE CAS DES ACTIONS DE GROUPE.

Notations. — Dans ce paragraphe, G et H désignent des ^-groupes de
classe C', V une ^-variété de classe C' (r^2). a : G x G -> G,
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P : H x H - ^ H sont les lois de composition respectives de G et de H.
<Ï> : G X V — V, y - . H x V - ^ V sont des ^-actions de groupe de classe C^.
Les notations di a, d^ a, di < & , . . . désignent les diverses dérivées partielles
premières; et chaque fois qu'on écrit di a (g, h, g ) [resp. d^ a (g, A, h\ . . .],
il est entendu que g eT^-(G), espace tangent à G en g [resp. AeT/,(V), . . .].
Un espace tangent à une ^-variété est défini de façon standard; l'espace
tangent en un point est un X?-espace de Fréchet.

Soit % : G x H x V - > V r« action » définie par

% (g, h, x) = 0 (g, W (h, x)).

La différentielle de ̂  par rapport aux deux premières variables est donnée
par

^ {g, h, x, g , h) = d, <D (g, W (h, x) g) + d^ {g, W (h, x), d, W (h, x, h)).

Soit rKoGV. En utilisant la structure localement triviale du fibre tan-
gent à V, on peut, si x est assez voisin de Xo, identifier Ta; (V) à T^ (V)
qu'on notera T dans ce qui suit. De la même façon, pour g€G (resp. AeH)
voisin de e, on identifie T^ (G) [resp. T/, (H)] à T, (G) = T' [resp. T, = T77].

4.2.1. LEMME. — On a, pour rcGV, et g€G :

(4.2.2) d, O» (6, €» (g, x), g ) = A €» (g, x, d, a (e, g, ^)),

(4.2.3) ^ 0 (g, x, d, ̂  (e, x, g)) = d, €> (^, x, A a (^, e, ^)),

(4.2.4) d, <ï» (^-1, <^ (g, x), A <I» (^, x, x)) = x.

Démonstration. — On écrit que 0 est une action de groupe :

^ (g, 0 (h, x)) = <D (a (g, h\ x\

où g, AeG, a î€V. On dérive par rapport à g :

d, 0 (^, €> (h, x), g ) == d, €» (a (^, A), ^, di a (^, 7î, ^)).

On peut aussi dériver par rapport à h :

A ^ {g, ̂  (h, x), d, €» {h, x, À) ) == di 0 (a ( ,̂ A), a;, A a (^, h, À)).

Par des substitutions convenables faciles à trouver, on trouve les formules
(4.2.2) et (4.2.3).

Pour trouver (4.2.4), on dérive par rapport à x les deux membres de
^ (rS * (g, ^)) = ̂

Remarque. — Pour utiliser ces formules, on devra y faire certaines
substitutions qu'on n'indiquera pas; on donnera seulement le numéro
de référence.

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 82
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4.2.5. THÉORÈME. — Soient G, H, V, $, ^V, a, p, r^o comme ci-dessus.
On suppose qu^il existe un 1-^-morphisme de classe Cr~i.

L : U'xT-^TxT",

où "U' est un voisinage de e dans H, tel que, si L (/i, x) = (g, h ) , alors

d-)(.{e,e,W(h,x),g,îi) = x.

Alors on peut trouver un voisinage V de Xo dans V et un G-morphisme faible
de classe C7'""1 s : V ->- GX H tel que si s {x) = (g, h), alors ^ (g, h, Xo) == x.

Remarque. — On peut interpréter l'existence de L comme celle d'une
section infinitésimale de l'action de GxH le long de l'orbite de H.

Démonstration. -— On cherche à appliquer le théorème 4.1.1. Il faut
résoudre en g, A l'équation

d^{g,h,x,, g , î i ) =x
ou

d, ̂  (g, W (h, x), g) + d, 0 {g, W (h, x), d, W (h, x, h)) == x.

Cherchons g sous la forme

g =d^(e,g,^),

où g' est une nouvelle inconnue, de sorte qu'il vient

d, €» (g, W (h, x), d, a (e, g, ̂ )) + A 0 (g, W (h, x), d, W {h, x, h)) = x.

Mais d'après (4.2.3), ceci peut aussi s'écrire

d, <Ï> (g, W (h, x\ d, 0 (e, W (A, x), ̂ )) + d^ {g, W (7i, a;), d, W (A, x, X)) = x.

Appliquons aux deux membres l'opérateur d^ ^ (g"~1, ^ (g, ^V {h, x))),
on trouve (4.2.4) :

d, ̂  (e, W (h, x), g ' ) + d,W (h, x, h) = d^ (g-^ x (g, h, x ) , x).

Posons maintenant
fi = d, (3 (e, h, À'),

de sorte que (4.2.2) :
d, W {h, x, îi) =d,W {e, W (h, x), ît).

L'équation à résoudre s'écrit donc maintenant

d, ̂  (e, W (h, x), n + d,W (e, W (h, x), h') == A €» Qr1, % (<7, h, x), x)
ou

^ (e, e, W (h, x), g ', h') = d^ (g-\ ̂  (^ A, x), x)
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qui admet la solution

(^/, îi') = L (h, d, <î» OrS ̂  (g, h, x), x)).

Si on note Li et La les deux composantes de L, on trouve ainsi

^ == d, a (e, ^, L, (h, A <I» (^-1, % (^, 7i, rc), $))),
îi = d, (3 (e, /î, L^ (A, A 0 (g-\ % (^, A, a;), î))).

Notons M : G x H x T -> T'xT77 l'application (g, /i, x) h-> (g, ^) ainsi
construite. Il résulte du théorème 2.3.7 que M est un l-X?-morphisme
de classe C'"1. On peut apprécier ici la généralité de l'énoncé du théo-
rème 2.3.7. On peut appliquer le théorème 4.1.1 et conclure.

4.2.6. CORROLLAIBE. — Soient G, V, a, 3>, ^o€V comme ci-dessus.
On suppose qu^il existe un 1-C-morphisme :

L : T,, (V) -> T. (G).
tel que

di ^ (e, rro) o L = id (T^ (V)).

Alors il existe un voisinage V de Xo dans V, et un S-morphisme faible
de classe C'""1, s : V -> G, tels que si xçV :

^ (S (X), Xo) = X.

C'est simplement l'énoncé 4.2.5 où l'on suppose que H est le groupe nul.

4.3. APPLICATIONS SIMPLES DU COROLLAIRE 4.2.6. — On peut déduire
immédiatement du corollaire 4.2.5 la plupart des théorèmes de fibration
concernant les espaces d'applications C00. On donne ici un exemple typique.

4.3.1. PROPOSITION. — Soient M et N deux variétés C00, M compacte,
et M' une sous-variété fermée de M {éventuellement à bord^ et même à coinsY

Alors Inapplication
F : P100 (M, N) -> Pr (M', N)

entre espaces de plongements définie par restriction à M' est une fibration
localement triviale.

On sait (Cerf [4]) qu'il suffit de trouver un groupe G opérant simultané-
ment sur PI"" (M, N) et P190 (M', N), de façon compatible avec F, et de façon
que l'action sur P160 (M', N) admette des sections locales :

GxPr°(M, N)——^Pr°(M, N)
ld(G)XF F

G x P100 (M', N) ——> Pr (M', N)
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Prenons G = DifT (N). Alors G est un ^-groupe de classe C" (3.4.1),
et PI00 (M, N) qui est ouvert dans C00 (M', N) est une ^-variété de classe
C00 (3.3.4). L'action $ : GxP100 (M', N) -^ PI00 (M', N) définie par compo-
sition au but est une ^-action de classe C00 (3.4.2). Il suffit donc (4.2.5)
de trouver une section infinitésimale de 3>. Ici, en reprenant les notations
de 4.2 :

d, ̂  (id (N), /•, Ç) = ^ o f,
où

id (N)€G; fePr (M', N); E^er00 (TN) = T^N) G;
Ç o /e r00 (f* TN) = Ty P100 (M', N).

Le problème de la recherche d'une section de di $ est donc celui du
prolongement à N d'un champ de vecteurs tangents à N défini sur la
sous-variété image /'(M'). Il est toujours possible de trouver un tel opé-
rateur de prolongement qui soit un 1-^-morphisme (voir en particulier
Seeley [26]). •

CHAPITRE 5

DifT (T")

5.1 INTRODUCTION ET NOTATIONS. — Oïl donne dans ce chapitre une
application du théorème 4.2.5 au groupe DifiT (T71), T" étant le n-tore
R^Z^.

n

Quelques notations : si k = (/Ci, . . ., /c^)€Z71, on pose | k \ == Y \ki; |.

Siv= (Yi, . . . , Y^eT", onposeA-Y ==^ ^^eT1, et sisi
1=1

ôçT1, [ ô | = d (à, Z) = inf (ô, 1 - ô)

où 8 est un représentant de S appartenant à l'intervalle [0, 1]. T" est muni
de sa structure de groupe habituelle; si YeT", R^GDifî00 (T71) est la trans-
lation par y.

On démontre dans ce chapitre un énoncé expliquant dans quelle mesure
l'action de conjugaison de DiflT (T") sur lui-même est localement triviale.
Ce résultat généralise légèrement un résultat d'Arnold, Kolmogorov et
Moser, en ce qu'on peut faire k = l = oo dans l'énoncé du théorème 5.1
de Sternberg [30], p. 35. Comme il a été expliqué dans l'introduction,
Herman [9] a su déduire du théorème 5.2.1 la simplicité du groupe
Diff^ (T"1), en désignant ainsi la composante connexe de l'élément neutre
de DifT (T").
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5.2. LE THÉORÈME DE CONJUGAISON.

5.2.1. THÉORÈME. — Soit "yeT" tel que, pour tout / cez"—^}, on
ait

^^w
pour un C > 0 et un a > 0. Alors il existe un voisinage V de Ry rfan5
Diff00 (T71) ^ un G-morphisme faible de classe C00 :

5: V->Diy (T^xT1

^ yu<° 51 5 (y) == (^, ^), afor5

îp = R^ o ^-1 o R^, o ^

(autrement dit, à la « petite » rotation î{\ près, y est conjugué de R),).

Démonstration. — Soient G = T71, et H = Difî00 (T71) muni de la structure
de groupe opposée de la structure ordinaire. On définit une action de G
et de H sur Difî' (T1) par

0 (À, ^) = R), o ^ [si À e T-, % € DifT (T-)],
w (^ %) = ^-1 ° % ° ̂  [si +» % e Difî00 CPQ].

G et H sont des -^-groupes de classe C00 (3.4.1); $ et W sont des J^-actions
de classe 0°° (3.4.1 et 3.4.2). On va appliquer le théorème 4.2.5.

Soit A : GxHxDifT (T") -> Difî30 (T") définie par

A (^ +, %) = <î» 0, ̂  (+, %)) = R). o ̂  o R^ o ^.

Pour appliquer le théorème 4.2.5, il faut calculer la dérivée de A par
rapport aux deux premières variables, au point (o, e, ' / ) (e est l'élément
neutre de G ou de H). On trouve facilement (cf. Dieudonné [6], VIII. 12,
problème 9) :

dA (e, e, ^, î, $) == î + rf%.î — ^ ° %,

où XeR^^T^T^) ,
$ e P0 (T-) = Te (Difî- (T-)) et dA (e, e, ̂  î, $) e r00 (^* T (T71))

(X désigne alors un champ de vecteurs constant).
Considérons l'équation

î + d (^-1 o R^ o ^).îp — $ o (^-1 o R^ o ^) = Yî

à résoudre en ^ et ^, les termes ^ € Difî00 (T71) et ^ € r00 ((^-1 o R^ o ^)* T (T"))
étant donnés.
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Ici la notation des applications tangentes est plus commode $ T f notera
l'application tangente à /*; l'équation à résoudre s'écrit maintenant

T(^-1 o T R) o T^ o ̂  — ^ o ̂ -l o R^, o ̂  == ^ — .̂

On pose ̂ / = T^ ° ̂  ° ̂ -1, on compose à gauche avec T^, et à droite avec
^-1 pour obtenir

T R^ o ̂ ' — ^/ o R^ == (-4) o (^ — ^) o -̂1.

Si on identifie l'espace tangent en tout point de T^ à R71, alors ^/, ïj, X
apparaissent comme des fonctions à valeurs dans R"; T Ry est alors l'appli-
cation identique de R". Il vient alors

(*) ^ - $' o R, = 4 o (^ - ̂ ) o ̂ .

On va choisir X de façon que l'intégrale du deuxième membre (pour la
mesure de Haar dx de masse totale 1 de T") soit nulle, ce qui est une condi-
tion nécessaire pour trouver ^/. Si on décompose composante par compo-
sante, il vient

n/, s ̂  ̂ -1 <^ • ̂  ̂ -1 ̂  - ̂ ] dx = °
pour 1 ̂  i ̂  n, n?i, . . ., ̂  étant les coordonnées ordinaires de T71, définies

module Z; ceci s'écrit encore en posant aij (^) == / —-^(^~l (^)) ̂  :
^/T" <7W/

n n

S ̂  (+) ̂  -2 / -^ ̂ -1 <^ ^^ ^~1 ̂ d;c-
Pour ^ == eeDiff" (T'1), ^iy (^) == â^. Donc, si ^ est voisin de e, la

matrice (a^- (^)) est inversible; soit fc(y (^) ^i1 inverse. On peut prendre
alors

n n,

î, =^ .̂, (^) 2 / ̂  (^-1 (x)) ̂  ̂ -1 (lr))da;-/=i ^=1 Tra

On a ainsi déterminé X.
Pour calculer ^', on cherche son développement de Fourier

^ ^^'^(c^eR")
yy € Z"- { o }

connaissant le développement ^ bpe21^^ [bpGJy1) du second membre
/?€Z'1
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4e (-Ar), bien déterminé dès qu'on connaît ^ ; le choix de ^ donne &o== 0.
L'identification des coefficients de Fourier des deux membres de (*)
donne alors

a - ^^ 1 _ e^-w

rLa condition diophantienne sur y, [ A ' y | ^ ,a donne alors une majo-
ration du type

l^l^lpl06,

d'où on déduit l'existence d'une constante entière ^ (dépendant de a et

de n) telle que si ̂  bp e11^ est de classe (Y, alors V Ope^^ est de classe
C^. Autrement dit la correspondance

V ^ g2^^ ̂ V ̂  g2^r

est un l-J?-morphisme. On détermine ainsi ^/ = V a ,̂ e2"^.
^0

On pose enfin f^ == T^~1 o^p 7 o ^. H résulte des théorèmes 2.3.7 et 3.3.6
que le morphisme (4', ^) ^-> (^, ^) ainsi déterminé est un 1-^-morphisme
de classe C00. Ainsi, on peut appliquer le théorème 4.2.5 et affirmer l'exis-
tence du i?-morphisme faible 5. La démonstration est terminée. •

CHAPITRE 6

THÉORÈMES DE DIVISION

On montre dans ce chapitre un théorème de « préparation » (6.2.1)
qui sera fondamental dans la démonstration de l'existence de déploiements
universels pour les fonctions de codimension finie.

6.1. DIVISION A UNE VARIABLE. — L'énoncé du théorème 6.1.1 est
une variante du théorème de division de Mather [16] ; il précise la dérivabi-
lité du quotient en fonction de celle du dividende. Ce résultat est très
voisin, de façon précise, un peu plus faible, qu'un résultat de Lassalle [14]
obtenu par un tout autre procédé.

Notations. — Soient E, F, G trois espaces de Banach, îî un ouvert de
Ex F, et K un compact de Î2. On dit que f : ii -> G est de classe C^ si

^s+l f
les dérivées partielles ^ ' (t, u) sont définies et continues pour (t, u)€t2



636 F. SERGERAERT

et pour s ̂  r, l ̂  k. Si c'est le cas, on pose

^ii—ii^K^^-^
S=0 1=0

R : R X R ^ - ^ R est défini par
p

R(f,Ui, ..., Up) =^UitP-1

i=i

et Tp : RXR^ -> R par
p

Tp(t,u)=tP+^UitP-1.
i=i

Si/*: AxB -> C est une application, et si a€A, fa : B -> C est définie
par fa (b) ==/*(a, fc). De même pour un nombre supérieur de variables.

6.1.1. THÉORÈME. — I I existe deux applications linéaires continues

Q: C^R^CT'^RxR^),
H: C^R^C'^RxR^)

telles que, si /'GC00 (R), ^€R, u^R^,

f(t) = r, (/, u) Q (/•) (f, il) + R (/, H (/•) (u)).

et ^Mê5 çue, si X o^ un compact de RXR^ {resp. R^), lî existe X7 compact
de R ^ çue

IIQ^Ik^x^ll/'ll^^^-D^^^x'

rresp : I I H (/•) [[^x ̂  I I /'[^-D^+^X'I.
L A', X _J

Remarques 1. — Lassalle [14] trouve par sa méthode r + pk + p + 1
au lieu de r -}- (^ p — l ) / c + P + ^ dans la majoration de || Q (/*) l|^x
et p {k + 1) au lieu de (4 p — 1) k + p + ^ d8118 ^ll6 de || H (/') |[^x.

2. Si on fixe /c, et qu'on considère Q comme application de source
C00 (R), et de but 0°°^ (RXR^), alors Q est un l--i?-morphisme (en un
sens que le lecteur n'aura pas de mal à préciser pour tenir compte de la
non-compacité de R). Par contre, pour les semi-normes standards,
Q : C00 (R) -^ C00 (RXR^) n'est qu'un l-X?-morphisme faible, car la « perte
de difîérentiabilité » :

(r + (4p - 1) k + p + 4) - (r + k) = (4p - 2) k + p + 4

n'est pas bornée.

Démonstration. — On utilisera exactement la même méthode que
Mather [16], qu'on va seulement préciser.
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On utilisera le :

6.1.2. LEMME. — I I existe des applications C" : Q : R ^ X R X R X R ^ -> R
et H : R^-XRXR^ -> R^ telles que :

(a) si TCR^, xçî{, tçi{, uçW :

(i) cos T ( X - I ) = = T , (t, u) Q (T, rc, ^, u) + R (/, H (r, rc, u)),
^2 _ _

(iï) î Q (̂ , ̂  /, U) = - T2 Q (T, ̂  /, U),

(iii) ^ H (T, ^, u) = - ̂  H (T, x, u);

(b) si X 65^ UTZ compact de RXR^, alors

l lQr^lk^x ̂  1 + T--4-^-1)^/^1 ;
r,^-,X

(c) 51 Y <°^ un compact de R7', afor5

||H,^|[^Y ^1 +T'^-1^+1.
^Y

Démonstration de « lemme 6A.2==> théorème 6.1.1.». — Soit Z == F"1 (0).
Soit £ : RXR^-^R une fonction C00, identiquement égale à 1 dans un
voisinage de Z, et telle que :

71:2 : Support (s) (C-^RXR^) -> R^ (deuxième projection) soit une appli-
cation propre.

Si /'eC30 (R), on pose

Q(0(/, u) =(1 -e(t,u))^^ + ̂ f\.f,(r, t, u),

H ( 0 ( u ) = ^ F d T f H ^ u ) ,
ty 0

OÙ
.,+0=

/•Q (T, /, u) =J c?.r s (a-, u) f (x) Q (r, x, t, u),

/•H (T, u) = Ç dx s (.r, u) /-(a;) H (r, .r, u).

Soient r, À '€N; soit alors K le plus petit entier pair supérieur ou égal
à r + ( 4 p — l ) / c + p + 3 . Compte tenu de (a) (ii) et (iii) du lemme 6.1.2,
une intégration par parties donne

f, (T, t, U) = (- ïff^ dx^, (E (X, U) ̂ ))0<Î^A").

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 g3
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Alors, si r ' ̂  r, k' ̂  k :

à^'fa, , ^ Y Y ^'dx . ^f, .à'-'+'Q, , ,
^-^, (T, (, u) =S 2 i ÏK ̂  ̂  ") ̂ r (•»•) 3^ (̂  ̂  f' ").

/==0 L=:0 00

où les SL, sont des fonctions C00 dont le support est inclus dans celui
de £.

Soit X une partie compacte de RXR^. L'assertion (&) du lemme 6.1.2
donne alors l'inégalité

1 _L Tr+^p-i}k+p+i

ll^.lk^X^JI/'IlK.X.--1————^———————'

où X7 = Tti [Tt;1 Tta (X) H Support (s)] (Ti. : R X R'' — R ou R" est la i16"'6

projection).
On montre d'autre part sans difficulté que, pour T ̂  1, on a

[|/((,.||^,x ^= l|f||.,x..
r,^,X

Les deux dernières relations donnent la suivante :

l l^ . lk^x^l l f lkx/ î -^

et donc
IIQ(/')ll^x < ||/1|K,x-

7', À:, X

mais K ^ r + ( 4 p — l ) / c + P + ^ - O11 montre de la même façon :

||H(0||.,x^||/1|^-^^

où X' = îii [(7i,1 X)n Support (£)].

Que H (f) et Q (/*) vérifient les conditions du théorème 6.1.1 résulte
de ce qui précède et de la formule d'inversion de Fourier :

f(t) == 1 f dr Ç ' dx cos T (x - t) f (x).
ty Q ly— ao

Démonstration du lemme 6.1.2. — Les fonctions Q et H sont celles qui
sont construites dans Mather [16]. Rappelons cette construction.

Mather démontre l'existence d'une fonction C30 :
p : R-^-xRxR^-^R

et d'une suite croissante d'entiers no ̂  ni ̂  . . ., telles que

(a) f dl p (T, À, u) == 1 (reR^, U€R^);
ty i

2 (1. + T)
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(P) si X est un compact de R7' :

| |pT,x|kx^l +^.

(y) si S (X, u) désigne la distance dans le plan complexe de la droite
Im z = X à l'ensemble des zéros de Tp [z, u), alors

P ( T , À , U ) = O si ô(À,u)^^-^-p^.

Soit Z ( u ) C C l'ensemble des racines de Fp (jz, u) == 0. Posons
a (À, /, u) == 2 n + sup | Re z \ + ô (^ u) + [ / [ + | À 1

L zçZ(u} J

et
a (^, u) = 2 ri + sup | Re z [ + ô (^ ") + ^ 11.L -sez(M) J

On désigne par Ca,\\\ le bord du rectangle du plan complexe de sommets
rb a =b l ^ I -

Posons alors (X€R, TÊR^ ^€R, ^€R, uSR^) :

^* /^ . \ 1 C cosr(t — 0 dÇQ. (^,. ")=^^^^^r^W^'
H*=(HT, . . . ,HA),

ou
H* 0 T a; u} - 1 f cosT(f-Qr;_.(g,u)d;H, (À, T, a-, u) - 27^ ————r^Tu)————

^(Â,?/), [ A

puis
1

,^:+-T
Q (T, a;, t,u)= f Q* (^, T, rr, /, u) p (r, À, u) rfÀ,

t7 i
2(1-+-T

1
,rFr

H (T, X,U)== f H* (À, T, ̂  U) p (T, À, U) dL

_ 1 —
2 ( 1 4 - T )

On note que

^0*n . /r / n\ - J— C cos T (rr, Q P, (;, u) d^
~àFà^^ Tï x9 t9u)-2 i^J^^^p ̂  u)]^ (Ç-0- î

où P/^ est un polynôme. Soit X un compact de RXR7'. On définit de cette
dernière relation et du choix de a (X, t, u) que, si ((, u)eX :

„ o,* (! .- [ôQ,»)]-^)ch(ÂT)
\\\i\-,x\\r,k,{(t,u}}^^ ——————^————————

et, si XT^ 1, et X ̂  <.-.—,—-:., -,-^., .. -_2^ ^^•

| Q^ ![.,<,<,.) ^ [^ (^ u)]-^(^) (1 + T^).
r,^,X
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Comme on va multiplier Qî^ par p^, qui est nul dès que

^"^sp^h^r
on peut supposer que S (X, u)~1 ̂  8 p3 (1 + T)- Ainsi

,^||^X ^ 1 +T/^)+^.Q
7^,X

La formule de Leibniz donne alors

PT,).Qf,^||^,X ^ 1 +T^,
r,À-,X

OU
n (r, /c) == sup [no + P (^ + 1) + r + 1, nj, + P + r + 1]

(si la suite n^ est assez régulière, ce qu'on va voir être le cas). On
aura terminé (pour Q$ pour H, la démonstration est identique) si on
montre qu'on peut prendre rip == (4 p — 1) k + 1 (en tenant compte de
la longueur 1/2 (1 + r) de l'intervalle d'intégration [1/2 (1 + r), 1/1 + T]).
C'est ce qu'on va faire maintenant.

Rappelons la construction de la fonction p de Mather :

/^"n
,̂,,,),__il±î ,

r'W)^
2(1+T)

où a" (^, u) est une fonction définie pour les (X. i^eRXR^ tels que
S (X, ù) -^ 0, où po : R'4" -> [0, 1] est de classe C", identiquement égale à 1
sur [0,2p3], à 0 sur [4p3, + oo[.

Mather montre
ll^k^^l+l^,")]--^1^

k,X

où X est un compact de R^, si u € X.
La formule de Faa-di-Bruno {cf. démonstration du théorème 3.3.1)

donne alors immédiatement, en posant p^ (r, X, u) = po(-jr-—^ ) :

k

IIT^II ^V V II ̂  Ik^)" • II ̂  1 1 ^ { ^ } .||p^lk<.>^^ ^ ———(i + ̂ ———
y=l ii,...,ic,

Mais po est nul sur [4p3, ^-^[î donc p est nul dès que

Œ^^^p^l+T).
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Or par construction de cr (X, u), on sait (Mather [16]) : o- (X, u) ̂  —1—-.
2* ô (A, U)

Ainsi, p est nul quand ^ ^ =, 8 p3 (1 + r). On peut donc supposer

g n ^ ^ S p 3 (1 + T). Il vient alors
k

II - II ^V V (1 + T2^-^) . . . ( !+ T2/^-^))
II P^ |kx ̂  1 ———————————TT^—————————J f 1 + T(4/?-^

y=l
l

/ l+T

Si ^ (u) = p ^ ^ ^ (u) rfX, il vient alors
i

2(1+T)

( I - „ ^ 1 + T(^-^)^

IIP-II^^—T-TT—

En appliquant à nouveau la formule de Faa-di-Bruno aux fonctions
x ^-> ̂  et p^, il vientx

^r ^ 1 + T(4/)-l)^+l.
PT k,Xk,X

Et en appliquant cette fois la formule de Leibniz :

II Pr^ [kx = p^ ^1 +T(^-iH+i.
PT | ^ , X Â - , X

Ainsi les majorations annoncées sont démontrées. La vérification de
[a, (ii)] et [a, (iii)] du lemme est formelle, [a (i)] résulte de la formule inté-

/
T~4^

grale de Cauchy, de p (r, X, u) dX == 1 et de la formule1
2(1+T)

_1_ ^ r^ (f, u) ^ T,_, (z, u) ^
z - t T, (z, u) (z - t) ̂  T, (z, u)

0_ +y î^^")^-/- n ̂ Zj T. (z. u) t •
7=1

Comme dans le paragraphe 10 de Mather [16], on déduit immédiatement
de la linéarité de Q et de H dans le théorème 6.1.1 le :

6.1.3. THÉORÈME. — Soient Ei, . . . , E y des espaces de Banach, et û
un ouvert de Ei X .. . X Ey. Il existe des applications linéaires continues

Q : C"(Rxa)-^C"(RxaxR/'),
H : C"(Rxa)-^C"(i2xR/',R^),

telles que si /'€C°° (RXÛ), t€R, (oçû, ueR^, alors

f(t, &)) = Tp (t, u) Q (/•) (l, co, u) + R (t, H (/•) (co, u))



642 F. SÊRGÈRÀÈftT

et telles que si X est un compact de R X Û X R ^ (resp. de ÛXR^) il existe
un compact X7 de R X ti ̂  çue

II Q (0 \\r,St,...,s^k,X ^= II /'||r-t-(4^-lH+/?4-4,.îi,...,.? X'
(r, Si,..., s / j , k, X)

(resp. [| /!(/•) II,,,.,,, ,,x ^ ||/-||(^_i)^^»,,,,.., ,v,)
(A-i, . . . , . Ç ^ , Â - , X ) '

pour r, 5i, . . . , ^ , / c€N. •
6.2. DIVISION A PLUSIEURS VARIABLES. — Soit Bg la boule fermée de

rayon £ dans R^. Soit M une variété différentiable C00 compacte.

6.2.1. THÉORÈME. — Soient /*i, . . . , / m , gi, . . . , g î : MxB, -^R des
fonctions C00. 072 note

f,==f,\Mx{0}, g , = g , \ M x { 0 } .
On suppose que

TH q

(6.2.2) ^..C00 (M) +^R.^ = C90 (M).
i=l /=i

AZor5 if e^^e s'e^s], de5 constantes entières MA(/C€N) ^ de5 appli-
cations linéaires continues :

Q, : C00 (M) -^ C00 '00 (M xB,/) (l^i^ m),
H, : C^M^C^B,/) (\^j^q),

tels que, si /'eC30 (M) :
m q

f =2^ ̂ •î1 +2 H^/")-^
(=1 y=l

et tels que si /c€N, /'€C°° (M), 1 ̂  i ̂  TO, l^y^î :
\\^(f)\\r,^[\f[\^,

r,k

I I H/. (/•)|[, ^ll/ ' l^.
À'

Remarque. — On peut faire une remarque analogue à la deuxième
suivant l'énoncé du théorème 6.1.1.

Démonstration. — L'ensemble des points de M où tous les fi sont simul-
tanément nuls est fini; sinon on met facilement en défaut l'hypo-
thèse (6.2.2). De façon précise, le nombre de ces points est inférieur ou
égal à g. Comme la réalisation des opérateurs Qi et H/ est triviale au voisi-
nage des points (x, 0) € M X B, tels que fi {x) == fi (rc, 0) 7^ O pour un i,
on peut supposer, à l'aide de partitions de l'unité, que M == B est la boule
unité de R", et que 0 € B est le seul point de B où les fi sont simultanément
nuls.
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Soient Xi, . . . , ^ n les coordonnées de R71, ^i, . . . , X ^ celles de R^. ê^,
<^, <^,À désignent respectivement les anneaux de germes C00 en l'origine
de fonctions de source R", R^, R71 X R^ respectivement et de but R.

Soit 1 l'idéal de &x,\ engendré par les germes des /^. Le mor-
phisme d'algèbres difîérentiables p- : &\ — &^ ̂ /I induit par la projec-
tion R^XR^ -^ R^ est grâce à (6.2.2) quasifini au sens de Malgrange [15]
(on montre facilement que (&^\\^)®rn(ê>^) est un espace vectoriel de
dimension réelle finie). D'après le théorème de préparation de Malgrange [15],
il est fini, c'est-à-dire que p- fait de <^.>/I un ê^-module de type fini.
Tout élément de ^,/7I, en particulier les germes des fonctions coordonnées
Xi, . . ̂ Xn est donc entier algébrique sur l'image de p-.

On peut donc trouver des polynômes Pi à coefficients dans &\ :
i

P, (x, À) =xt,+^ a,,, (À) ̂ -s ( l^i^ n)
s=.l

qui sont éléments de I.
Une application répétée du théorème 6.1.3 montre alors qu'on peut

trouver des applications linéaires continues :

Q, : C00 (R71) -> C00 '00 (R72 x R71 </) ( l^i^ n),
H^ : C00 (R-) -> C00 (R^) [ï = (T., . . . , ïn) € N-, sup (yQ < Z],

telles que, si /'eC00 (R"), si ^CR", si (P^i^^eR^, alors
1 ̂  A- ̂  Z

" / ' \ - -
f (x) =^ ( ^ +2 (3,, .rf- l Q, (/-) (a;, (p,,)) + ^ H^ ̂  a;ïl • • • xln-

i=i \ S=l / 0^fi,...,Y^</

En utilisant un opérateur de prolongement C00 (B) -> C00 (R") {cf.
Seeley [26]), et en substituant a;^ (X) à ^,^, on réalise dans un voisinage
de B x { 0 }cBxB, la division de /'6C00 (B) par les P, (x, X), le reste étant
une combinaison des x^ = x\' . . . x]^, avec des coefficients fonctions de X.

L'une des versions du théorème de préparation de Malgrange implique
que les gi engendrent &x,\/i comme (^-module.

On peut ainsi exprimer les x^ comme somme d'une &x, ̂ -combinaison des
fi et d'une (^-combinaison des gi\ d'autre part les Posent des ê.y, ̂ -combinai-
sons des f^ En exprimant de la sorte les Pi et les ^T, on démontre le théorème
dans un voisinage de (0,0)eBxBe. Comme on l'a expliqué, la division
de jfpar les fi se fait sans difficulté au voisinage de {x, 0) 7^ (O, 0)eBxB£.
Un argument de compacité et une partition de l'unité sur B permettent
alors de conclure. L'existence des entiers yi/c résulte des formules donnant les
majorations de || Q (/*) || et || H (/*) || dans l'énoncé du théorème 6.1.3. •
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CHAPITRE 7

CODIMENSION D'UNE FONCTION

7.1. CODIMENSION D'UNE FONCTION. — Soient M une variété C00,
compacte, sans bord, / * : M - ^ R une fonction C00, et K un compact
de R dont l'intérieur contient /'(M). On considère l'application

O» : Difï00 (M) x Difî^ (R) -^ C30 (M)

définie par
^ CRI, ?2) = ^2 0 fo (pi.

Cette application est un ^-morphisme de classe C90 (3.3.6). Sa diffé-
rentielle en (id (M), id (R)) eDifT (M) X Diff^ (R) est définie par (voir
Dieudonné [6], VIII, 12, problème 9) :

d^ (id (M), id (R), ^, Ç,) = df.^ + ̂  o /.

où ^er°(TM), ^er;(TR), df^ + ̂ o/ 'er0 (^ TR).
On écrit plus simplement D = d^> (id (M), id (R)), et

Dfëi ,y=^i+^°/ 1 .

7.1.1. DÉFINITION. — La codimension de /, notée c (/*), est la codimen-
sion (réelle) de l'image de D dans 1̂  (/** T R).

7.1.2. REMARQUE. — $ est l'action du groupe DifT (M) X DiffK (R)
sur /'GC00 (M), si on munit Difï30 (M) de la loi de groupe opposée de la loi
ordinaire. Si le comportement de cette action suit son comportement
infinitésimal, on doit s'attendre à ce que l'orbite de f pour cette action
soit une sous-variété de codimension c (/*) de C00 (M). Ce sera précisément
l'objet du chapitre suivant.

D'autre part on peut identifier canoniquement F^ (T R) avec C^ (R),
et r°° (/** T R) avec C00 (M). Aussi pouvons-nous noter

D : r°° (TM) x C£ (R) -> C00 (M).

7.2. FONCTIONS DE CODIMENSION FINIE. — Soit f : M —^ R une fonction
de codimension finie c. Soit D : F" (TM) X C^ (R) -> C00 (M) comme ci-
dessus.

Si a€M, on note C^ (M) l'espace des germes en a d'éléments de C30 (M);
mêmes définitions pour FJ (TM), C^ (R), . . . .
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On suppose que df (a) = 0, c'est-à-dire que a est un point critique de /*.
Si b = /*(a), D induit par passage au quotient une application

D, : r;(M)xCnR)^C:(M)

et l'image de Da est de codimension finie d ̂  c.
Soient A = df.T^ (M) qui est un idéal de C: (M) (l'idéal « jacobien »)

et A. = A + (/•- f(a))\C: (M). Ici,/1- /•(a) est le germe a; ̂  f{x) -f{a\
autrement dit le germe de f « annulé en a ».

Si ^ec^ (R), on a
n—i

(^"/"m^^^) -/'(«))'
f==0

+ ^^^ffl^jf^1 - O'-1 ̂ ) [TO + (1 - 0 f(a)] dt,

d'où l'on déduit
71—1

Im D, c A, +^ (/' - f (a))1 R.
f=0

Q- ^ [^aW\ ibi Cn = dim^ .. / h on a donc

c^ ̂  d + n,

ce qui, pour n = d + 1 s'écrit

c^+i = Co + (Ci — Co) +... + (c^+i — Cd) ̂  2 d + 1.

Comme Co = 0, il existe k (1 ̂  /c ̂  d + 1) tel que
Cyfc —— C -̂l =0 OU 1.

Dans l'un ou l'autre cas, on aura [ma = idéal maximal de C^ (M)]:
nia. AA-I c Ays:

et donc
ma .(/•-/• (a))^1 c A + C; (M) (f - f (a))^

Mais df (a) = 0 implique f — f (a) € m\ ; ainsi

ma.(f-f (a))^ c A + ma (/• - f (a))^-1.

Le lemme de Nakayama donne alors

^(/•-/"(a^cA

et en particulier :
(/•~/W€A.

ANN. ÉC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 84
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Ainsi, si k est le plus petit entier tel que cette relation soit vérifiée,
on a

k—l

ImD.=A®^R.(f-/-(a)y.
i=o

A est donc de codimension réelle finie; c'est un idéal de définition de
Ç^ (M), et le point critique a est isolé.

Ces considérations justifient les :

7.2.1 . DÉFINITIONS. - Si a€M, si /•eC00 (M), et si &==/ ' ( a ) , alors :
(a) la codimension de f en a, notée c (/*, a) est la dimension (réelle) de

C:(M).
A ?

(6) la dimension de f en (a, 6), notée d (/, a, 6) est le plus petit entier k
tel que {f - /-(a^eA;

(c) ?a dimension de f en b, notée rf (/*, fc) est définie par

d(f,b)= sup d(f,a,b);
f(a)=b

si &^/*(M), on posera d (/, &) =0.

L'algèbre linéaire élémentaire et des partitions de l'unité donnent la :

7.2.2. PROPOSITION. — Si f : M -> R est de codimension c, f a un nombre
fini de points critiques; si açM et si b = /*(a), alors c (/*, a), d (/*, a, &),
d (/, b) sont finis, et

c==^c(f,à)-^d(f,b).
a€M 6€R

7.2.3. EXEMPLE : / > ( ^ y ) = ^ 5 + ^ 2 / 2 + 2 / 5 ; /•GC^O) (R2).
En calculant un peu, on voit que

m^^c^.C^o^R^+^o),

d'où l'on déduit (Nakayama) :

ADm^o).

On voit ensuite que
c(/.(0,0))=ll,

d (/,((), 0),0)==2.

Ce type de singularité est donc de codimension 9.
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On trouvera d'autres exemples intéressants dans Hendriks [11], et
Siersma [29].

Signalons un problème pour le moment presque sans solution, celui de
trouver une bonne majoration de d (/, a, fc), connaissant c (/, a), dim M.
Mentionnons cependant le résultat de Saito [23].

7.3. EXISTENCE D'UNE SECTION DE D. — Soient M, /*, K, D comme
ci-dessus. Soient /i, . . . , / c les éléments d'une base d'un supplémentaire
de l'image de D dans C30 (M).

On note désormais D, l'application

D : r00 (TM) x CR (R) x R^ -> C90 (M)

définie par
c

D (Ci, ̂  Ai, ..., À,) == df.^ + ̂  o f +^ ̂  /,.
i=l

On notera souvent
c

À = ( ^ , ....^eRs f=(A, ....^eC^M,^), V=^^eC°°(M).
i==l

7.3.1. PROPOSITION. — I I existe un 1-^-morphisme

L : C00 (M) — r^TM) x C£ (R) x R6

^ çuê D o L soit Vapplication identique de C00 (M).

Remarque. — Comme L est un l-J?-morphisme, L est linéaire (cf. défini-
tion 2.3.1).

Démonstration. — La proposition 7.3.1 résulte facilement du théorème
6.2.1. Mais on peut donner la démonstration élémentaire suivante. On
sait (7.2.2) que f n'a qu'un nombre fini de points critiques : ai, . . ., Op.
Soient Bi, . .., Bp des ouverts de M, contenant respectivement ai, .. ., a?,
et disjoints deux à deux. Soit U un ouvert de M n'ayant aucun point
critique de f dans son adhérence, et contenant le complémentaire dans M

p
de UB(. Soit (y, Ci, . . . , 9 p ) une partition C00 de l'unité subordonnée

i=i

au recouvrement (U, Bi, . . ., Bp) de M. On jpeut supposer que chaque Bi
est C°°-difféomorphe à la boule unité de R", le difféomorphisme étant défini
par des applications de coordonnées, x\, . . ., x^ de classe C00, de source B;
et de but R, et telles que x^ (a,) == 0 (1 ̂  i ̂  p , 1 ̂ -j^- n).

Il résulte de la finitude de la codimension de f {voir 7.2) qu'on peut
trouver un entier s tel que [x1^ Ci appartienne à df.V (TM). D'autre
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part, y appartient aussi à df.T' (TM), ceci du fait du choix de U, où df
n'est jamais nul.

Notons, si ïleC" (B,) :

î/,^)^ • • • > 4 )
1 (^...(^_Q^2(S — 1) 1 —^ ai î . . . a;_i 1

o^ai, ...,ay_i<5

X f(l-0-
•A

^ai+...+ay_i+^

(^o .̂..̂ ..,)^ .̂)- (0, ...,0,te^^, ...,rr)^,

^-^^(^y.^^
(^=(^...(4)^;

si a == (ai, .... a^eN" est un multi-indices, et si Y] == Y] (a '̂, . . ., x^)
est exprimé à l'aide des coordonnées de B». Ainsi, qi (^GC00 (Bi),
ra,.(ri)€R.

La formule de Taylor avec reste de Lagrange à l'ordre 5, appliquée succes-
sivement par rapport aux variables Xi, . . . ,o^ montre que, dans Bi :

n

^ = 2 ̂ l ̂  ̂ s + S ra^ (Yî) w;
|a|<^

si | a [ = | (a^, . . ., a^) | == sup (ai, . . ., a^).

Soient maintenant

Si» Sw (1 ̂  ̂ P, 1 ̂ J^^), Sla (1 ̂  i^p, [ a | < s)er00 (TM),

$2,a (l^^=p, | a [ < 5)€C^ (R), ^ (l^i^p, | a | < ^eR" tels que

P-d/".^
9,.(^=^.^,
Cp,.(.rT =df.^a+^a0/'+^/1.

Alors, si TiGC00 (M), on peut écrire
p \ n 1

'n = (? + ?i +... + ?„) TÎ = ̂  +^ ?. 2^'^^ ̂  + 2 ra^ (Yî) (̂
1=1 L7==i | a j < ^ J

[ /? / " \'
= df ^ + ̂  ( 2 ̂ .. (^ ̂ / + S r^ - (7Î) S^ )

î=i \7=i | a l < 5 / .

[ /0 ^ r p n -+ 2 2 ̂ ( l̂a o/-+ rs 2 ̂ (^ />l
î-=i |a|<,î J |_. ^'=1 |a|<.î J
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On peut ainsi poser
/ P / n v

L(rî)=^^+^;^^,(yî)Sw+ 2 ̂ -(^a),Sw+ 2j ̂ .'(^t
;==i \/=i |a|<5

^ ^

^ ^ ra,,(Yî)^,a, ̂  ^ i

i=i |a|<5 !=i |a|<5

\ i=l \/=l \a-\<s /

P P \

^ 2 ̂ . (T!) Sla, S 2 ra•( (y)) ̂  ) •

Alors L est un 1-^-morphisme [car L est linéaire, et on peut majorer
1 ?y,î (T!) \r en fonction de Y] ..^s où M^ est indépendant de r], et est une
section de D. •

CHAPITRE 8

ACTION DE DifT (M)xDifr (R) SUR C00 (M)

8.1. ÉNONCÉ. — Soit M une variété différentiable C30, compacte, et
soit f : M —^ R une fonction C90 de codimension finie c (cf. définition 7.1.1).
Soient D comme en 7.1, et fi, . . . , /*c une base d'un supplémentaire de
l'image de D dans C00 (M). Le but de ce chapitre est la démonstration du
théorème 8.1.1 précisant dans quelle mesure l'action du groupe
DifT (M) X DifT (R) sur C00 (M) est localement triviale; voir aussi la
remarque 7.1.2.

8.1.1. THÉORÈME. — I I existe un voisinage V de f dans C90 (M), et deux
G-morphismes faibles de classe C00 :

Si, s, : V -> Difr (M) x Diïî90 (R) x Rc

tels que, si

5i (9) = (?i, ?2; ^i, . . . , ^c); s, (g) = ( î, ^2; ̂ i, . . . , pt.c),

alors
/ c \

g = ? 2 0 / ' 0 î ( ? i +^^ifi = ̂ 0^ f +^^fi )o^.

i=l \ i=i /

L'existence de Sa montre que l'application

/ -• \
(x,^, ...,^)^^/•(^+S^/>.^),^, ....,^)

\ i=i ]
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de source MX If et de but RXR" est un déploiement universel de f au
sens de Thom [31]. On peut trouver une autre démonstration de ce fait
dans Thom [32].

Interprétation. — Considérons le sous-espace vectoriel V = V R fi
i=i

de dimension c de C00 (M), et l'action <î> du groupe DifT (M) X DifT (R)
sur C00 (M) définie par

^ (?1, ?2;/) = ?2 0/ '0 ^l.

On munit DiflT (M) de la loi de groupe opposée de la loi ordinaire pour
obtenir effectivement une action de groupe (cf. 7.1).

L'existence de s^ montre que, module V, tout g€C00 (M) assez voisin
de f est dans l'orbite de /*. L'existence de ^2 exprime que, si g est assez
voisin de f, g est dans l'orbite de f + v où v est un élément convenable
de V.

'OrbCf)

L'application
v \-> f + v

de source V et de but C00 (M) apparaît comme une section transverse à
l'orbite de f dans C' (M) {cf. chapitre 9).

8.2. EXISTENCE DE 5i. — Pour montrer l'existence de 5i, comme celle
de 53, on va appliquer le théorème 4.2.5.

Ici G va être le groupe additif R6, H le groupe DifT (M) X Diff^ (R), K
étant un compact de R dont l'intérieur contient l'image de M par /*,

€ > : R^xC^M)-^" (M)
va être définie par

c

<r(Âi, ...,Àc;/-)=/-+^v,Al, . . . , f.c;f) == f -|-̂  A i ,

1=1

ou en adoptant la notation abrégée du chapitre 7 :

^(^D=/"+V,
y : Diïï" (M) x DifK (R) X R'- -^ C" (M)
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est définie par
^(pi, ?2;/') = ̂ ofo cpi.

Si on pose, comme en 4.3.1 :

%(^? l»?2 , / l )=<I» (^W(cp„9 , , / l ) ) ,

alors
^ (0, id (M), id (R), /, X, ^, 1,) = T /\ |, + |, o f +1 f~ç C90 (M)

si XeR^

Ci e r" (M) = TidCM) Difî00 (M), ^ € C£ (R) w T^ (R) = T^ Difïg (R).

Ainsi, pour pouvoir appliquer le théorème 4.2.5., il faut trouver un
1-J^-morphisme de classe C00 :

M : Difî30 (M) x DifîS (R) x C30 (M) -> r00 (M) x C£ (R) x R^-

tel que si
M(^,^)=(U,,Î)

^s ^<

alors ^i, ^2, ^ soient solutions de l'équation

T(îp2 0/ '0 Cpl).|l +|2 0 (?2 ofo^l) +ïf = ̂

Appliquons à gauche l'opérateur ïy^, et composons à droite avec
y71 ; si on pose

^ == T î p i o Ç i o cp71 et ^2 == T^^1 0^2 o 92,

il vient
T f o ^ + [20/*+^(^Ï1 °f° ?T1) = ^21 ° y î ° ?T1-

On sait résoudre cette équation pour (<pi, ^2) = (id M, id R) ; l'opérateur
de résolution est l'opérateur L calculé en 7.3.1. On note L == (Li, L.2, Ls)
les trois composantes de L, et fi: ((pi, <pa) = ^çÇ1 0 fi ° y71. En particulier,
fi (id (M), id (R)) = f,. Par ailleurs :

c

fi (?i, 92) = T f. Li (/, (cp,, cp0) + L, (̂  (91, cp,)) o /• + ̂  L3, / (̂  (cpi, cp0) /•,.
7=1

Mais, par construction de L, L^j (fi) == ^,y (symbole de Kronecker).
Ainsi, pour (ci, 92) peu différent de (id (M), id (R)), la matrice (L^j (fi))i^i^c

i^/'^f
est inversible. Soit (X,,y ((pi, 92)) la matrice inverse. Il vient

C

fi =2 ̂ 7 (?l» ?0 [/'/ (?l» ?2) - T /'.Li (/•y (îpi, Cp^)) - L^ (/', (Cpi, Cp^)) o /•].

/=1
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D'autre part, posons "TJ == TÇ^ o y] o y^1. Alors
c

î) = T /-o L, (îi) + L, (̂  o f + ̂  Ls,< (ci)./,
î=l

En reportant dans cette dernière relation, la valeur précédemment
calculée pour /^ on trouve la solution suivante pour Ci, ^2, \ :

c c

i = L, (7i) -^ ̂  L3,, (7i) À,,y (91, 92) Li (/) (91, 9,)),
i=l 7=1

c c

|, = L, (7i) -^ ̂  Es,, (7i) À,,, (91, 92) L^ (// (91, 9Q),
;=1 /=l

c

^ =^j L3,/ (^) ^7, ^ (?!» ?0 (1 -= l ̂  C).

\ 7=1

On trouve enfin $1 et Ça par
^ <w

Si = '^PT1 ° Si ° ?i»
êî = 792 ola o 9ï1.

On a ainsi construit
M : (91, 92, 9)) }-> ((î, lî, î).

Que M ainsi construit soit un 1?-morphisme de classe 0°° résulte de la
proposition 7.3.1, et des théorèmes 2.3.7, 3.3.6 et 3.4.1. On peut ainsi
appliquer le théorème 4.2.5 et conclure à l'existence annoncée du £'
morphisme faible Si de classe C30.

8.3. EXISTENCE DE 52. — Pour montrer l'existence de ^2, on applique
encore le théorème 4.2.5; mais cette fois les rôles de DifT (M) X Difîl (R)
et de R" sont échangés. Aussi posons-nous G == DifT (M) X Diff^ (R)
et H = R^

0 : DifT (M) x Difî£ (R^ x C30 (M) -> C00 (M)
est défini par

^ (?i> ?2,/') = 9 2 o / > o 91,
W: R^C^M^C^M)

est défini par
W(^,f)=f+^f.

Toujours comme en 4.3.1, on pose

% (9l, ?2, V) = <1> (9l, ?2, ̂  (V)).

Alors
d% (id (M), id (R), 0, f, U ̂  = ̂ . t + ̂  ̂  + ̂ .
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Pour pouvoir appliquer le théorème 4.3.1, il faut trouver un 1-^-mor-
phisme de classe C00 :

M : ^ x C00 (M) -> r" (M) x C? (R) xR0

tel que si M (X, Y]) == (Ç^ |̂  ^), alors Ji, $2, ^ soient solutions de l'équation

(8.3.1) ^ ( / '+V) . 1+C.o ( / •+V)+^= ^

On sait résoudre cette équation pour X == 0; l'opérateur de résolution
est l'opérateur L calculé en 7.3.1. On voit qu'on se trouve dans une situa-
tion analogue à celle du théorème 6.2.1. C'est effectivement celui-ci
qu'on va appliquer. Comme f est de codimension finie, on peut trouver
des fonctions gi, . . ., g^GC00 (M) appartenant à A = T /'.F00 (M) et des fonc-
tions hi, . . ., hqÇC' (M) telles que

P y
^,.C"(M)+2R.^=C'°(M).

Ceci résulte immédiatement de la proposition 7.2.2.
Soient ^,i, ^,er"(M), ^,y,eC^(R), X/.e^ (l^i^p, t^j^q)

tels que
^=T/'°Çl,( (l^l'^P),

^•=î/ 'o^,/+^,/o/•+^

Posons alors

. <?<(a-,^=T(/'+V)°Si,i(a;),
A, (.r, V) = T (/• + V) o Ç,,, (a;) + ̂ ,, (/• (a;) + ^ f(a.)) + ̂ . f(x).

Les hypothèses du théorème 6.2.1 sont satisfaites. On peut ainsi trouver
des fonctions Q, et H/ (l:=i^p, l^j'^g), telles que

p i
^-S^^+S1^)7^

^•=1 7=1

II suffit donc de poser, si XeiV est assez petit, et si ^eC00 (M) :
P f/

t =2 Q. (^ ̂  +2 H; ̂ ) 0).^,,
;==1 7=1

<7

C.=^H/.(r))(^,,;,
7==l

y

^=^H,(Î))^).^,.
7=1

ANN. ÊC. NORM., (4). V. —— FASC. 4 85
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On a ainsi construit M : (X, Y]) ^ (^, ^, ̂ ) comme désiré. Que M soit
un 1-^-morphisme de classe C00 résulte de l'existence des entiers n/, dans
l'énoncé du théorème 6.2.1.

On peut ainsi appliquer le théorème 4.3.1 et conclure à l'existence
annoncée du X^-morphisme faible s^ de classe C00. •

CHAPITRE 9

STRATIFICATION DE C06 (M)

9.1. ESPACE A OPÉRATEURS STRATIFIÉ. — Soient E un espace topo-
logique, G un groupe topologique opérant continûment sur E, et e l'élément
neutre de G.

9.1.1. DÉFINITION. — Une stratification de (E, G) est une suite (E'),^
de sous-espaces de E disjoints deux à deux tels que :

n

(Si) pour tout n€N, \^J E1 est ouvert de E;
;=0

(82) pour tout i€N, E' est stable par G.

Soit S === (E^^N u•lle stratification de l'espace à opérateurs (E, G).

9.1.2. DÉFINITION. — S est une stratification localement triviale si
elle vérifie l'axiome suivant :

(SLC) Pour tout i€N, pour tout XoÇE\ il existe un voisinage V de 0
dans R1, V de Xo dans E, W de Xo dans l'orbite locale de Xo, une application
continue T : V -> Vy une application continue :

r=(r^r^i \) : v-^wxGxv
telle que

(a) F est un homéomorphisme sur son image;
(&) r = (T^ I\) : V -> W x V est un homéomorphisme;
(c) pour tout x € V, x = r^ {x). T (F, Çx)) ;
(d) xeT (V) implique 1̂  {x) = e;
(ô) si x appartient à l'orbite locale de Xo, alors

I\(:r)=OeV, et T^(x)==x.
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»rbCxo\

L'application T est une section transverse à l'orbite de Xo en Xo.

Remarque. — On comparera ces définitions à celles de Cerf [5], chapitre 1.
La comparaison peut notamment être éclairée par la :

9.1.3. PROPOSITION. — Soit S = (E')^N une stratification localement
triviale Sun espace à opérateurs (E, G).

Alors : pour tout i € N, pour tout Xo € E1, il existe un voisinage V de 0
dans T{\ une stratification % = (F-7),^/^ de (V, Go) {où Go est le groupe

i

nul) telle que V = \^J F7, il existe un voisinage V de Xo dans E, un voisinage
/•=0

W de Xo dans V orbite locale de Xo, et un homéomorphisme

€> ==(d^,<D,): V-.WXV

tels que x € E-7H V équivaut à x € V et ^ (x) € F7.

Démonstration. — Si i€N, si XoÇE1, soient V, 'V, W, T, F comme dans
la définition 9.1.2.

On pose $ == F, de sorte que $^ = F^ et ̂  = F),. Alors $ est un homéo-
morphisme d'après (SLC)6. Soit Fy = T-1 (^nE7) (O^'^i). L'axiome

i

(Si) assure que si V est assez petit, \ ] F7 == V. D'autre part (SLC)c
7=0

implique que xeE^V équivaut à T (F, {x)) € E^'n^ [grâce à (S<Q]
et donc à F), (x) = ̂  {x) € F-7.

Interprétation. — On peut interpréter la proposition 9.1.3 en disant
que, au voisinage de XoÇE\ la stratification S est le « produit » d'une
stratification ̂  d'un ouvert de R' par une stratification triviale; l'étude
de la géométrie de S au voisinage de Xo est ainsi ramenée à l'étude de
celle de S^.
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9.2. STRATIFICATION NATURELLE DE C00 (M). — Soit M une variété C60

compacte, sans bord. On note ^CC90 (M) le sous-espace constitué des
fonctions de codimension c (c€N). Soit G == DifT (M) X DifT (R), groupe
qu'on fait opérer sur C30 (M) par la loi de composition

(Pl*^) f = ? 2 0 / * O Î ? i .

9.2.1 DÉFINITION. — La stratification naturelle de (C" (M), G) est la
suite (^),eN.

L'axiome (S2) est trivialement vérifié; l'axiome (Si) résulte de la :

9.2.2. PROPOSITION. — Soit feC' (M) de codimension finie c. Alors il
existe un voisinage V de f dans C00 (M) composé de fonctions de codimension
^c.

Démonstration. — Soient (/*i, . . ., fc) == fies fonctions construites en 7.3.
En vertu du théorème 8.1.1, il suffit de vérifier que si X est assez petit,
f + ^ f a une codimension ̂  c. Or ceci résulte du fait que si 5i est assez
petit, on peut, pour tout ^, résoudre en ^i, ^2, ^ l'équation (8.3.1). •

Pour étudier la stratification naturelle de C00 (M), on aura besoin de
la :

9.2.3. PROPOSITION. — Soit /"e^, et soient (/*i, . . . ^ / ' c ) =f les fonc-
tions construites en 7.3. Alors f + X f appartient à l'orbite locale de f
implique A = 0.

Démonstration. — II faut trouver un voisinage 'U de e = (id (M), id (R))
dans G tel que f 4- A fe^U./* implique X == 0. Prenons pour *U un voisinage
assez petit de e pour que tout point (yi, ^2) de IL puisse être joint à e par
un chemin différentiable dans "U, et pour que ^ifCV, où V est le voi-
sinage de f dont l'existence est affirmée par le théorème 8.1.1. Soit

s, = (5l, sj, si) : C00 (M) — DiiT (M) x Difr (R) x R0

comme en 8.1.1.

Supposons que (yi, 92)0 IL et que

? 2 o / " o c p i ==f+ V
pour un X ̂  0.

Soient ^, ^2 : 1 = [0, 1] -> DiiT (M), DiCT (R) deux chemins différen-
tiables d'origines id (M), id (R) et d'extrémités yi et 92.
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Posons, pour (€ l :

^ (f) == ^, (/) o [s^ (^ (0 o fo ̂  (f))]-1 e Diff" (M),

^ (0 = [si (^ (0 ° f" ^i (O)]-1 ° ̂  (OeDifï- (R),
À(0=s^(^( / )o/-o^(0)sR. .

Les propriétés de s-s (8.1.1) impliquent

(1) ^ (0° / " °Xi (0= / '+^ (0^

Comme Ss est de classe C", on peut dériver par rapport à ( :

(2) ^f0^ (0 + ̂  (0 ° . fo^ = r (t)f.

Mais, ^ étant supposé fixé, on peut aussi différencier les deux membres
de (1) :

(3) T^ (0 o T fa ̂  (0 = T /• + À (0 T/^

La comparaison de ces trois relations donne la suivante :

(4) . (/•+ ^ (Of).^ (O-1 o^° + ̂ o ̂  (o o (/•+ ^ (07) = ̂  (o/^

Soit toÇÏ tel que X' (to) ^0. Compte tenu de la remarque déjà fait
que l'équation (8.3.1) admet pour tout T] une solution en Ji, ^2, 5i, compte
tenu de la définition de la codimension d'une fonction (7.1.1), ceci implique
que la codimension de f + À (to) f est ^ c — 1 ; mais ceci contredit le
fait que f + ^ (<o) /* est dans l'orbite de /*. •

9.2.4. THÉORÈME. — La stratification naturelle de C30 (M) est localement
triviale.

Démonstration. — Soit fe^0', soient f comme en 7.3, Vo,

Si, s. : V, -> Difr (M) x Difî30 (R) x R0

comme dans le théorème 8.1.1.

Soient 'U un voisinage de e € G, et Vo un voisinage ouvert de 0 dans R''
tels que OL. f + Vo fC Vo. Le théorème 8.1.1 implique que V, = 'U. f + Vo f
est un voisinage de /*. Si '11 est assez petit, on peut supposer (9.2.3) que
(^^)n(^+Vof)={n.

Soit Vi un voisinage ouvert de 0 dans R0 tel que ViCVo.
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Si g çU, notons T^ l'ensemble des feÇg.f+ Vo/1) tels que ^ (/^eVi
(en gardant les notations de 9.2.3).

Comme s^ est de classe C", que, par construction, la restriction de s}
à Te est l'application identique, si IL est assez petit, la restriction de s}
à T^ est un C°°-difféomorphisme T^ —^ Te.

On pose
V=Vo,

-u^
^eoi

^=^11.f,

T(À)= / *+Àf (ÀeVo),
r,(D=^(no/-o5;(n (fe^),

rx(D=^(r) (f€^),
r, (n = (̂  (n^ 0 (Fe^).

Cette construction et les propriétés de Si et s^ (8.1.1) montrent alors
immédiatement que l'axiome (SLC) est vérifié. •

9.2.5. REMARQUE. — On pourrait demander, dans l'axiome SLC que
r^o. {x) ne soit en fait qu'une fonction de 1̂ , (a;). La représentation-produit
WxV->V serait alors définie par (w, X) ̂  1̂  (w) .T (X). La structure
de (E, G) serait plus claire et plus simple au voisinage de Xo. On va montrer
par un exemple simple que dans C30 (M) on ne peut trouver une telle struc-
ture. Supposons M == R (le défaut de compacité n'a pas d'importance)
et f : R — ^ R définie par f' (x) == x3. Alors /'ç^1, et une section trans verse
est définie par T (X) == x3 + ^ x- O11 t^t ^ii* sur C00 (R) le groupe
G == DiflT (R)4-® (R)? où ^ (R) est le groupe des translations agissant
au but (un autre difféomorphisme agit au but comme agissent simultané-
ment un difféomorphisme à la source et une translation au but). Il est
facile de voir que G agit fidèlement « au-dessous » (X ^- 0) de l'orbite de /,
et que, par contre, le groupe d'isotropie d'un élément situé « au-dessus »
de l'orbite (X > 0) n'est pas nul. Ce phénomène, variation non continue
du groupe isotropie, interdit l'existence d'une structure comme envisagée
ci-dessus.

9.2.6. La structure de la stratification « naturelle » décrite ci-dessus
présente beaucoup de pathologie dès que la codimension n'est pas petite;
voir à ce sujet Hendriks [11]. On peut définir d'autres stratifications,
à la géométrie beaucoup plus intéressante [cf. Thom [32], Mather [18],
[19]) ; mais ces dernières ont un rapport moins étroit avec l'action de
Diff (source X Diff (but).
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