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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Norations. — Soient M, N et P trois variétés différentiables
de classe C*, éventuellement & bord. C" (M, N) est ’espace des appli-
cations de classe C" de source M et de but N (0 ==r = J-00). 5Si N =R,
on note simplement C (M,R)=C (M). Si 0=r < 4 o0, Diff" (M)
est 'espace des C’-difféomorphismes de M.
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Si m: E - M est un fibré vectoriel de classe C°, de fibre un espace de
Banach, I (n) est ’espace des sections de classe C" de n. TM ou T (M)
notent le fibré tangent de M, et on notera souvent I (M) au lieu de I'" (TM).

Tous ces espaces sont munis de leur topologie habituelle. La variété
source sera toujours compacte, ce qui dispense de choisir entre topologies C”
ou C".

Si M’ est une partie de M, Cy (M) désigne le sous-espace de C" (M)
constitué des fonctions nulles dans le complémentaire de M'. On interpréte
de méme Iy (1), s1 = est un fibré vectoriel sur M (sections nulles dans le
complémentaire de M) et Diffy, (M) (difféomorphismes induisant I’identité
sur le complémentaire de M’).

Une 1négalité écrite f (a, b) % g (a, b) signifie que pour tout b il existe

une constante C, telle que, pour tout a, f (a, b) == C, g (a, b). Par exemple,
si a, n €N, on pourra écrire (1 4 a)* =~ 1 4 a”. Cette convention permettra

de ne pas écrire les trés nombreuses constantes intervenant dans ce travail.

Pour éviter toute ambiguité, si la constante ne dépend d’aucune lettre,

on écrira =~ pour signaler qu’on utilise cette convention. Ainsi f (a, b) =1
* *

signifie simplement que la quantité f(a, b) est bornée.

Dans un texte, la lettre e désigne I’élément neutre d’un groupe; si
plusieurs groupes sont en jeu, le contexte permet de savoir de quel groupe e
est élément neutre.

On utilisera souvent la notation z, ¥, é, 7, ...; le chapeau signifie qu’il
s’agit d’un « accroissement » ou d’un « vecteur tangent » sur lequel opére
une application dérivée, ou un opérateur différentiel, ou une application
tangente, .... Ainsi, & la notation classique dy = f’ (z) dz, préférons-nous
y = f' (z).z, plus légére quand le nombre de ces « accroissements » devient
élevé.

On sait décrire l'isomorphisme canonique, qui définit le premier
membre :

¢ (M, ¢ (N, P)) ~ C" (MxN, P).
Si feC (M, C (N, P)), ou si f€C"(MXN, P) ceci permettra sans autre
explication de noter indifféremment f (m) (n) ou f (m, n); on utilise I'une
ou ’autre notation selon les besoins; dans un texte, on peut passer sans

précision de l'une a P'autre. Par exemple, si £ est un vecteur tangent
en x€M, et si f€C (M, N), alors on peut écrire

f'@.8 =1 (xf)

1.2. InTRODUCTION. — L’origine de ce travail est la recherche d’une
démonstration du théoréme 9.2.4 affirmant la locale trivialité de la stra-
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tification « naturelle » de I’espace C” (M) des fonctions numériques diffé-
rentiables définies sur une variété M.

Si on traduit analytiquement ce probléme, on voit que la solution peut
relever de théorémes de fonctions implicites du type inventé par Nash [22]
pour traiter du plongement euclidien des variétés riemanniennes. Des
généralisations ou améliorations du théoréme de Nash dans diverses
directions ont été données par J. Schwartz ([24], [25]), Moser ([20], [21]),
Arnold [3], Kolmogorov [13], Steinberg [30], Antoine [2], Hamilton [8],
Jacobowitz et Greene ([7], [12]). Les améliorations données ici concernent
le « cas C* » (qui a aussi été traité indépendamment et d’une autre fagon
par Hamilton [8], et Jacobowitz et Greene [7], [12]), et surtout la dépen-
dance des paramétres. On peut résumer cette amélioration en disant que
si les données sont C°, la fonction implicite trouvée est C* (cas p =00

dans 4.1.1).

Pour expliquer la nature de ce théoréme de fonctions implicites, suppo-
sons qu’on ait une application ® : C* (M) - C” (N) qui en un sens raison-
nable soit de classe C', et telle que ® (0) [application linéaire de source
C" (M) et de but C” (N)] soit surjective et admette une section
L:C" (N) > C* (M). On espére alors que ® admet aussi une section locale.
Si on veut appliquer le théoréme des fonctions implicites classique, il faut
une majoration du type || L (f) ”léz— | /|l Or dans le probléme envisagé

ici, et dans bien d’autres, on dispose seulement d’une majoration du
type || L () [l < || fllice ot @ est une constante entiére appelée « perte
14

de différentiabilité ». Il faut alors avoir recours a un procédé techniquement
assez fin inventé par Nash et rendu nettement plus utilisable par Moser
par 1'usage de la « méthode de Newton ». La démonstration du théoréme
de fonctions implicites que nous voulons utiliser occupe le chapitre 4.

On voit que ce théoréme fonctionne dans une catégorie baptisée caté-
gorie £ dont la description occupe le chapitre 2. Le fait que le composé
de deux morphismes soit un morphisme (2.3.7) est non trivial et cache
beaucoup d’informations (voir par exemple la démonstration du théo-

réme 4.2.5).

Les conditions exigées pour étre un objet ou un morphisme de £ sont
assez contraignantes. Le but du chapitre 3 est de montrer que les espaces
et applications qui nous occupent sont bien des éléments de £. Le lecteur
pressé peut se contenter de cette constatation.

Dans le chapitre 5 on applique le théoréme de fonctions implicites (4.1.1)
a ’étude de la locale trivialité de ’action de conjugaison de Diff” (T")
sur lui-méme. Cette application me fut proposée par Herman qui sut
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déduire du résultat la simplicité de la composante connexe de I’élément
neutre de Diff” (T") [9].

Le chapitre 6 est occupé par la démonstration d’un théoréme de « prépa-
ration » (6.2.1) trés voisin d’un cas particulier du théoréme maintenant
classique de Malgrange-Mather ([15], [17]). La précision concerne la diffé-
rentiabilité des coefficients Q; (f) et H; (f) (cf. énoncé du théoréme 6.2.1).
Ce résultat est utilisé au cours du chapitre 8.

Dans les chapitres 7, 8 et 9, on étudie la stratification « naturelle » de
C” (M). Dans le chapitre 7 on définit la codimension d’une fonction, et
on donne quelques propriétés des fonctions de codimension finie; dans
le chapitre 8 on étudie l'action du groupe Diff” (source) X Diff* (but)
sur les fonctions de codimension finie, et au chapitre 9 on déduit la locale
trivialité de la stratification naturelle de G (M).

Des démonstrations résumées de ces résultats ont fait I'objet de trois
Notes aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences ([27], [28] et [10]),
dont 'une en collaboration avec Herman.

On doit noter que G. Lassalle a présenté au Colloque international de
Strasbourg de juin 1972 une démonstration plus simple du théoréme 9.2.4
n’utilisant pas le théoréme de fonctions implicites 4.1.1.

CHAPITRE 2

LA cATEGORIE £

Le but de cette section est de définir la catégorie ou fonctionne le
théoréme de fonctions implicites qui fera ’objet de la section 4.

2.1. Les oBJETs DE £. — Un objet de £ est un quadruplet (B, E, 9T, &)
ou :

(a) E est un espace de Fréchet;

(b) 9t = (| . |:)ien est une suite croissante de normes définissant la
topologie de E;

(c) 8 = (S (t)).ery est une famille & un parameétre d’opérateurs
« d’approximation » : S(¢t) : E > E, (t€]0, co [=R;), telle que

2.1.2) SOzl = Bl (i keN, teR}, z€E),
oy
(2.1.3) SOz —zl= 2l (keN, (R}, €E).
i,
(d) B est un ouvert de E ou E est muni de la topologie définie par I'une

des normes | . . On notera ® (B) I'indice de cette norme (qui fait partie
de la donnée du f£-objet).
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Quelques commentaires pour éclairer cette définition. Notons E; espace
de Banach obtenu en complétant E relativement a la norme | . ;. Le fait
que la suite I soit croissante implique que si ¢ <~ j, I’application identique
E — E se prolonge en une application continue p;; : E; > E; qui sera
souvent une injection. Dire que la topologie de E est définie par la suite 9t
c’est dire que E s’identifie & la limite projective

lim (Ei, Pj, l')N'
<

On peut justifier maintenant le nom d’opérateur d’approximation donné
a S (t); les inégalités (2.1.2) montrent que S (t) se prolonge en S (¢) : E, -~ E
continue : S (¢) « approche » un élément de E, par un élément de E; les
inégalités (2.1.3) expriment la qualité de ’approximation (bonne si ¢
est grand), et les inégalités (2.1.2) la « grandeur » de I’approximation
(élevée si I’approximation est bonne).

On peut résumer ceci en disant qu’un £-objet est un ouvert d’un espace
de Fréchet munt de bons opérateurs d’approximation.

2.1.4. DEriniTioNn. — Soient (B, E, 91, 8) et (B, E’, 9U,8’) deux
£2-objets. B

L’objet (B”, E”, 9", 8") ou :

(a) B” =BxB’;

(b) E" = EXE’;

@ ey li =zl +lyl;

(d) 8" (1) (x,y) = (S () =, S' (1) y)
est, comme on peut le vérifier immédiatement, un £-objet qu’on appelle
produit des deux £-objets (B, E, 9(,S) et (B, E', 9, &").

2.1.5. Deérinttion. — Un  £-objet (B, E, 91,8) est i-borné (1E€N)
si B est borné dans E pour |. |.

Au lieu du £-objet (B, E, 91, S), on parlera souvent par abus de langage
du £-objet B, les termes E, 91, S étant clairement définis par le contexte.

2.1.6. DerinitioN. — Un triplet (E, 91, 8) est un £-espace de Fréchet
si le quadruplet (E, E, 9, S) est un £-objet.

2.2. INEGALITES DE CONVEXITE.
2.2.2. Tutorime. — Soit (E, 91, 8) un L-espace de Fréchet. St x€E,
si.p, ¢, TEN avec p = q < r, alors

r—q  g=p
(2.2.2) lzly = |zP=rlal—".
L "
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- Démonstration. — D’apreés (2.1.2) et (2.1.3), on a pour tout t€ER] :

}xi,,é]S(t)x1,,+[x—S(t)x|q(p_4q_r)t'l*f’|_x],,+t¢-r|x[r.

Si on fixe z, la fonction de ¢t figurant au troisiéme membre atteint son

minimum pour
1

-l

La valeur de cette fonction en ¢, est

[ 1=r r—q 0 a—p
r—q\ =7 (9=P\ "\ pii=r | xi=r
(=) 7 e
<q - P> r—gq | 1” e,
D’ou l'inégalité (2.2.2). =
Le théoréme 2.2.1 établit un lien entre ’existence de « bons » opérateurs
d’approximation, et l’existence de relations de convexité entre les

normes | . |,. L’inégalité (2.2.2) [dite d’Hadamard si E = C* (M)] sera

constamment utilisée dans la suite.

2.3. MorpuisMEs DE £. — On notera toujours |.|; la ™ norme
figurant dans la donnée d’un f£-objet, norme définissant partiellement
la topologie de I’espace de Fréchet dont I’objet est ouvert. '

Soient B un £-objet, E le £-espace de Fréchet correspondant, Fy, ..., F,,
G d’autres f£-espaces de Fréchet. Soit

f: B>L(F x...xF, G)

une application. On note encore

f: BxF,x...xF,—~G

P’application (linéaire en chacune des ¢ derniéres variables) définie par f.

2.3.1. DeériNiTION. — [ est un ¢-£-morphisme de classe C" (0 = r =~ 0),
si f vérifie les conditions (a) et (b) ci-dessous :
(a) pour tout k(0 <k <r+ 1) on peut trouver un entier positif
di > w (B) tel que, pour tout t €N,
fi BXFiX...xXFp | liea) > Gl . 1)

soit de classe C*. Ceci signifie que f est de classe C* comme application de
BXF(X...xXF, ouvert de I’espace vectoriel EXF,X...XF, normé
par | . |i.q dans ’espace vectoriel G normé par | . [. On utilisera souvent
cette notation.

St I <r 41, la différentielle d'f ne dépend pas du choix de k1,
ni du choix de i; on peut donc parler de la différentielle d'f. En fait,

ANN. EC. NORM., (4). V. — Fasc. 4 79
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comme f est linéaire en les g derniéres variables, les dérivées par rapport
a ces variables ne présentent pas d’intérét. Aussi notera-t-on toujours d'f
la dérivée partielle d’ordre | par rapport & la premiére variable. Ainst

df: BxF,x...xF;xE > G.
On demande alors :
(b) pour tout k < r 4+ 1, 'application
df: BXF,X...xF,xEf>G
vérifie
(2.3.2) | df @ g - Yos Ber oo B0

(lé”(1+ix|i+dk)|yl[0...qu|0|®,|,,... | & o

q
F Xl e Tl [ gelica | Grsalo oo 1Yl &1 oo | o
=1

k
+Z|y110---|yq|01§31[0---[fl—tlolfllli+d,(|fl+l|o...|:f:k|o,
=1

si 2€B, si y€F, (1=1-q), et si £,€E (1 =1 Lk).

2.3.3. DérinitioN. — Une suite (di),_x<,., vérifiant (a) et (b) de 2.3.1
est une suite associée a f. Si, pour k <r + 1, d;, > di, alors (d})osrcris
est aussi une suite associée a f.

2.3.4. REMARQUE. — 51 f est un ¢-£-morphisme de classe C", alors
d*f est un (q + k)-£-morphisme de classe C* si k <r -4 1 et réci-
proquement, si f est un p-£-morphisme de classe C7, et que d"f est un
(p + r)-£-morphisme de classe C’, alors f est un p-£-morphisme de classe
C+. Cette remarque est a la base de nombreuses démonstrations par
récurrence dans la suite.

2.3.5. REmarque. — Si, dans les mémes conditions qu'en 2.3.1,
le £-objet B est un produit B;X ... xB, de f£-objets, et si on fixe p’
variables parmi les p premiéres, et ¢’ variables parmi les ¢ derniéres, la
« section » de f ainsi obtenue est un (q¢ — ¢')-2-morphisme de classe C”
de source (Bp.X...XBp)XF,iX...XF, par exemple.

Souvent dans la suite, ¢ sera égal a 0. On parlera alors simplement de
2-morphisme de classe C'.

2.3.6. DErFiNiTION. — Supposons que dans la définition (2.3.1), on
permette a ’entier d; de dépendre non seulement de k, mais aussi de i,
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de sorte qu’il faudra écrire par exemple :

f: (BXF1X...XF¢,|-|i+dk)i)”*(Gs[-|i)

est de classe C* pour k <r 4 1.

On suppose en outre qu’on n’exige plus de f'le (b) de la définition (2.3.1).
On dira alors que f est un g-£-morphisme faible de classe C'.

Cette définition peut paraitre artificielle; elle sera justifiée par I’énoncé
du théoreme 4.1.1.

2.3.7. Tukorime. — Soient B, C des £-objets, E, F les L-espaces de
Fréchet correspondants. Sotent Gy, ..., Gp, Hy, ..., Hy, K, d’autres £-espaces
de Fréchet. On suppose B 0-borné (cf. définition 2.1.5). Sotent f: B - C
un £2-morphisme de classe C', gi : BXGy o iai o1 X oo XGavo va, > Hi
des a;-L£-morphismes de classe C° (1 <1 <q, o, ..., %, étant des entiers
de somme p), et h : CXxH, X ... xH; > K un ¢-£-morphisme de classe C’.

Soit F : BXGy X ...XG, > K lapplication définie par
F@y, . y)=h(@; @y, ¥a) s 9 @ -5 Yp))-

Alors F est un p-£2-morphisme de classe C'.

BXGyxX-evceoeees x[-‘,&jx ..... XGP"“q'H Xeeooooo xep }__
2 AN 4
fM—‘% ﬁl 9g
Cx Hy Xeooooos X Hq
N— ~ 7
Y
K « F

Nous aurons besoin pour la démonstration de deux lemmes.

2.3.8. LEMME. — St ay, ... ,ap, %y, ..., 2, €ER  ets1 0 + ... + =1,
alors
(2.3.9) ay...ayp Z a+...4 a,

P [CT &p)

Démonstration. — Exercice.
2.3.10. Lemme. — St @/, by, ..., by by, ..., b, @, By, ..., B,€ERT,
st P> a0, ...+ B, et st biZb (1 L1L9q), alors

ol N O o B
@.3.11) (1 +ayb 7 b7 b b7

q
Ly Db Db b bbb
(X Py enny g7 =1
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Démonstration. — Supposons d’abord a’ > 1. Alors le premier membre
de (2.3.11) est majoré par
B B B By
2.3.12) 2a B T BT b b
1 q T
Soit

F=a+8 +...48,<r.

& &% ~

Comme ¢’ > 1, onaa < a", et comme b; = b, on a

rB B B B
TZb 7 b

Donc le premier membre de (2.3.11) est majoré par

& "'_Bi Bt "'*6!/ p’q

2d7b 7 V7. b7 b7
1 1 q q

5, 8,
A 8
_2b1...b,,[a <F> <-b;> ]é2b1...bq[a +E+"'+E,]’

d’ou la majoration (2.3.11).
Si @’ <1 on remplace « par 0 dans la démonstration ci-dessus, et on
aboutit 4 la méme conclusion.

Démonstration du théoréme 2.3.7. — On montre d’abord le théoréme
pour r = 1.

D’abord :
dF @, Y15 -5 Ygs &) = AR (f ()5 915 - - -5 945 df (2, £))

q
R @) Gis -5 G QG @, Yorvmiirts o5 Yoo vars B Givts -+ o5 Go)-
=1
Donc en utilisant que k est un ¢-£-morphisme de classe C*, on peut trou-
ver un entier d tel que

[AF @, 40 - Yy =+ 1 f @) o) [ g lo - [ o Lo df o

q

AN gl geliva L gr ol df o 4 T gilo-- | gy 1o | df e

=1

XA+ @) gilo---1dgilo-- -] gqla

=1

q q
+ D g gl gl L g lo+ 2 gilo o L dguliaa e gy o

I,m=1 =1
l£m
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En utilisant maintenant le fait que f, gi, ..., g, sont des £-morphismes
de classe C', on obtient une majoration de A = |dF (z,ys, ..., ¥y, Z) |
par une somme de termes de la forme

A=A+ [2* A+ 2l | Yl U |, | £ o,

ad+ @@ +2d) +r+...+n+0Li+2d+(@q+1)d=1i+ 3.

Soit s = i + &,; alors en utilisant les inégalités de convexité (2.2.2)
et en se souvenant que B est 0-borné, il vient
ad i+2d §—Ty I s—1Nq g s—0 ©®
A%Z(l izl A Txl) gl Tyl el Tyl 18] |82

ad+i+2d §—T1

= U EI I PARE IR

=@

Le lemme 2.3.10 permet alors d’affirmer :

A=@ A1z gl 1Yrlo[ 2o
4
A2yl Ly o gl L g lo o 1B lo 1810+ 1 Galo- - [ Bglo | £ 1o
(=1

Un calcul analogue montre Pexistence d’un ¢, tel que
g q

q

[ F@ys )= A+ 1xla) [galo- - 1o lo A Yo e Y liv o1 Yg loe

(=1

Ceci montre le théoréme 2.3.7 pour r = 0, 1. Supposons celui-ci démontré
pour r — 1; et démontrons-le pour r. On sait que F est un ¢-£-morphisme
de classe C'; il suffit de montrer que dF est un ¢ 4+ 1-£-morphisme de
classe C"~*. Or

l]
dF = dh (f; g, -+ > 9g» Af) + D0 (F5 Gis - s Gimss dGts Grns - -5 Go)-

=1

L’hypothése de récurrence, montre, par des substitutions convenables,
que chacun des ¢ + 1 termes constituant dF est de classe ("~*. Donc F
est de classe C.

Le théoréeme 2.3.7 est démontré. =

2.4. £-NotioNs. — On peut définir dans la catégorie £ beaucoup de
« £2-notions », par des procédés de construction analogues a ceux utilisés
dans d’autres catégories. On expose maintenant les £-notions utilisées
dans la suite de ce travail. '
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2.4.1. L-variétés de classe C’. — Soit V un espace topologique; une
structure de L-variété de classe C” sur V est une famille (O;, 9i),e; oU :

(a) (O:),e1 est un recouvrement ouvert de E;

(b) pour tout i, ¢; : O; - B; est un homéomorphisme de O; sur un ouvert
0-borné B; d’un L-espace de Fréchet;

(c) pour tous i, j, 'application de « changement de carte »
¢ie9r't 9(0in0)) —>9;(0:n 0y
est un £-morphisme de classe C.

2.4.2. L-morphismes de L-variétés. — Soient V, W des £-variétés de
classe C', Ey, ..., E,, F des £-espaces de Fréchet. On définit sans diffi-
culté la notion de £-morphisme de classe C" de source V et de but W, ainsi
que celle de m-£-morphisme de classe C" de source VX E,;X...XE,
et de but F. La précision que B; est 0-borné en 2.4.1 (b), et le théo-
réme 2.3.7 assurent la cohérence de ces définitions.

2.4.3. £-groupes. — Un £-groupe de classe C" est une f£-variété de
classe C’, G, munie d’une structure de groupe ¢ : GXG — G telle que :

(@) ¢ : GXG - G est un £-morphisme de classe C7;

(b) v : G > G définie par ! (z) = 27" est un L£-morphisme de classe C".

2.4.4. L-actions de £-groupes. — Soient G un £-groupe de classe C
et V une £-variété de classe C’. Une application ®: GXV — V est une
£-action de groupe si :

(a) @ est une action de groupe;

(b) ® est un L£-morphisme de classe C'.

CHAPITRE 3

ExEmMPLES DE £-OBJETS ET DE £ -MORPHISMES

3.1. OUVERTS DE SECTIONS D’UN FIBRE VECTORIEL. — Soit = : E > M
un fibré vectoriel réel de dimension finie sur la variété différentiable
compacte M.

On sait munir I'" () de normes | . |; ({ €N) qui font de I'" (%) un espace
de Fréchet (cf. par exemple Abraham [1], chapitre 2).

D’autre part on peut construire (Nash [22], J. Schwartz [24], [25],
Moser [20]) une famille & un paramétre d’opérateur d’approximation
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S(t) : I (n) > I'" (n) (tER;) qui vérifie les inégalités suivantes :

3.1.1) ISU x|ms < x| [i, keN, xeI! (), te R],
(k)
3.1.2) lz—S@O x| <Lt s [i, ke N, zeI'+* (n), te R;],
(i, k)
3.1.3) lim|z—S@z|;=0 [ieN, zeI' (1)].
(> w

Ainsi, si B est un ouvert de I'" (n), le quadruplet (B, I'" (n), (| . |:),en, S)
est un £-objet.

3.2. OuvERTS D’ESPACES D APPLICATIONS. — Solent M et N deux variétés
différentiables C°, M compacte; soit C” (M, N) I’espace des applications C*
de M dans N.

On munit N d’une métrique riemannienne I, compléte et de classe C”.

O définit une application « exponentielle »
e: T(N)—>N
définie par :

St £€T (N), st ez : R—> N est définie par e (t) = e (tE), alors e est
une géodésique et dTeta (0) =¢.

Soit € : T (N) > Nx N définie par ¢ = nXe ou 7= : T (N) - N est la
projection canonique 7 : T (N) - N. On sait que ¢ est un C”-difféomorphisme
d’un voisinage V de la section nulle de T (N) sur un voisinage W de la
diagonale de N X N. On suppose que V est localement borné, c’est-a-dire
qu’au-dessus d’un compact de N, la norme d’un élément de V est bornée.

Si £€V, on note

e@)=mC +¢

et si (z,y) €W, on écrit
el (@, y) =y —ren ()

Soient f€C” (M, N) et p : E — M le fibré image réciproque de n: TN -~ N
par f. On sait que les sections C* du fibré p s’identifient aux applications C”,
Y:M — TN telles que moy = f (sections « au-dessus » de f); on notera
donc I'" (p) ’espace de ces applications.

On va établir un homéomorphisme @, entre :
 (a) %Wy, ensemble des g€C”™ (M, N) telles que pour tout z de M,

(f(x), g(w))eW; et :
(b) Vs, ensemble des sections YEI'™ (p) au-dessus de f telles que, pour

tout z de M, p (z)€V.
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I1 suffit de définir ®, : W, - V; par

(@)@ =9@ —f@ (sigev.
Alors

P’ MN@=f@+1@ (iveV)).

Par transport de la structure de V,, W, est ainsi muni d’une structure
de f-objet. On verra au paragraphe suivant que, moyennant une
correction minime, si W, NW, = G, Papplication de « changement de
carte » @, 0 @' : Dy (W,NW,) > D, (W, NW,) est un L-morphisme de
classe C".

Ainsi C7 (M, N) est muni canoniquement (la structure obtenue ne dépend

pas du choix de I et du choix pour chaque f de V) d’une structure de
£2-pariété de classe C”.

3.3. LE £-MORPHISME & COMPOSITION ).

3.3.1. TutortMeE. — Sotent K et L des domaines compacts a bord lisse
de R™ et R" respectivement. Soit BCC” (K, R") un ouvert tel que :

(a) B est 1-borné [pour les normes habituelles de C* (K, R")];

(b) st f€B, l'tmage de f est incluse dans L.

Soit ®: BXC” (L, R") définte par

2 g)=g-f

Alors ® est un 1-£-morphisme de classe C* (on remarque que ® est linéaire
en g).

3.3.2. Tutortme. — Soit K un domaine compact a bord lisse de R™,
et soit LY ((R")Y, R") Uespace vectoriel des applications g-linéaires de
source (R")? et de but RP. Sout

¥ [(C” (K, RY))]" x C* (K, L7 (R, R*)) - C~ (K, R")
Papplication définie par
i - os fos 9@ =g @ (i @) -5 fy @)

Alors W est un (q + 1)-2-morphisme de classe C* (on remarque que W

est linéaire en chacune des variables fi, ..., f;, g).

On remarque qu’il suflit de montrer que ¥ est un morphisme de classe C°,
car ¥ est linéaire par rapport & toutes ses variables.

-Démonstration du théoréme 3.3.2. — On établit par récurrence sur r
la « formule de Leibniz » :

EEGorirfp )= D Gty 99 - [0)

iy ...,zqéo
io+...+iq:r
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pour des coeflicients 3,...i;, convenables. Donc

(& oo o D=2 gl il 1 Iz,,

17—y iy r——i,, l'l

=Xl gl IIHI ” |m N AN AL

=1 gl-1filo---1fzlo +2|glo|f: oo s s lo [ felr | feealo v v [ g lo

=1
par application du lemme 2.3.10.

Ainsi W est un morphisme de classe C* avec pour suite associée (2.3.3)
la suite identiquement nulle. m

Démonstration du théoréme 3.3.1. — On établit d’abord que ® est un mor-
phisme de classe C°. D’apres la formule de Faa-di-Bruno (¢f. Abraham [1],
p- 3):

d(gof) Z 2 Cig ooty @7 go f).(di fy -y dia f).

qg=1 iy
ll+ —H,,__r

Donc

r—ij+1 iy—1 rAl',,+1 1g—1

ES RIS NIV I If[xqéZIQI Igllfl ViRl i N i

et se souvenant que |f| é 1:

éZlgl’ Igl |f|,+1,é|f|z+1|glo+|gl =@+ ) gl + 19 lree

Cecit montre que ® est de classe C°.

Ensuite, d’aprés Dieudonné [6], VIII.12, probléme 9 :
o (f, g, f) = dg~f).f.

Montrons que cette application (f, g, f) — d® (f, g, f) est un morphisme
de classe C’, ce qui montrera que ® est de classe C'.

Il est clair que gr~> dg est de classe C”; donc (2.3.7), (f, g) = dg°f
est de classe C° et (2.3.7) et (3.3.2), d(I) est de classe C°

Supposons maintenant par récurrence qu’on ait démontré que ® est
de classe C'~*. Alors on sait montrer que (f, g) — dge° f est de classe G,
et, (2.3.7) et (3.3.2), que dP est de classe C"*. Donc @ est de classe C'.
La récurrence peut se poursuivre. ® est donc de classe C" pour tout r,
c’est-a-dire ® est classe C°. =

ANN. EC. NORM., (4). V. — FAsc. 4 80
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3.3.3. Proposition. — Soient M une variété C° compacte, = : E -~ M
et o : F — M deux fibrés vectoriels de dimension finie et de classe C”. Soient O
un ouvert de E, K un compact de O, «: O — F une application fibrée de
classe C” (i.e. poa = ). Soit BCI'" (n) tel que :

(1) B est 1-borné.
(2) St yeB, ImycK.

Alors oy : B — I'" (p) défini par oy (y) = aoy est un £-morphisme de
classe C~. :

Démonstration. — Etant donné la définition des normes | . |; sur I'* ()
et I'" (n) (¢f. 3.1), on peut supposer que M est un compact de R?, que
E=MxR"et F = MXR", 7 et p étant les projections canoniques. K est

un compact de MXR" I'" (p) et I'" (%) s’identifient alors respectivement

a C" (M,R") et C* (M, R").
On sait (3.3.1) que lapplication (f, g) = gof de source
C* (M, K) x C* (K, R” x R")

bl

et de but C* (M, R?XR") est un £-morphisme de classe C*. En particulier,
si on fait correspondre a y:M — R™ I’application ¢:M — R" définie
par ¢ (z) = pseoa(z, v (x)), ou p. désigne la projection MXR"— R,
alors l’application y > ¢ est un £-morphisme de classe C* (2.3.5 et 3.3.1).
C’est précisément ce qu’il faut montrer. =

3.3.4. Prorosition. — Sotent M, N, C* (M, N) comme en 3.2. Soit
(W) )sec=mn le recouvrement ouvert de C* (M, N) obtenu en remplacant W,
(construit en 3.2) par W, = &' (V) o V, est un voisinage 1-borné
de O (section nulle) dans ¥V;. Alors (W, ®f)cc-my est une structure
de L-variété de classe C~.

Démonstration. — Soient f et g&€C” (M, N) tels que W, NW, £ .

oo ‘%E:)Z\
/’7 nx |
s |
g |
// I
x o FOO+EX)

-~
-~

L’application de « changement de carte » Y de ¥, dans ¥, est définie par

7@ @ =@ =[f@) + @] — g @).
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Or cette application est définie par l’application fibrée

a: [*(IN)> V' — g* (IN),

ou V' est un ouvert de V défini en 3.2, et ou
2@ =P+ —9g(@>

si on désigne par p la projection canonique du fibré f* TN. [Comme en 3.2,
on identifie un élément de f* TN au-dessus de z & un élément de TN au-

dessus de f(z)].

D’aprés (3.3.3), v est un £-morphisme de classe C* (car ¥, est 1-borné).
Cect démontre la proposition 3.3.4. =

On se donne maintenant M et N deux variétés compactes; = : E — M,
w:E - M, p:F - N des fibrés vectoriels de dimension finie et de
classe C*; O et O’ des ouverts de E, MXF respectivement; K, K’ des
compacts respectifs de O, O’; «: O - N, 3: 0’ — E’ des applications C~
telles que si (z,y)€0’, (v o 0) (z,y) = z; des ouverts B et C de I'" (x)
et I'" (p) respectivement tels que B et C sont 1-bornés, et, si YEB, c€C,
alors ImyYCK et si 2€M, (z, (Soaoy) (x) €K'

Cect étant, soit ® : BXC — I'" (n’) définie par
®(y,9) (@ =L@ (Becacy) (@)

Alors :
3.3.5. Prorosition. — ® est un £-morphisme de classe C.
E MXxF eI
] T
l\ ] ‘ oy,
v / N M
L
Démonstration. — Etant donné la définition des normes de I' (z),

" (¢), " (%’), on peut supposer que M est un compact de R’, N un
compact de R, E = MXR", E' = MXR", F = NXR". Comme dans la
démonstration de la proposition 3.3.3, on remarque que l’application
(%, 8,7,8) > B (.,60x07)est un £-morphisme de classe C* (aprés en avoir
convenablement défini la source et le but). On conclut comme en 3.3.3.
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3.3.6. Tuktorime. — Soient M, N, P trois variétés différentiables de
dlasse C*, M et N étant compactes. Alors

®: C*(M,N)xC” (N, P) > C* (M, P)

fwy

léfinte par @ (f, g) = g o f est un £-morphisme de classe C~.

Démonstration. — Plagons-nous au voisinage d’un point (f,, g,) de

L7 (M, N)xC” (N, P). Exprimons I’application ® a I’aide des « cartes »
V. et V, (3.2 et 3.3.4). On trouve

=

QY

T (fo XI+E)

(g ) (@) = p (@) =[g0 (v @) +E@) + 1 (o @) +E @] — 90 o (@).
Or, soient «:f; TN — N définie par
x@) =f{PL +E

(ot p désigne la projection du fibré f; TN, et ou on fait la méme identi-
fication que pour définir 'application « de 3.3.4) et

B: Mxg¥TP — (g0 fo)* TP

o

léfinie par

B @ n) =190 (p' 7)) + 1] — (g0 2 fo) (x)

ou cette fois p’ est la projection du fibré gi TP). On note que 3 n’est
léfinile que pour v assez petit et p’ 1 assez proche de f, ().

On remarque alors que ® est définie 4 partir de « et 3 comme dans 3.3.5.
Le théoréme en résulte.

o,

3.4. L f£-GROUPE DES DIFFEOMORPHISMES. — Soit M une variété
différentiable compacte. Le groupe Diff” (M) des difféomorphismes C”
de M est un ouvert de C” (M, N) et est donc muni d’une structure induite
de £-variété de classe C”, dite « canonique ».

3.4.1. TuktorimME. — Pour sa structure canonique de L-variété, Diff* (M)
ast un £-groupe de classe C”.
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Démonstration. — On sait déja que la loi de composition est un £-mor-
phisme de classe C* (3.3.6). Il reste 4 montrer que I'opération d’inver-
sion 0 : ¢ > ¢! est aussi un £-morphisme de classe C”.

On étudie d’abord un cas particulier : M est un domaine compact de R”,
M’ un domaine compact inclus dans I'intérieur de M. On se donne un réel
assez petit ¢, et on note B Pensemble des applications £ de classe C* de
source M et de but R” telles que :

a) [E(@)| <<
b) | dE ( I<3

Si ¢ est assez petit, 1 4 £ est un difféomorphisme sur son image qui
contient M’. On peut ainsi définir

A+ =1+,

ou p.€C” (M,R").Si£ = 0, alors p- = 0. On montre que ®:B - C* (M',R")
définie par ® (&) = v est un L-morphisme de classe C”.
Montrons d’abord que ® est de classe C°. Il est clair que | W |o < | Elo
Puis
L+dp@)=[1+dQ0+p @)
Donc

dp @) ] =|[1 +de (1 + p @) —
2(— D (@ (1 + p @) | <] dE(1 +p<x»|2a_,_2|zli

On a donec f;k]iég]’élléi.

Soit A : GL (n, R) - GL (n, R) I'application d’inversion; on sait que A
est de classe C°, et que

d"A(L; Ly, ..., L) = (— 1y 3 L. Loy Lt . . L~ Loy LY,

cEP,
ou P, est I'ensemble des permutations de {1, ...,r}. On a alors :
dp =[Ao (1 +dE)o(l +p)]—1
Supposons par récurrence qu'on ait montré |@®|;=|E|; pour

0Zi<r—1. Montrons la méme relation pour ¢ = r. Soit
1= (14 dE)o (1 + p).
Alors

dp= D Gy, @7 A ()., .y di),

g=1 ii+..+ig=1—r
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(¢f. démonstration du théoréme 3.3.1). De méme

don =3 N @ p, ., d9 ).

j=1 /.‘1+...+k,-:i

Ainsi, si 1 << r — 1, on sait calculer

[0l Z XN e [l ey 2 1B [ B o [E g
ki—1 kj—1

/Zlau, Bl - 1Bl Z1E b
Puis

b fg_
b2 [l 10y X Bl o [E e Z D B [ E L

Ceci montre que ® est un £-morphisme de classe C”.
Ensuite la relation (1 4+ @) (1 4-£) = 1 implique, par différentiation
par rapport a £ que

do (5, ) = 9% Em— (1 +dp).Eo (1 + ).

Alors si par récurrence on suppose que ® est un £-morphisme de classe
C’, les théoremes 3.3.1 et 3.3.2 permettent d’affirmer que d® est de
classe €7, et donc @ de classe C"**. Ainsi ® est un £-morphisme de classe C”.

Revenons maintenant au cas général On étudie I’application 0 au voisi-
nage de ¢, =1id (M). Si on exprime 0 dans la carte ¥, cI' (TM), o

ny) €00

Y

trouve que 0 (£) est le champ de vecteur 7 tel que si y =z + £ (2), 1 (y)
est opposé du vecteur obtenu en transportant parallélement % () le long
de la géodésique joignant z & y. Ainsi, si on regarde I'application & > 7
au-dessus d’une carte de M, on peut supposer que M est comme dans notre
cas particulier étudié ci-dessus, et que I’application £ — 7 est défini par
le méme procédé du transport paralléle, pour une métrique riemannienne
non standard I de R™

Soit £+ £ I’application défini par

@ =(@+t@) —a
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ou - désigne I'application déduite de I’application exponentielle pour

la métrique O (autrement dit % représente le difféomorphisme 1 4 &
pour la représentation définie par la métrique IN).

€00
o —géodesique

X+E(x)
X E(x)

Il résulte de la proposition 3.3.3 que Er>% et E>E sont des
£-morphismes de classe C*. Or £+ v peut se factoriser en

tfe® () =%

Ainsi £+ 7 est un £-morphisme de classe C”. Ceci montre que 0 est
un £-morphisme de classe C” au voisinage de 1’élément neutre de Diff” (M).
Montrons maintenant la méme chose au voisinage de ¢ € Dift” (M). L’appli-
cation ¢ > ™! peut se factoriser ainsi :

c—to,

0 Lop—t
e S L= AR A=

On sait que chacune des trois fleches est un £-morphisme de classe C”.
On a terminé la démonstration du théoréme 3.4.1. =

On déduit immédiatement de 3.3.6 et de 3.4.1 le :

3.4.2. Tutorime. — Sotent M, N deux variétés compactes C°. L’opé-

ration
®: Diff* MxDiff* NxC* (M, N) > C* (M, N)

définte par
@ (Q?'l, @2, f) = @30 fo (9:1

est une f-action de groupe.

CHAPITRE 4

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

4.1. L THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES.

4.1.1. TutorimeE. — Sotent E et F deux £-espaces de Fréchet, BCE
un £-objet, f : B -~ F un £-morphisme de classe C (2 = r < o0). Soient
xoeB et yO :f(mo).
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On suppose qu’il existe un 1-£2-morphisme de classe C¢ (0 = p = r — 1) :

L: BXF—E

tel que, st x€B et y€F, alors
df (, L (z, 9)) = y.

Alors il existe un £-objet C, voisinage de y, dans F et un £-morphisme
fatble s : C — B, de classe C?, tel que

f°S=1(;.

On peut considérer L (z), section de df (x) (pour 2 €B), comme section
infinitésimale de f. Ainsi, le théoréme 4.1.1 peut se résumer en disant
que si f admet une section infinitésimale L, alors f admet une vraie section s.

Démonstration. — On donne d’abord la démonstration pour p =0,
puis pour o = 1, et enfin pour ¢ quelconque.

A. ¢ =0. On suppose pour simplifier que :

(@) @ =yo =0;

(b) B est la boule centrée a l'origine de rayon ¢> 0 pour la norme
| .|+ de E, et que, si z€B, z, 2’,€E, y€F :

(©) [df (v, &) |8 ], [d*f(as &, 3) [ <[ 81| 8 |3

@) L@ y) =1 +2l) [yl

(@

(@) |L(@, f(@) e = (1 + [2]o.

Ces suppositions sont légitimes : on s’y raméne par un changement
(affine) de numérotation des normes de E et F. En ce qui concerne (d),
par exemple, le fait que L soit 1-£-morphisme implique que

|L(x,y)|i_1%(l+|x|z)|y]o+|y|z.

Cette relation implique (d). La relation (c) se déduit du fait que B est
1-borné. La relation (e) du fait que 2 — L (2, f (2)) est un 0-£-morphisme
de classe Cf (2.3.7).

On reproduit d’abord, pour la préciser, une démonstration partielle

figurant dans J. Schwartz [25].
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Soit M une constante telle que

|IS@z| =Ml|x|,
Szl Z=Mt|z|,

A =S@O)x|i =Mz,
ldf (x, 2) | <M | 2],

| (@, 20, %) |t <M |2 |12 11,
L@yl M|yl

IL@),f@ <M1 +|z]w),

L@yl =M@+ [x]0)] Yo

pour z€B, z, z,, 2. €E, y€F, t€R, ; S désigne, comme en 2.1, la famille
a4 un paramétre d’opérateurs d’approximation sur E.

Constantes. — On pose K =4/3, B, =T[4, B. =T/2. ¥ est un réel
positif assez grand, 7 << 1 est un réel positif assez petit; y et v seront
précisés par la suite.

Procédé de récurrence. — On pose, siy€F, |y | < met|ylio <7 :

‘ I, =er™ (neN),
So (y) =0,
l St () =8, () —SE)L (. @) fsn (W) —y)  (neN).

Pour V’interprétation concréte de cette relation de récurrence, qui est
essentiellement la méthode de Newton « avec lissage a chaque étape »,
poir par exemple [30].

4.1.2. Lemme. — Quels que soient les réels v;>0(01=p) et
v (0 =0 = p) tels que max v, < Vo, 81 Y est assez grand, on a pour toutn > 0 :

P
2 poe TR <y e YR,
i=1

Démonstration. — C’est évident.

Considérons les relations

‘ (Ln: [sia@li=e (n=1),
@) (s @) =S @B (n]),
l G, )i 1+ s () o= e (n=0).

4.1.3. Lemme. — (3,0) A (1, 1) A (2, 1) A (3, 1) (A pour conjonction
logique).

ANN, EC. NORM., (4). V. — Fasc. 4 81
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Démonstration. — (3, 0) et (1, 1) sont évidents.

On a
s1 () = S (&) L (0, y).
Donc
i @) =@ =[SELOy i =Me'|LO,y)|o=Mel|y|, <M e,

v étant donné, 7 assez petit implique (2.1).
D’autre part :
14 ]si(@ el +M2evn 1 + M2e,

Mais y assez grand implique
1+Mel < e?’eYK,
ce qui donne (3.1).
4.1.4. LEMuE : xﬁ 2, k)= (1, n 4+ 1).
Démonstration :

50 @) 11 £ D186 W) — 50 () |1 = Y e PrRE Y e BurR,
k=1 k=1 k=1

l1a encore, Y assez grand implique le lemme 4.1.4.

On note que lemme 4.1.4 justifie la définition par récurrence de s,...
4.1.5. Lewws :
f5u @) — § = df [50s @), (1 = S () L ot @) fons @) — 9]
+f A =D @ St §) 5 6o @) — S @60 () — 500 @) .
Démonstration. — On applique la formule deTaylor avee reste de Lagrange
a Pordre 2, et on se souvient de df (v, L (v, y)) =y :
fsn @) — Y = fsu-1 (y) — Y + df (Su1 ¥)s $u (Y) — S22 (1))
+f W=D @) B+ 260 @) — St G650 () — 50 @)
= df (51t @), L (5ot ). fus () — 1)
0 Gt @, = S () L s @ Fos @) =) +

4.1.6. LemME : (2, n) A (3, n —1)= (2, n + 1).
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Démonstration :
[ Snei (@) = sn (@) [ =1 S (&) L (s ¥)s 52 (¥) ~ y) |1
Z M [L(sn (@) fsn @) —y) o =M™ | f5, (Y) — Y 1.

Dans le lemme 4.1.5, on a décomposé fs, (y) — y en deux termes qui
peuvent étre majorés en | . |;, le deuxiéme par

M e—-28. 7K
et le premier par

M| —SE-) LSt @), fSar () = Y) |
Z M2 eV Li(Sn1 (), fSna () — 9) |s
Z M e TR (L 4 [ g o) (1 | Sut (§) [10) £ 2 MP g8 7R" gB2vR—,

Ainsi

[ Sner () = 50 (9) 1 2 M2 €0 —2007K" 4 9 Mo =B,

On remarque que 1 —203, < — 3, K et K—8 48, < — 3, K%
En vertu du lemme 4.1.2, vy assez grand implique le lemme 4.1.6.

4.1.7. LemME : (3, n)= (3, n 4+ 1).

Démonstration :

T4 s @) 0= 1 4 {80 (@) lio + | Snt1 @) — 52 (@) 1o
£ T LS () L (5a (@), f52 @) — 9) 1o
= eBYF L M2 e (1 4 [y [10) (1 4 | 80 (@) |10)
Z eB YR L 9 M2 eVE,

On remarque que 3, < B, Ket 1 ++ 3, < . K. En vertu du lemme 4.1.2,
v assez grand implique le lemme 4.1.7.

Ainst, st Y et 1) sont bien chotsis, (1, n), (2, n) et (3, n) sont montrés pour
tout n. '

Soit C le voisinage de O dans F défini par|y |1, |y |10 < 7. Alorss,:C - B
est une suite de fonctions continues convergeant uniformément pour | . |,
vers s : G — B,, ou B, est le complété de B pour | . |..

Le lemme 4.1.6 implique
M2 eYK" | fsn (y) _ y Il é e._ﬂi‘\{](u—i—t
et donc
| £$n () — y |1 << M2 e~ YK g=BuvRn+s
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de sorte que si on sait montrer qu’en fait I'image de s est dans B, c’est-
a-dire que la suite s, est convergente pour toute norme | . |; de B, on aura
terminé.

Nous sommes ici ou était arrivé, par exemple, J. Schwartz dans [25],
avec une perte « d’indices » supérieure (10 au lieu de 9) due au choix de
K = 3/2. Par « pertes d’indices » on désigne la différence entre I'indice
de la norme servant & majorer y, ici 10 (| y |10 << 7)) et I'indice de la norme
pour laquelle converge s,, ic1 1.

4.1.8. LemmEe. — Il existe des fonctions o; : G — R* telles que
(%) L[5 @ =0, @) e (j=10, yeC).
Démonstration. — Si j > 11, soit M; une constante telle que

IS x|; =M t|x|;,
IL@y) =M+ |2])]yl)
IL@ f@)]j— =M1+ [z])

si x€B, ye€F, j > 10.
¢; > 1 implique (%) pour n = 0. Ensuite, par récurrence :
THlsum @ =1+ 1@ +1SE LG @, f5n (@) —9) 1)
=1+ 1s.(@) |+ M;e™ L (2 () f5n @) — Y) [~
=[1+ A+ [yl) M} er™]0; (y) e
On cherche n; (y) €N et 2; (y) de fagon que :
10 n < n; (y) implique 1+ [ s, (y) ;= 2; (y) ™™™
20 n > n; (y) implique
(14 1+ y1) M e eber® < eborr,

~ L’inégalité 2° donne n; (y), car 1+ 3, < B, K, et-quel que .so.it Lyl
cette inégalité est vérifiée pour n assez grand. Ensuite on choisit &; (y)
assez grand pour que 10 soit vérifié.

Le lemme 4.1.8 résulte alors de 10 et 20.

Fin de la démonstration du cas » = 0. — Il faut montrer que la suite
s» : G — B est convergente pour toute norme | . |; de B.
Soit donc ¢ un entier > 1, et posons j = 3¢ — 1. Alors, en utilisant
I'inégalité de convexité 2.2.1 et le lemme 4.1.8, il vient
| $n () — Sut (U) !i% I$2 @) — $nar @) 17" X[ 82 (Y) — S () 1/

——0Bi— -0 B X

=t +Kn» i—1 <n
~Ze /'—1&“/ e/—1 B:7K —e
(753)

Or j=3:¢—1 implique (j — 1) B, — (1 — 1) B.> 0.
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D’ou le résultat. Le fait que s : C — B soit continue résulte de ce que,
dans le lemme 4.1.8, on peut choisir ¢; (y) localement bornée; la conver-
gence s, — s est donc localement uniforme. Ainsi, s: (C,|. |;) - (B,].|)

o

est continue, et s est donc bien un £-morphisme faible de classe C°.

Le théoréme 4.1.1 est donc démontré pour p = 0.

\

B. On suppose maintenant que p = 1. Soient ¢ et j deux entiers > 1.

)

Etant donné les hypothéses et la construction de s,, on peut affirmer
que s,:(C,|.1];) > (B,].|) est de classe C'. On obtient la formule de
récurrence suivante exprimant ds,. (y,y) en fonction de ds, :
(4. 1 .9) dS,L_H (y, @) == dsn (y; !’-7) - S (ln,) dL (sll (y)y fS” (y) - y’ ds” (y’ y))

= S (tn) L (5. (1), df (50 ©)» dsn (¥, ) — D)

Pour la concision, on notera ¢, (y) = fs. (y) — y; donc
dell (y; g) = df(sll (y)’ ds" (!]’ g)) - g'

On va montrer que de, (y, §) tend vers zéro (pour une norme convenable)
quand rn tend vers I'infini.

Pour ce faire, on note que

df @ + Az, 2) = df (z, 2) +f & f (¢ + £ Az; Az, 2) d-.

Ainsi
(4.1.10) depis (y, §) = dzn (5, §) — df (5. (¥)s S (t) AL (5. (¥)s &n (Y)s dsn (Y, §)))
—df (5. (), S (1) L (5. () den (U5 §)))

_f d? f(Sn (y) + £ (Su+1 (y) — Sn (y))’

Sne1 (Y) — S0 ()5 dsusr (Y, 9)) &2,
= df (5. (), 1 — S () L (s (), de (4, D))
—df (su (¥) S (t) dL (50 (¥)s 2 (¥)» dsn (Y, §)))

“f a: f: Sn (y) + Z; (Sn+1 (!]) — Sn (!])); Sn+1 (!]) — Sn (y)’

ds. (Y, §) — S (&) dL (3. (¥)s 2 (9)s ds. (Y, D))
— S (L) L (5. (), den (¥, 9)) |} de

Dans la démonstration du théoréme 4.1.1, dans le cas ¢ =0, on a
utilisé une majoration de |fs, (y) — y |, en fonction de 1 4| s,y (¥) |10
(¢f- 4.1.6). L’indice 10 pourrait étre remplacé par tout indice plus grand,
sans modifier autrement cette démonstration. Aussi pouvons-nous supposer

que dans celle-ci, 10 est remplacé par 54 et donc 8 par 52, et 9 par 53.
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On considere les relations

4,n): [dsea @ D=2 |y ln (n>1),

‘ Gy n) : dsy @ §) [ < €7y |y (n=0),

(%) 6. n): |ds@0) —dsia @ D=0 e B[Pl (A1),
E (7,n) ¢ | den (D) [ Z og e BTR [ 5, (n=0),

@ n) : | den (@ D) lss < €7 [ Y |ns (n=0),

ou 3,=238, 3, =1/8, B, = 5/4, B, = 46.
Des hypothéses du théoreme pour ¢ = 1, on déduit qu'en prenant M

\

assez grand, on a
I f(x) |5’* =M l x Ih"»a

ldf @, 2) [s5s < M1 + [ ) | £ |5s,
L& f (@ 1, 82) s = ML+ [ ]50) | B4 30 | 22 50
AL (@, g, ) [ss < M (1 4 [ 2 ]50) [ @[30 [ I3
(en changeant au besoin la numérotation des normes de E et F).
On note qu’'on a déja montré (4.1.6) :
len () L = M2 e BYK" ou B, = 10/3

(en supposant 7 assez petit pour que ce soit vrai pour n = 0), et que compte
tenu de |f(2) 5» <M |2

34 e

| en () I5s = 1 + M ePs1E",

Des raisonnements analogues a ceux figurant dans la démonstration
du cas p =0, et utilisant les formules (4.1.9) et (4.1.10) permettent
de montrer, en supposant par récurrence les relations (%) de 0 jusqu’a n,

les relations suivantes :

@) s @ ) [ = % 2 e BT G s,
k=1
(B) | dsurs (Us ) s Z [eH 7K - M2 e+ BeB0vRe M2 @ Bar BUTKS (1 - M P 1R)] | § [,
) | dsue (9 9) — dsu (§, ) |1 Z [ 0 =BITX" - oy =BT [ 9 sy,
G) | denss (5 D) | < [MP e 2w BerBOTK - gy Mgt —PovRe

‘Jf“ M C—BiYK’l (1:) + oy e(l—ﬁs)‘{l{" + g M2 8(1_&)?]{")] 1 g islu

) | deniy (y; g) Iss < [e‘(37YKn + M3 et +2Ba+ By TR
4+ 2 M e2Ba+BoyRet L 3 ei+2fs+ B0 YR 1+ M egﬂ"‘") | 9 lsie

™

(

On pose a; = a; = «, = 2 e*. Alors (5, 0), (7, 0) et (8, 0) sont vérifiés.
Le choix des $3; et le lemme 4.1.2, montrent que, si 7 est assez petit, et ¥
assez grand, les relations (4, n) & (8, n) sont vrais pour tout n.
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La relation (6, n) vraie pour tout n, implique que s : (C, | . |;.) = (B, | . |)
est de classe C'.
On applique ensuite le méme procédé que dans le lemme 4.1.8 pour

obtenir : si j > b4, il existe une fonction ¢; (y) définie sur C, telle que
| dsn (4, 9) | < 05 (y) eH75 [ 9 1.
Puis, s1 i >4, et si j =305 (1 — 1) + 2, alors
ds,: (CXF,[.{)—(E|.1[)

est localement uniformément convergente; ceci implique que
s: Gl D@ . 1)

est de classe C'. Comme ceci a lieu pour tout ¢, s : C — B est un £-mor-
phisme faible de classe C'.

C. Il reste 4 démontrer le théoréme 4.1.1 dans le cas ou p est quelconque.
Supposons celui-ci montré pour ¢ — 1, avec p > 2. Et montrons-le pour ¢.
On suppose aussi, par récurrence qu'on a montré que d'c, -0 pour

e e T
On a montré ceci pour | = 1 [¢f. la relation (7, n) parmi les relations (%)].

On peut écrire les formules suivantes pour des coefficients 5 et © conve-
nables :

2
@1.11) &80 () = dsu Q) —SE)D, X, ity @ L (0 ©);

G=0 Ay ey s/

d/ e (Y)s disu(y)s - -, divsu (Y))s

g
(4.1.12) d? 2y, () =Z Z Thy ooty A7 f Sur @)5 A4 St (@) -+ -5 A Sur (U))-
qg=1 i"""i'l
Dans 4.1.11, on prend j >0, 7y, ..., 0y 1 et t, +...4+1, +] =p.
Dans 4.1.12, on prend ¢y, ... 0, >1 et ¢, ... 41, =¢.

\

On se propose de montrer que d°<" (y) tend vers zéro (tendre vers zéro

. . , . . By kn
signific tendre vers zéro aussi vite que ¢ °'* pour 3 convenable). Il en

résultera, par 4.1.11 que la suite d’s, est convergente.

Dans (4.1.12) on exprime d’f (s,.: (y)) en fonction de d’f(s.(y)) :

k
@ e @) =Y, X, i d [ (50 @) ds $ues @), -y db Suis ()

=1 1y, ... 44

+f X B [0 0) + 5 (5 O)— 54 @)

di’ Sna-1 (y), ey di" Snt1 (y), Sn+1 (y) — Sn (y)) d&
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1
Le terme sous signe f va tendre vers zéro, ceci en raison de la présence

[

du terme s,.4 (y) — s, (y) dont il dépend linéairement. On peut faire comme
s

k
RN () =2 Z T d7 f (Sus )5 d Snss @), - - s dis Sy (1)).

qg=1 1 ..., iq

On remplace dans cette derniére expression d'is,. (¥), ..., dsns (y)
par leur valeur déduite de 4.1.11, en y remplagant successivement p par
Uiy «. .y lg. Tenant compte de la linéarité de d'f (z, 2, ..., Z,) en les ¢
derniéres variables, on pcut développer chacun des termes d’f(...) pour
obtenir une somme de nombreux termes. On obtient des termes de trois
sortes :

10 des termes ou figure d'c, pour | << ¢. Tous ces termes tendent vers
zéro, grace a ’hypothése de récurrence;

20 des termes ou ne figure pas de ¢; la somme de ces termes-la est

2 D d [ (s @), disu @), - disi @)

qg=1
Or cette quantité n’est autre que dfe, (y);

30 des termes ou figure d”c, (y); or les conditions sur les familles
d’indices t,J, ... ne permettent de trouver qu’'un seul tel terme; c’est
df (su (), — S (t) L (50 (¥), d7 2 (1))

Autrement dit on peut faire comme s1

@7 e (¥) = d? 2 (Y) + df (50 (4), — S (G) L (50 (9), d7 < (9)))
=df 5. (), 1 — S @) L (5. (), d° e (1)))-

Or ce terme tend aussi vers zéro, ceci en raison de la présence
de 1 — S (t,).

On sait ainsi montrer la convergence de d“ <, vers zéro, et donc celle
de d? s, (y). Les détails (mise en place des indices) sont tout a fait analogues

a ceux du cas ¢ = 1, qui en fait a été démontré de la méme fagon.

Le théoréme 4.1.1 est complétement démontré. m

4.2. LE CAS DES ACTIONS DE GROUPE.

Notations. — Dans ce paragraphe, G et H désignent des £-groupes de
classe C’, V une F£-variété de classe C (r>>2). «:GXG — G,
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B:HXH — H sont les lois de composition respectives de G et de H.
®:GXV >V, ¥W:HXV >V sont des £-actions de groupe de classe C’.
Les notations d, «, d» @, d, ®, ... désignent les diverses dérivées partielles
premiéres; et chaque fois qu’on écrit d, « (g, k, 8) [resp. d» @ (g, h, k), . ..],
il est entendu que g € T, (G), espace tangent 3 G en g|[resp. k€T, (V), .. -
Un espace tangent & une £-variété est défini de fagon standard; I’espace
tangent en un point est un L-espace de Fréchet.

Soit x: GXHXV -V D'« action » définie par
% (9, h, ) = @ (9, ¥ (h, 2)).

La différentielle de y par rapport aux deux premiéres variables est donnée

par . .
dy (g, h,z,§,h) =d, ® (g, ¥ (h,2) §) + d. ® (g, ¥ (R, x),d, ¥ (h, 2, h)).

Soit xz, € V. En utilisant la structure localement triviale du fibré tan-
gent & V, on peut, si z est assez voisin de z,, identifier T, (V) a T, (V)
qu’on notera T dans ce qui suit. De la méme fagon, pour g€ G (resp. h€ H)
voisin de e, on identifie T, (G) [resp. T, (H)] 4 T. (G) = T’ [resp. T. = T"].

4.2.1. LemMe. — On a, pour z€V, et g€G :

(4.2.2) di @ (e, @ (9, 2), §) = di @ (9, x, di & (e, 9, 7)),

4.2.3) d&® (@9 z,d Pz §)=d P (9 xd: (g, 6 7)),

4.2.4) d:® (g, ® (g9, x),d: ® (g, 2, X)) = Z.
Démonstration. — On écrit que ® est une action de groupe :

® (g, @ (h, x)) = @ (= (g h), ),
ou g, h€G, z€V. On dérive par rapport a g :
d, @ (g, @ (h, z), §) = di @ (2 (9, 1), %, dy 2 (g, b, J))-
On peut aussi dériver par rapport a h :
d, ® (g, ® (h,z), d, ® (h, z, h)) = d, ® (x (g, h), z, ds « (g, h, B)).

Par des substitutions convenables faciles & trouver, on trouve les formules

(4.2.2) et (4.2.3).

Pour trouver (4.2.4), on dérive par rapport a z les deux membres de
® (g, 0 (g ) ==

Remarque. — Pour utiliser ces formules, on devra y faire certaines
substitutions qu’on n’indiquera pas; on donnera seulement le numéro
de référence.
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4.2.5. TutortmMe. — Sotent G, H, V, ®, W, a, 8, z, comme ci-dessus.
On suppose qu’il existe un 1-£-morphisme de classe C™*.

L: U'XT—>TxT",
ot W est un voisinage de e dans H, tel que, si L (h, z) = (g, ﬁ), alors
dy (e, e, W (h, 2), §, i) = 2.

Alors on peut trouver un votsinage ¥ de z, dans V et un £-morphisme faible

de classe C* s: YV — GXH tel que st s (x) = (g, h), alors ¥ (g, h, z,) = =.

Remarque. — On peut interpréter ’existence de L comme celle d’une
section infinitésimale de ’action de GX H le long de l'orbite de H.

Démonstration. — On cherche a appliquer le théoréme 4.1.1. 11 faut
résoudre en g, h 1’équation
dy (9, b, 20, §, ) =2
ou
di® (g, ¥ (h,2), g) +d @ (g, ¥ (R, 2), d ¥ (h,z, k) = 2.

Cherchons g sous la forme
=dya(e, 9,9,
ou g’ est une nouvelle inconnue, de sorte qu’il vient
d,® (9, ¥ (h,2),ds (e, g, §’)) + do @ (¢, ¥ (h, x), d, ¥ (h, z, b)) = 2.
Mais d’aprés (4.2.3), ceci peut aussi s’écrire
d:® (9, ¥ (1, 2), d: ® (e, ¥ (R, 2), §")) + = ® (g, ¥ (b, 2),d: ¥ (B, z, ) = 2.

Appliquons aux deux membres l'opérateur d, ® (g™, ® (g, ¥ (h, 2))),
on trouve (4.2.4) :

di® (e, U (h,2),9) +d ¥ (hxh) =d ® (g, % (g b, ), 2).
Posons maintenant
ﬁ == d1 B (e, h, ii’),
de sorte que (4.2.2) :
d, ¥ (b, z, h) = d, ¥ (e, ¥ (h, 2), h).
L’équation a résoudre s’écrit donc maintenant

d® (W (ha),d)+d¥(e¥(ha)l)=de@g,y@haz),d)
ou
dy (e, e, W (h, ), §' ') = do @ (g, % (9, b, 2), 2)
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qui admet la solution
(9, k) =L (b d: ® (g, 2. (3, b, 2), 2)).
Si on note L, et L, les deux composantes de L, on trouve ainsi

g=dia(e g, Li(h,d @ (g7 % (9, h, 2), 2))),
h=diB (e hLa(h dy @ (g7, 7 (9 b, ), 2))).

Notons M:GXHXT — T’XT” Papplication (g, h,z) (g, %) ainsi
construite. Il résulte du théoréme 2.3.7 que M est un 1-£-morphisme
de classe C~'. On peut apprécier 1c1 la généralité de I’énoncé du théo-
réeme 2.3.7. On peut appliquer le théoréme 4.1.1 et conclure.

4.2.6. CorroLLAIRE. — Sotent G, V, a, ®, 2,€V comme ci-dessus.
On suppose qu’il existe un 1-£-morphisme :
L: Ta (V)= T.(G).
tel que
dy @ (e, 2,) o L = id (T, (V).

Alors il existe un voisinage ¥V de z, dans V, et un £L-morphisme faible

de classe C*, s: V — G, tels que st €Y :
D (s (2), 7o) = 2.

C’est simplement I’énoncé 4.2.5 ot ’on suppose que H est le groupe nul.

4.3. APPLICATIONS SIMPLES DU COROLLAIRE 4.2.6. — On peut déduire
immeédiatement du corollaire 4.2.5 la plupart des théorémes de fibration
concernant les espaces d’applications C”. On donne ici un exemple typique.

4.3.1. Prorosition. — Soient M et N deux variétés C°, M compacte,
et M' une sous-variété fermée de M (éventuellement a bord, et méme a coins).
Alors Vapplication
F: PI* (M, N)— PI* M, N)
entre espaces de plongements définie par restriction ¢ M’ est une fibration

localement triviale.

On sait (Cerf [4]) qu’il suffit de trouver un groupe G opérant simultané-
ment sur P1” (M, N) et PI” (M’, N), de fagon compatible avec F, et de fagon
que l'action sur P1” (M’, N) admette des sections locales :

GxPI* (M, N)—> PI* (M, N)
lld(G)xF F

G XPI® (M, N) —> PI* (M/, N)
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Prenons G = Diff* (N). Alors G est un £-groupe de classe C* (3.4.1),
et P1I” (M, N) qui est ouvert dans C” (M, N) est une £-variété de classe
C” (3.3.4). L’action @ : GXP1” (M, N) - PI” (M’, N) définie par compo-
sition au but est une £-action de classe C* (3.4.2). Il suffit donc (4.2.5)
de trouver une section infinitésimale de ®. Ici, en reprenant les notations
de 4.2 :

di ® (id (N),f,£) =E-f,
ou
id(N)eG; fePl”(M,N); tel” (IN) = Tuw G;
£ofeI™ (f* TN) = T, PI* (M, N).

Le probléme de la recherche d’une section de d, ® est donc celui du
prolongement & N d’un champ de vecteurs tangents a N défini sur la
sous-variété image f (M’). Il est toujours possible de trouver un tel opé-
rateur de prolongement qui soit un 1-£-morphisme (voir en particulier

Seeley [26]). =

CHAPITRE 5
Dift* (T")
5.1 INntrODUCTION ET NoTATIONS. — On donne dans ce chapitre une

application du théoréme 4.2.5 au groupe Diff” (T”), T" étant le n-tore
R"/Z".

Quelques notations : si k= (ky, ..., k.) €Z", on pose |k | =2 | ki |.

Sivy= (Y1, ..., Yn)ET", on pose kY =2 kiv.€T*, et si

3eT,|8|=d(3,2) =inf(5,1 —3)

ou & est un représentant de & appartenant a I'intervalle [0, 1]. T est muni
de sa structure de groupe habituelle; s1 y€T”, R, €Diff” (T") est la trans-
lation par 7.

On démontre dans ce chapitre un énoncé expliquant dans quelle mesure
P’action de conjugaison de Diff” (T") sur lui-méme est localement triviale.
Ce résultat généralise légérement un résultat d’Arnold, Kolmogorov et
Moser, en ce qu’on peut faire k = | = oo dans I’énoncé du théoréme 5.1
de Sternberg [30], p. 3. Comme il a été expliqué dans l'introduction,
Herman [9] a su déduire du théoréme 5.2.1 la simplicité du groupe
Diff{ (T"), en désignant ainsi la composante connexe de 1’élément neutre

de Diff” (T").
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5.2. LE THEOREME DE CONJUGAISON.

5.2.1. Tutorime. — Soit YET" tel que, pour tout k€Z" — {0}, on
at
C
ky|>
kY= 1

pour un C> 0 et un o > 0. Alors il existe un voisinage ¥ de R, dans
Diff” (T") et un £-morphisme faible de classe C~ :

s: ¥ — Diff* (T?) x T

tel que st s (9) = (¢, 1), alors
¢ =Rio g oRyed

(autrement dit, a la « petite » rotation R, pres, ¢ est conjugué de Ry).

Démonstration. — Soient G = T, et H = Diff” (T”) muni de la structure

de groupe opposée de la structure ordinaire. On définit une action de G
et de H sur Diff” (T") par

® () =Rioy [siAeTr, yeDiff* (Tv)],
W) =y"oyed [si ¢, xeDiff” (T7)].
G et H sont des £-groupes de classe C” (3.4.1); ® et ¥ sont des £-actions
de classe C” (3.4.1 et 3.4.2). On va appliquer le théoréme 4.2.5.
Soit A : GX HxDiff* (T") — Diff* (T") définie par
AGb ) =G V(¢ 0) =RieodoRyed.

Pour appliquer le théoréme 4.2.5, il faut calculer la dérivée de A par
rapport aux deux premiéres variables, au point (e, e, ¥) (e est I’élément
neutre de G ou de H). On trouve facilement (¢f. Dieudonné [6], VIII.12,
probléme 9) :

dA (e, e, 4, ) =% - dy. b — oy,

ou LeR*= T, (T"),
$er= (T7) = T. (Diff* (T7)) et dA(e e, %, %, &) €T (x* T (T7)
O\ désigne alors un champ de vecteurs constant).
Considérons 1’équation
A+d@teRyed).d —Jo@toRyoy) =4

a résoudre en 4 et {, les termes ¢ € Diff* (T") et 7€ (4~ o Ry o §)* T (T?)
étant donnés.
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Ici la notation des applications tangentes est plus commode; < f notera
I’application tangente a f; I’équation & résoudre s’écrit maintenant

Tl.p_iorR)ﬁﬂl/oq\) ——q\lol{»‘*ORYqu =59 —A

On posed’ =1 oo U~' on compose & gauche avec ¢, et a droite avec
¢~ pour obtenir

TRy’ =" o Ry = () o (i —H)o g,

Si on identifie espace tangent en tout point de T" a R", alors ¢/, #, &
apparaissent comme des fonctions a valeurs dans R*; © R, est alors I’appli-
cation identique de R". Il vient alors

(%) P = oRy=cpo(d—2) oy

On va choisir A de fagon que I'intégrale du deuxiéme membre (pour la
mesure de Haar dz de masse totale 1 de T") soit nulle, ce qui est une condi-

tion nécessaire pour trouver ¢’. Si on décompose composante par compo-
sante, il vient

A Z 9 4=t @). 2 41 @) — 31z = 0

pour 1 =it n, z, ..., . étant les coordonnées ordinaires de T”, définies

modulo Z; ceci s’écrit encore en posant a;; (V) = %(k}/“ (%)) dz :
T 7

zaz, oy —2 [ 0 @ 6 4 @

Pour ¢ = e€Diff” (T"), ai; (¥) = 8;;. Donc, si ¢ est voisin de e, la
matrice (a;; (V)) est inversible; soit b;; () son inverse. On peut prendre
alors

ﬁ —2 by (¢>2 [ H e @ @ s

On a ainsi déterminé A.

Pour calculer {/, on cherche son développement de Fourier

2 a, e2inpx (ap € R")

PEZ—{0}

connaissant le développement 2 b,e*™ P (b,€R") du second membre
rezr
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de (%), bien déterminé dés qu’on connait A ; le choix de X donne b,= 0.
L’identification des coefficients de Fourier des deux membres de (%)
donne alors

by

U =1 et

La condition diophantienne sur v, |ky|> % donne alors une majo-

ration du type
la, |<b,|p|%

d’olt on déduit I’existence d’une constante entiére 3 (dépendant de « et
de n) telle que s1 2 by e*™P” est de classe C', alors Z ape’™® est de classe

C®. Autrement dit la correspondance
2 bp e2npx HZ a, emnpx

est un 1-£-morphisme. On détermine ainsi §/ = Z ap e* P,
p£o
On pose enfin § = < o/ o §. 11 résulte des théorémes 2.3.7 et 3.3.6
que le morphisme (§, 7)) (4, {) ainsi déterminé est un 1-£-morphisme
de classe C”. Ainsi, on peut appliquer le théoréme 4.2.5 et affirmer I’exis-
tence du £-morphisme faible s. La démonstration est terminée. =

CHAPITRE 6

THEOREMES DE DIVISION

On montre dans ce chapitre un théoréme de « préparation » (6.2.1)
qui sera fondamental dans la démonstration de ’existence de déploiements
universels pour les fonctions de codimension finie.

6.1. DivisioNn A UNE VARIABLE. — L’énoncé du théoréme 6.1.1 est
une variante du théoréme de division de Mather [16]; il précise la dérivabi-
lité du quotient en fonction de celle du dividende. Ce résultat est treés
voisin, de fagon précise, un peu plus faible, qu'un résultat de Lassalle [14]
obtenu par un tout autre procédé.

Notations. — Soient E, F, G trois espaces de Banach, Q un ouvert de
ExF, et K un compact de . On dit que f: & > G est de classe C"* si

.y . o+ f o .
les dérivées partielles 57—" (t, u) sont définies et continues pour (t, u) €Q
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et pour s = r, l =~ k. Si c’est le cas, on pose

r k
1 flhex =33 sup
(t,u)€EK

s=0 {=0

o5+ f
oF o &

R : RXR? - R est défini par

P
R@u,...,u,) =2 u; tr-1
i=1
et I', : RXR? - R par
p
T, (b u) =+ utr-.

i=1

Sif: AXB — C est une application, et si a€A, f. : B - C est définie
par f. (b) = f(a, b). De méme pour un nombre supérieur de variables.

6.1.1. Tutoritme. — Il existe deux applications linéaires continues

Q: C"R)—~>C”"RxRn),

H: C°(R) > C”" (RxR)
telles que, st f€C” (R), tER, UER?,

fO=T,twQ)¢u + R H() ).
et telles que, si X est un compact de RXRP (resp. RP), il existe X' compact
de R tel que
“ Q (f) Hr‘,k,xr%x” f”r‘—{—(kp—1)k+p+l—,X’
[I‘GSP THO lex <1l f[|(4~p—1)k+p+k,x']-

Remarques 1. — Lassalle [14] trouve par sa méthode r + pk 4+ p 4 1
au lieu de r + (4p — 1) k + p + 4 dans la majoration de || Q (f) ll.sx
et p(k-+ 1) au lieu de (4p — 1) k + p + 4 dans celle de || H (f) [|;.x-

2. Si on fixe k, et qu'on considére Q comme application de source
C” (R), et de but C”* (RXRP), alors Q est un 1-£-morphisme (en un
sens que le lecteur n’aura pas de mal a préciser pour tenir compte de la
non-compacité de R). Par contre, pour les semi-normes standards,
Q:C" (R) > C" (RXRP) n’est qu’un 1-£-morphisme faible, car la « perte
de différentiabilité » :

c+@p—Dk+p+4H—-(C+h=@Ap—2)k+p+4
n’est pas bornée.

Démonstration. — On utilisera exactement la méme méthode que
Mather [16], qu’on va seulement préciser.
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On utilisera le :

6.1.2. LemmE. — Il existe des applications C* : Q : R*XRXRXR? - R
et H : R"XRXR? — R? telles que :
(a) st TER", zER, tER, UER? :
(i) cost@@—8=T,¢u)Q(xtu)+R(,HC(,z, u),
2 —
(ii) ;—ﬁ Qz, Lbuyy=—12Q(s, 2,4 ),

(iii) d(; H(r,z,u) = — 2 H (1, 2, u);

St est un compact de RX alors
(b) X pact de RXR?, al

HQr,tz',k,X = 1 4 Trep—k+prt
r kX

(¢) st Y est un compact de RP, alors

“ ﬁr,x ||k,Y < 1 + tlep—tiktp+1,
kY

Démonstration de « lemme 6.1.2 = théoréme 6.1.1.». — Soit Z = T7" (0).
Soit ¢ : RXR?’ >R une fonction C”, identiquement égale 4 1 dans un

voisinage de Z, et telle que :
» + Support (¢) (<> RXRP) - RP (deuxiéme projection) soit une appli-
cation propre.

Si f€C” (R), on pose
QN tw = —<@u)Ehs 4 [Tafo b,

H()@ =1 [ defuGw)
ou

fo (5, £, u) =f Cdre (@ u) @) Q@ a L u),
fu (=, ) =f dze @ u) @ Gz, ).

Soient r, k€N; soit alors K le plus petit entier pair supérieur ou égal
ar+ (4p — 1)k + p + 3. Compte tenu de (a) (i1) et (i11) du lemme 6.1.2,

une intégration par parties donne

fo (st u) = (— 1) fﬂ % o K(s(x u) f(x ))Q(r x, t, u)

ANN. EC. NORM., (4). V. — FAsc. 4 83
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k K
or+k fQ . < dx oL f or'+! Q
oF out (R A)) —Z Z [ 7K CL (z, u)d_xL (z) oF oul (z, z, 1, u),

ou les ¢, sont des fonctions C* dont le support est inclus dans celui
de =.
Soit X une partie compacte de RXRP. L’assertion (b) du lemme 6.1.2

donne alors I'inégalité

1 + 7+ (4 p—1) k+p+1
fozlnix < 11 I x = )

ou X' = mn;[n;' 7 (X)NSupport (¢)] (7; : RXR? -~ R ou R?P est la "
projection).

On montre d’autre part sans difficulté que, pour 1 =~ 1, on a

I faellntx < 1 lox

Les deux derniéres relations donnent la suivante :

e

r_.T,'X
et donc

QM xx < I llxx

mais K<Zr+4 (4p —1)k+ p+ 4 On montre de la méme facgon :

FH ) llex = [1Fllsp—0kepvs x

ou X' = =, [(n;' X)NSupport (¢)].

Que H (f) et Q (f) vérifient les conditions du théoréme 6.1.1 résulte
de ce qui précéde et de la formule d’inversion de Fourier :

10 :%rfmdrf_+wdxcosr(x~t)f(x). n

Démonstration du lemme 6.1.2. — Les fonctions Q et H sont celles qui
sont construites dans Mather [16]. Rappelons cette construction.

Mather démontre P’existence d’une fonction C~ :
o: R*XRXR’ >R

et d’une suite croissante d’entiers n, <" n; <= ..., telles que

1

1+ 7
) f Do, huy=1 (reR+ ueR);
1

2(1+7)
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(B) si X est un compact de RP :
o llx £ 1 4.

(Y) si & (X, u) désigne la distance dans le plan complexe de la droite
Imz =2 a P’ensemble des zéros de T, (z, u), alors

1
8p (1 +7)
Soit Z (u) € G I’ensemble des racines de I', (z, u) = 0. Posons
a(A, t,u) :2[1 + sup |Rez|+ 0 (A, u) + | | +|7\]]
z€Z(u)

o(m,hu)=0 si 3(,u)=

et
a(,w) =2[1+ sup |Rez| +3 0y u) +| 2]
ZE€L(u)

On désigne par C, 5, le bord du rectangle du plan complexe de sommets
+a+ ||
Posons alors (AER, T€ER", tER, zER, UER?) :

Q* (A, 1, t,x, u) = 1 f cost(f —§)dg

2in e, o GO E =D
H* = (H2, ..., Hy),
ou (
. 1 cost(t =T, (¢ u)de
H/(K,r,x,u)—ziﬁ£(7 . T, (¢, v
puis
Q@ z, t,u) = Q* (A, 7,2, t, u)p (7, A, u) d,

2(1+1)
1

147
H(, 2, u) = f H* O, 7, 2, u) o (z, 2, u) dh.
1

2

1+7)

On note que

or+k Q* 1 cos 7 (z, £) Pi (¢, u) d¢
oF ouF G, tu) = f [T, @ u)]~ € —ty+ ’

2inm ). .
Cah,t,u), 1 n)

ot P, est un polynéme. Soit X un compact de RXRP. On définit de cette
derniére relation et du choix de a (%, ¢, u) que, si (¢, u)€X :
_ [3.0, wI74+1 ch ()

H Q{,r,x ”’:k’”t'”“,’ﬁ AT+t

. 1
et, Sl)\Té 1, et )\ém!

| Qf .z Hr,k,(z, uy %x [0 (A, 11)]_”0“”) (1 + =+).
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Comme on va multiplier Q} .. par p.», qui est nul dés que

1
B

on peut supposer que & (A, u)™' = 8 p* (1 + 7). Ainsi

| Q<. [r5,x r-%x 1 4 opk+t)+rst,

La formule de Leibniz donne alors

H [Z20) Q)t?,a:' ”r,k,x é 1 + Tn(r'k)y
rk, X

n(r,k)=sup[n,+ptk+1)+r+1,n+p-+r+1]

(st la suite n, est assez réguliére, ce qu’on va voir étre le cas). On

aura terminé (pour Q; pour H, la démonstration est identique) si on
montre qu’on peut prendre ny = (4p — 1) k + 1 (en tenant compte de
la longueur 1/2 (1 4 <) de l'intervalle d’intégration [1/2 (1 + <), 1/1 4 <]).

(C’est ce qu’on va faire maintenant.
Rappelons la construction de la fonction p de Mather :

o (A, u)
o (% hiu) = 1P°< 1 +ur>

s (O, u)
S, e(550)e

2(1+71)

o o (A, u) est une fonction définie pour les (A, u) ERXR? tels que
8 (A, u) 520, ot po:R* — [0, 1] est de classe C”, identiquement égale a 1
sur [0,2 p*], & 0 sur [4 p?, + oO[.
Mather montre
o flecor = 1+ 19 (3 w)] 727075,

ou X est un compact de R?, s1 u€X.

La formule de Faa-di-Bruno (¢f. démonstration du théoréme 3.3.1)

donne alors immédiatement, en posant 9 (T, A, u) = po<al(:’_ l?) :

3
5 NN R TTREE ||°XHi,.(u>
e tuy < 1 .
| Pe i ¢ )k’_xz 2
q

1 4 7y

g=1 iy ...,1
Mais ¢, est nul sur [4 p?*, 4 oo[; donc ¢ est nul dés que
a(hu)>4p* (14 7).
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1
o0, 0

A1ns1 ¢ est nul quand 30, u)k8p (1 4 7). On peut donc supposer

Or par construction de o (A, u) on sait (Mather [16]) : o (A, u) >

3O, u)48P (1 + 7). 11 vient alors

| o= [lex 422 (1 e ih) 1 ._f_ 151 S )f 1 4 clp—1)k,

Si 3. (u) = f Gon (u) di, il vient alors

- 1 + Tlep—1)k
Il 8- I|k,x]§ B e

En appliquant a nouveau la formule de Faa-di-Bruno aux fonctions

1 ~ . .
x> et o 1l vient

~1 + Tl p—1)k+1,

1
O ||t x B X

Et en appliquant cette fois la formule de Leibniz :

B

P Ik

Tlep—1)k+1,

[ o= flex =

Ainsi les majorations annoncées sont démontrées. La vérification de
[a, (11)] et [a, (111)] du lemme est formelle. [a (1)] résulte de la formule inté-
1

grale de Cauchy, de f e (1,2, u)dr =1 et de la formule

2(1+T)

1 _ FP (t’ u) Jj— 1(25 u) p— ,
=t L Goe—0 +2 T, G !

Comme dans le paragraphe 10 de Mather [16], on déduit immédiatement
de la linéarité de Q et de H dans le théoréme 6.1.1 le :

6.1.3. Tatortme. — Sotent E., ..., E, des espaces de Banach, et
un ouvert de E.X ... XE, Il existe des applications linéaires continues
Q: C"ERBxQ) —>C° RBRxQLxRP),

H: C°®x®) - C* (xR, R,

telles que si f€C” (RXQ), tER, wEQ, uER?, alors
fl&w) =T, w) Q)¢ v u) + R H() (v u)
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et telles que si X est un compact de RXQXR? (resp. de QXRP) il existe
un compact X' de RXQ tel que
QD s tx =

(resp. | R (f) llsyy...ospx = I Fllap—n ks pors,se.rsg %)
(Sl,,,,,.vq,k,X)

N

” f ”r+(/~p—1)k+p+u,s,,...,sq,x'

pourr, sy, ...,8, kEN. =
6.2. DIvisiION A PLUSIEURS VARIABLES. — Soit B. la boule fermée de
rayon ¢ dans RP. Soit M une variété différentiable C” compacte.

6.2.1. TutortmMe. — Soient fi, ..., [ my 815 --., 8 : MXB. >R des
fonctions C”°. On note

fi=fiIMx{0}, §,=g,IMx{0}.

On suppose que
m q

6.2.2) ZfiC (M) + Y R.gi = C (M).

j=1

Alors il existe ¢’ €]0,¢], des constantes entiéres n, (k€N) et des appli-
cations linéaires continues :

Q: C°(M)—>C”"(MxB.) (1=i<m),
H, : C* M) C~ (By) 1<LjLo,

tels que, st f€C” (M) :

m q
f=XQ).fi+ X H; ()95

et tels que si k€N, feC" (M), 1 =i m, 1 =Zj=q:
Qe ()l = 1l Fllrtmis
IH; () le <11 flnee

Remarque. — On peut faire une remarque analogue a la deuxiéme
suivant I’énoncé du théoréeme 6.1.1.

~

Démonstration. — L’ensemble des points de M ou tous les f; sont simul-
tanément nuls est fini; sinon on met facilement en défaut I’hypo-
thése (6.2.2). De fagon précise, le nombre de ces points est inférieur ou
égal 4 q. Comme la réalisation des opérateurs Q; et H; est triviale au voisi-
nage des points (z,0)€MXB, tels que fi(z) = [ (z,0) %0 pour un i,
on peut supposer, a I’aide de partitions de 'unité, que M = B est la boule

unité de R”, et que O €B est le seul point de B ou les f} sont simultanément
nuls.
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Soient zi, ..., z, les coordonnées de R", A, ..., %, celles de R?. &,,
&, &, désignent respectivement les anneaux de germes C” en 1’origine
de fonctions de source R*, R?, R" X RP? respectivement et de but R.

Soit I T'idéal de &, engendré par les germes des f. Le mor-
phisme d’algébres différentiables p: &, — &,/ induit par la projec-
tion R*XR? — R” est grice & (6.2.2) quasifini au sens de Malgrange [15]
(on montre facilement que (&../I) @ m (&) est un espace vectoriel de
dimensionréelle finie). D’aprés le théoréme de préparation de Malgrange [15],
il est fini, c’est-a-dire que p. fait de &,,/I un &-module de type fini.
Tout élément de &,,,/1, en particulier les germes des fonctions coordonnées
Zi, ..., Tn est donc entier algébrique sur I'image de p.

On peut donc trouver des polyndémes P; a coeflicients dans &, :
l

Pi(x, ) =2+ Qu,Ma~ (1Zi<n)

s=1
qui sont éléments de I.

Une application répétée du théoréme 6.1.3 montre alors qu’on peut
trouver des applications linéaires continues :

Q : C”RY)—>C"" (RxR") (1=i<n),
H,: CC®)>C"®R>) [y=( .., 1)EN sup (y) <],

1-n €ER™, alors

1ZiL
1Ls<Z1

telles que, si f€C” (R"), si z€R", si (B,,)

f@=Y <x¢ + 35 zf> QN@E)+ Y, H @ o

i=1 s=1 0LYq,. ., Yl

En utilisant un opérateur de prolongement C” (B) - C” (R*) (cf.
Seeley [26]), et en substituant «;, (A) & B3;,, on réalise dans un voisinage
de BXx{0}cBxB. la division de f €C” (B) par les P; (z, 1), le reste étant
une combinaison des z' = z!* ... 2", avec des coefficients fonctions de A.

L’une des versions du théoréme de préparation de Malgrange implique
que les g:; engendrent &,,, comme &,-module.

On peut ainsi exprimer les 27 comme somme d’une &, ;-combinaison des
fiet d’'une &,-combinaison des g;; d’autre part les P;sont des &, ;-combinai-
sons des fi. En exprimant de la sorte les P; et les 27, on démontre le théoréme
dans un voisinage de (0, 0) €BXxB.. Comme on I’a expliqué, la division
de f par les f; se fait sans difficulté au voisinage de (z, 0) # (0, 0) €B X B..
Un argument de compacité et une partition de 'unité sur B permettent
alors de conclure. L’existence des entiers n, résulte des formules donnant les
majorations de || Q (f) || et | H (f) || dans I’énoncé du théoréme 6.1.3. m
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CHAPITRE 7

CODIMENSION D’'UNE FONCTION

7.1. CODIMENSION D’UNE FONCTION. — Soient M une variété C~,
compacte, sans bord, f: M — R une fonction C”, et K un compact
de R dont l'intérieur contient f(M). On considére ’application

@ : Diff* (M) xDifff (R) — C* (M)
définie par
D (91, 92) = 920 f 0 qu.

Cette application est un £-morphisme de classe C* (3.3.6). Sa diffé-
rentielle en (id (M), id (R)) € Diff” (M) x Diffg (R) est définie par (voir
Dieudonné [6], VIII, 12, probléme 9) :

d® (id (M), id (R), &1, &) = df.Es + Lo,
ot £, €l (TM), €L} (TR), df.E + & - f€l” (f* TR).
On écrit plus simplement D = d® (id (M), id (R)), et
D ¢ &) =df.b +Eof.

7.1.1. DérinttioN. — La codimension de f, notée ¢ (f), est la codimen-
sion (réelle) de I'itmage de D dans I'" (f* T R).

7.1.2. ReEmarQue. — ® est 'action du groupe Diff” (M) X Diffg (R)
sur f€C” (M), si on munit Diff* (M) de la loi de groupe opposée de la loi
ordinaire. Si le comportement de cette action suit son comportement
infinitésimal, on doit s’attendre & ce que 'orbite de f pour cette action
soit une sous-variété de codimension c (f) de C* (M). Ce sera précisément
I’objet du chapitre suivant.

D’autre part on peut identifier canoniquement I'y (T R) avec Cg (R),
et I'" (f* TR) avec C° (M). Aussi pouvons-nous noter

D : I (TM)xCz (R) - C* (M).

7.2. FoNcTIONS DE CODIMENSION FINIE. — Soit f: M — R une fonction
de codimension finie ¢. Soit D :I'" (TM)XxCg (R) - C” (M) comme ci-
dessus.

Si a €M, on note C; (M) ’espace des germes en a d’éléments de C* (M);
mémes définitions pour I'; (TM), C; (R), ....
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On suppose que df (a) = 0, c’est-a-dire que a est un point critique de f.
Si b = f(a), D induit par passage au quotient une application

D, : IZ M)xCF (R) - Cg (M)

et 'image de D, est de codimension finie d < c.

Soient A = df.T'; (M) qui est un idéal de C; (M) (I'idéal « jacobien »)
et A, = A+ (f— f(a))".C; (M). Ici, f — f (a) est le germe z — f(z) — f(a),
autrement dit le germe de f « annulé en a ».

Si £,€C; (R), on a
Gen@ =3¢ - @)

n i(%);%‘!)l’ fo (1 — 5P tf (@) + 1 — O f @] dt,

d’ou 'on déduit

n—1

Im DocAq + X (f — f (@) R.

i=0

Sic, = dimn[ci%)], on a donc

¢n=d +n,
ce qui, pour n =d + 1 s’écrit
Cavr =Co + (€1 —€C) +...+ (Car1 —Ca) =2d + 1.
Comme ¢, = 0, 1l existe k(1 =k <d 4+ 1) tel que
G —C—1 =0 ou 1.
Dans 'un ou l'autre cas, on aura [m, = 1déal maximal de C; (M)]:

m,. Ak_1 C Ak

et donc

ma.(f — f (@)~ cA + CZ M) (f — [ (a)).
Mais df (a) = 0 implique f — f(a) €m,; ainsi
ma.(f — f (@) cA + m (f — f(a))~"
Le lemme de Nakayama donne alors
m, (f — f(q))~'cA

et en particulier :
(f — f (@) eA.

ANN. EC. NORM., (4). V. — Fasc. 4 84
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. Ainsi, si k est le plus petit entier tel que cette relation soit vérifiée,

on a
k—1

ImD, =A@ ) R.(f — [ ().

i=0
A est donc de codimension réelle finie; c’est un idéal de définition de
C, (M), et le point critique a est isolé.

Ces considérations justifient les :

7.2.1. DiriniTions. — S1 a €M, si f€C” (M), et s1 b = f(a), alors :

(a) la codimension de f en a, notée c (f, a) est la dimension (réelle) de
Gz (M),

A )

(b) la dimenston de f en (a, b), notée d (f, a, b) est le plus petit entier k
tel que (f —f(a))*€A; -

(¢) la dimension de f en b, notée d (f, b) est définie par

d(f, b) =ffl)lg-b d(f, a, b);

si bgf (M), on posera d (f, b) = 0.
L’algébre linéaire élémentaire et des partitions de I'unité donnent la :
7.2.2. ProrosrrioNn. — Si f: M — R est de codimenston ¢, f a un nombre

fini de points critiqgues; si a€M et si b= f(a), alors ¢ (f, a), d (f, a, b),
d (f, b) sont finis, et

c=Yec(f,d) =X d( b

a€EM bER

7.2.3. ExemeLe : flz,y) =2+ 2*y* + y°; f€C, R?.
En calculant un peu, on voit qﬁej |
mfy,o, Cdf. G0y (R?) + Mo o
d’ou 'on déduit (Nakayama) :
A>m,,.

On voit ensuite que
¢(f, (0,0)) = 11,
d(f, 0, 0),0) = 2.

Ce type de singularité est donc de codimension 9.
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On trouvera d’autres exemples intéressants dans Hendriks [11], et
Siersma [29].

Signalons un probléme pour le moment presque sans solution, celui de
trouver une bonne majoration de d (f, a, b), connaissant ¢ (f, a), dim M.
Mentionnons cependant le résultat de Saito [23].

7.3. ExistencE p’UNE siEctioN DE D. — Soient M, f, K, D comme
ci-dessus. Soient fi, ..., f. les éléments d’une base d’un supplémentaire

de I'tmage de D dans C™ (M).
On note désormais D, I’application
D: I (TM)xCi (R)xR:— C* (M)
définie par

DGubayhy k) =dfli+Eof+ XN

i=1
On notera souvent

A=y ..., A)€RS, f=(-..,f)eC* M, R, Af:thzeC“’ M).

i=1

7.3.1. PropositioN. — Il existe un 1-£2-morphisme
L: C*(M)— I*(TM)xCi (R) xR
tel que D o L soit Uapplication identique de C* (M).

Remarque. — Comme L est un 1-£-morphisme, L est linéaire (cf. défini-

tion 2.3.1).

Démonstration. — La proposition 7.3.1 résulte facilement du théoréme
6.2.1. Mais on peut donner la démonstration élémentaire suivante. On
sait (7.2.2) que f n’a qu’un nombre fini de points critiques : a4, ..., a,.
Soient By, ..., B, des ouverts de M, contenant respectivement a, ..., ap,
et disjoints deux 4 deux. Soit U un ouvert de M n’ayant aucun point
critique de f dans son adhérence, et contenant le complémentaire dans M

»
de UB,-. Soit (9, @4y ..., Pp) une partition C” de I'unité subordonnée
i=1

au recouvrement (U, By, ..., B,;) de M. On |peut supposer que chaque B;
est C*-difféomorphe a la boule unité de R”, le difféomorphisme étant défini
par des applications de coordonnées, ), ..., 2, de classe C*, de source B;
et de but R, et telles que 2 (@) =0 (1 <L i1=p, 1 <j<n).

Il résulte de la finitude de la codimension de f (voir 7.2) qu’on peut
trouver un entier s tel que (2})° ¢; appartienne a df.I'" (TM). D’autre
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part, ¢ appartient aussi & df.I'" (TM), ceci du fait du choix de U, ou df
n’est jamais nul.

Notons, si 1€C” (B)) :
¢j,1 (n) (24, .., 27)

_ 1 o @) @)
“F=D1 X oy, ]
0=y, .., X5y <8
1 . fot Q%+t o 0 0. 1 ) dl
X — i)~ : 7 5 s o9 Uy l'; y, 9 ey ’
fo =0 Gy @y @y ¢ T T een )

g%+

I‘oc,i(‘ﬂ) = (dil)il)a‘.. ; (dxf,)“n(o’ coey 0),

@) = @) .. @)

si &= (a,...,%)EN" est un multi-indices, et si 1 =1 (), ..., s,
est exprimé a l'aide des coordonnées de B, Ainsi, ¢:(n)€C” (B),
re,: (1) €ER.

La formule de Taylor avec reste de Lagrange a ’ordre s, appliquée succes-
sivement par rapport aux variables zi, ..., z, montre que, dans B; :

n

n =3¢ () @) + X Iai () @)%

j=1 1% l<s
si|a|=/|(ay, ..., %)|=sup (a1, ..., %).
Soient maintenant
By B,AZLiLp1ZLj<Ln), Ba(lZLiZp o] <s)el™ (TM),
La(lZ1Zp, |2 <s)€Cr (R), M(1ZLiZp,|a|<s)ER° tels que

CP = df'ah
9. () = df &L, .
9. (@) =df.El o +Eaof + Mf.

Alors, si n€C” (M), on peut écrire

=@+ +...+ o) =0m +2%[E¢b‘,t(ﬂ) @) + D rai(n) (w’)“]

j=1 le]<s

=df[n& +2<2q,-,,(n) By D Tai(n) amz)

i=1

i=1 \j=1 laj<s

+[2 > ra,,.(n)a;,@]om[x > ra,i(n)za]f'

=1 |al<s =1 |a|<s
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On peut ainsi poser

L (n) = <n£1 o 2<2q,-,i () &+ X Ta,i(n) zi,a>,

i=1 \j=1 la|<s
P 14
DD i) B X, Y e () A ).
i=1 jo|<s i=1 |a|<s

Alors L est un 1-£-morphisme [car L est linéaire, et on peut majorer
| g;,:(M) |- en fonction de |7 |..ns 00 ns' est indépendant de r], et est une
section de D. m

CHAPITRE 8

Acrion pe Diff* (M)x Diff* (R) sur C° (M)

8.1. Enxonci. — Soit M une variété différentiable C*, compacte, et
soit f: M — R une fonction C” de codimension finie ¢ (¢f. définition 7.1.1).
Soient D comme en 7.1, et fi, ..., f. une base d’un supplémentaire de
I'image de D dans C” (M). Le but de ce chapitre est la démonstration du
théoréme 8.1.1 précisant dans quelle mesure l’action du groupe
Diff* (M) x Diff” (R) sur C* (M) est localement triviale; voir aussi la
remarque 7.1.2.

8.1.1. Tutorime. — Il existe un voisinage ¥V de f dans C* (M), et deux
£2-morphismes faibles de classe C” :

s, 8¢ V- Diff* (M) x Diff* (R) xR¢
tels que, st
s1(9) = (o1 I VIR S H S2 (9) = (1, a5 Pty -« oy fc)s

alors

/

9=<?z°f°<Pi+thi=%°<f+2hfi>o¢1.

i=1 i=1

L’existence de s, montre que ’application

(@, My -y o) r—><f(x) + N fi @) hy s xc>

i=1
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de source MXR’ et de but RXR’ est un déploiement universel de f au
sens de Thom [31]. On peut trouver une autre démonstration de ce fait

dans Thom [32].

Interprétation. — Considérons le sous-espace vectoriel V =ZR fi
de dimension ¢ de C™ (M), et I’action ® du groupe Diff” (M)XDifg‘” (R)
sur C* (M) définie par

P (91, 925f) = 920 [0 1.

On munit Diff” (M) de la loi de groupe opposée de la loi ordinaire pour
obtenir effectivement une action de groupe (cf. 7.1).

L’existence de s, montre que, modulo V, tout g€C” (M) assez voisin
de f est dans l'orbite de f. L’existence de s. exprime que, si g est assez
voisin de f, g est dans P'orbite de f+ v ol v est un élément convenable

de V.

L’application

ve>f+v

de source V et de but C* (M) apparait comme une section transverse a

Porbite de f dans C” (M) (cf. chapitre 9).

8.2. ExiSTENCE DE s;. — Pour montrer ’existence de s;, comme celle
de s., on va appliquer le théoréme 4.2.5.
Ici G va étre le groupe additif R°, H le groupe Diff” (M) x Diffg (R), K
étant un compact de R dont l'intérieur contient I'image de M par f,
®: RexC™ (M) C* (M)
va étre définie par

® (oo M3 f) =+ D M

i=1
ou en adoptant la notation abrégée du chapitre 7 :

®(f)=f+2rf,
W Diff* (M) x Difff (R)xRe > C* (M)
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est définie par
W (91, 923f) = 920fo0 0,
Si on pose, comme en 4.3.1 :
xR 91 02, ) = @ (X, W (91, 92, ),
alors
dz (0,1d (M), id (R), £, %, £, &) = 7 f.€ + Lo f+AfeCm )
si A ER°, »
£,el™ (M) = Tuqp Diff* M), £ eCi R)~Ti (R) = Tu Difff (R).

Ainsi, pour pouvoir appliquer le théoréme 4.2.5., il faut trouver un

1-2-morphisme de classe C* :
M : Diff* (M) x Diffg (R)x C* (M) - I'* (M) x Cz (R) x Re
tel que si
M ((Ph P2y ?)) = (Els E% )‘)
alors £,, £,, A soient solutions de I’équation
T(@rofoo).bi+ho@eofoo) +1f =1

Appliquons a gauche l'opérateur 79,', et composons a droite avec

o.'; sl on pose
21 =19 °€1 °o 97! et h_'z = 793" °g,‘z ° P,
il vient
tfofi+Bof +A(rgst ofo g7') = 793" 0 B0 g7,

On sait résoudre cette équation pour (¢4, ¢.) = (id M, id R); 'opérateur
de résolution est I'opérateur L calculé en 7.3.1. On note L = (L, L,, L;)
les trois composantes de L, et f;(¢s, Pa) = 79;" o fio 9;'. En particulier,
fi id (M), 1d (R)) = fi. Par ailleurs :

f: @1 92) = = f-Li (fi (915 92)) + La (i (915 92)) o f + X, L, (fi (215 92)) -
j=1
Mais, par construction de L, L, ; (f:) = 8;,; (symbole de Kronecker).
Ainsi, pour (91, 9,) peu différent de (id (M), id (R)), la matrice (Ls,; (fi))izizc

1<j<e

est inversible. Soit (A;; (¢:, 92)) la matrice inverse. Il vient

fr=220; @1 9 [f) (@1 92) — 7 f-La (f; (915 92)) — L (f; (915 92)) o f].

i=1
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D’autre part, posons ] = 1¢;' o7} o ¢;". Alors

fi=tfoLi(® + L@ of+ 3 Lo (®).f
i=1
En reportant dans cette derniére relation, la valeur précédemment
calculée pour f;, on trouve la solution suivante pour Ei, Ea, A

E=Li@ =Y D Lui@) Ay (@0 2) Lo (f (90 9)s

i=1 j=1

c

B=La @) — X > Lo A, @1 9) L (f (91 92))s

i=1 j=1

A=Y L@ hiene) (ZiLo

Jj=1
On trouve enfin £, et &, par

21 =197" o Ei ° P4,
gz = TP2 °gz ° 3.
On a ainsi construit
M: (91595 0) > @, E,, <)\\)-

Que M ainsi construit soit un £-morphisme de classe C° résulte de la
proposition 7.3.1, et des théorémes 2.3.7, 3.3.6 et 3.4.1. On peut ainsi
appliquer le théoréme 4.2.5 et conclure a I’existence annoncée du £-
morphisme faible s; de classe C”.

8.3. Exi1sTENCE DE s,. — Pour montrer I’existence de s,, on applique
encore le théoréme 4.2.5; mais cette fois les réles de Diff” (M) X Diffg (R)
et de R° sont échangés. Aussi posons-nous G = Diff* (M) X Diffg (R)
et H=R",

®: Diff (M) x Diffy (R9)x C* (M) - C* (M)
est défini par
D (91, 92, f) = 9200 91
W RexC® (M) C* (M)
est défini par
WO, f)=f+2f

Toujours comme en 4.3.1, on pose

x (@15 925 A ) = @ (91, 92, ¥ (A, ).
Alors

dy (id (M), id (R), 0, f, .6 0) =< f.E + Eaof +1F.
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Pour pouvoir appliquer le théoréme 4.3.1, il faut trouver un 1-£-mor-
phisme de classe C”

M: RexC® (M)—TI* (M)xCs (R)xRe
tel que si M (A, 1)) = (8, &, 3\), alors £,, £,, ) soient solutions de I’équation
(8.3.1) t(f+ ). +Ec(F+2f) +3] =14

On sait résoudre cette équation pour A = 0; 'opérateur de résolution
est 'opérateur L calculé en 7.3.1. On voit qu’on se trouve dans une situa-

Y

tion analogue a celle du théoréme 6.2.1. C’est effectivement celui-ci
qu’'on va appliquer. Comme f est de codimension finie, on peut trouver
des fonctions g, ..., §,€C" (M) appartenant & A = 7 f.I'" (M) et des fonc-
tions hy, ..., h,€C" (M) telles que

14 7
2 §:-C* D) + X R.F; = C* (M),

j=1

Ceci résulte immédiatement de la proposition 7.2.2.
Soient £, £, ,€T" (M), &, ;,€Ck(R), ,ER (11 =p, 1 Lj=9q)
tels que
Ji=rtfol: (AZiLp),
Ry =rfeli, +E,of+ 1l
Posons alors

9@ N) =7 (f + 1) o £1,1 @),
Ry (x,3) =7 (f + Af) ok, ; @) + k., (f@) + A @) + 4, F @)

Les hypothéses du théoréme 6.2.1 sont satisfaites. On peut ainsi trouver
des fonctions Q; et H; (1 i1 p, 1 L5 ¢q), telles que

=2 Q@) g + X, H; () by

j=1

Il suffit donc de poser, si A €R° est assez petit, et si 1€C" (M) :

X

E=X0 @mu+2Hownﬂp

i=1 Jj=1

<

£ =Y H; (#) ()., s
A =2 H @ (-2

ANN. EC. NORM., (4). V. — FaAsc. 4 85
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On a ainsi construit M : (X, #) ~ (21, £, l) comme désiré. Que M soit
un 1-£-morphisme de classe C” résulte de ’existence des entiers n. dans
I’énoncé du théoréme 6.2.1.

On peut ainsi appliquer le théoréme 4.3.1 et conclure & l’existence
annoncée du £-morphisme faible s, de classe C°. m

CHAPITRE 9

StraTiFicatioN pE G~ (M)

9.1. EspACE A OPERATEURS STRATIFIE. — Solent E un espace topo-
logique, G un groupe topologique opérant contintiment sur E, et e I’élément
neutre de G.

9.1.1. Dérinition. — Une stratification de (E, G) est une suite (Ef),cx
de sous-espaces de E disjoints deux a deux tels que :

n

(Si) pour tout n€N, U E’ est ouvert de E;

(S:) pour tout t€N, E° est stable par G.

Soit § = (E’),ex une stratification de l’espace a opérateurs (E, G).

9.1.2. DéFiNiTION. — 8 est une stratification localement triviale si
elle vérifie ’axiome suivant :

(SLC) Pour tout i €N, pour tout z, € E/, il existe un voisinage V de O
dans R’, ¥ de x, dans E, % de z, dans ’orbite locale de x,, une application
continue T : V — U, une application continue :

F'=FpT,h): ¥V—>30XGXV
telle que

(a) T' est un homéomorphisme sur son image;

(b) T = (T, ) : ¥ - WXV est un homéomorphisme;

(c) pour tout z€V, z = I, (z).T (I} (z));

(d) €T (V) implique T, (z) = e;

(e) si z appartient a I’orbite locale de z,, alors

(@ =0€eV, et L, (x) = =.



FONCTIONS IMPLICITES 655

L’application T est une section transverse a I'orbite de z, en z,.

Remarque. — On comparera ces définitions a celles de Cerf [5], chapitre 1.
La comparaison peut notamment étre éclairée par la :

9.1.3. Proposrrion. — Soit 8§ = (Ef),cx une stratification localement
triviale d’'un espace & opérateurs (E, G).

Alors : pour tout 1 €N, pour tout xz, €E’, il existe un voisinage V de O
dans R, une stratification ® = (F/),_,_, de (V, G,) (ow G, est le groupe

nul) telle que V = U F7, il existe un voisinage ¥ de x, dans E, un voisinage
j=0
% de x, dans Uorbite locale de z,, et un homéomorphisme

O =(D,,D,): VWXV
tels que z€E/'NV équivaut ¢ €YV et ®, (x) EF.

Démonstration. — Si 1 €N, si x, € Ef, soient V, ¥, W, T, T comme dans
la définition 9.1.2.

On pose ® = T, de sorte que ®, =T, et ®, = I';. Alors ® est un homéo-
morphisme d’aprés (SLC),. Soit F;, =T (YNE’/) (0 £Lj < 4). L’axiome

(Si) assure que si ¥V est assez petit, U F/ = V. D’autre part (SLC).
j=0

implique que z€E/NY équivaut a T ([ (z)) €E/ NV [grace a (S,)]

et donc a I (z) = @, (v) €F'.

Interprétation. — On peut interpréter la proposition 9.1.3 en disant
que, au voisinage de z, € E’) la stratification § est le « produit » d’une
stratification @, d’un ouvert de R’ par une stratification triviale; I’étude
de la géométrie de S au voisinage de z, est ainsi ramenée a 1’étude de
celle de @,
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9.2. StrariFicaTiON NATURELLE DE C° (M). — Soit M une variété C~
compacte, sans bord. On note FcCC” (M) le sous-espace constitué des
fonctions de codimension ¢ (¢ €N). Soit G = Diff” (M) x Diff” (R), groupe
qu’on fait opérer sur C” (M) par la loi de composition

(915 92) [ = 920 f0 91

9.2.1 DeriNitioN. — La stratification naturelle de (C* (M), G) est la
suite (F°), ex-

L’axiome (S.) est trivialement vérifié; 'axiome (S,) résulte de la :

9.2.2. Prorosition. — Soit f€C" (M) de codimension finie c. Alors il
existe un voisinage ¥V de f dans C* (M) composé de fonctions de codimension
~ c.

Démonstration. — Soient (fi, ..., f.) = f les fonctions construites en 7.3.
En vertu du théoréme 8.1.1, il suffit de vérifier que si A est assez petit,

f+ A f a une codimension = c¢. Or ceci résulte du fait que si A est assez
petit, on peut, pour tout #}, résoudre en &, £, ) Iéquation (8.3.1). =

Pour étudier la stratification naturelle de C* (M), on aura besoin de
la :

9.2.3. Prorosition. — Soit f €F°, et soient (f1, ...,fc) =[ les fone-
tions construites en 7.3. Alors f + Af appartient & Porbite locale de f
implique A = 0.

Démonstration. — 11 faut trouver un voisinage U de e = (id (M), id (R))
dans G tel que f + Af€U.fimplique » = 0. Prenons pour U un voisinage
assez petit de e pour que tout point (¢, ¢.) de U puisse étre joint a e par
un chemin différentiable dans U, et pour que U fC?, ou V est le voi-
sinage de f dont D’existence est affirmée par le théoréme 8.1.1. Soit

s = (s}, 53, 8%) :  C* (M) — Diff* (M) x Diff* (R) x R
comme en 8.1.1.
Supposons que (9;, 9.) €U et que

$0fo0r =f+2f
pour un A £ 0.

Soient Yy, ¢y : I =[0, 1] — Diff” (M), Diff” (R) deux chemins différen-
tiables d’origines id (M), id (R) et d’extrémités ¢, et 9..
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Posons, pour t€1 :
2 @) = di () eo[s: (2 (@ o fo ¢ ()] €Diff” (M),
2 =[5 (@ fodi (@] o ¢ () €Diff” (R),
) =5t (O ofodi ()R
Les propriétés de s. (8.1.1) impliquent
1 Z2@ofors®=F+2DFf

Comme s, est de classe C”, on peut dériver par rapport a ¢ :

O (¢ . o
@ LB for )+ oz 20 —x
Mais, ¢t étant supposé fixé, on peut aussi différencier les deux membres
de (1) :
C) e @otforpn@=7f+2(@Of.

La comparaison de ces trois relations donne la suivante :
- dyy (1 o () _, 7 YN F
@ (420N @O L 2O rra0f) = oF

Soit t, €I tel que A’ (&) % 0. Compte tenu de la remarque déja fait

que I’équation (8.3.1) admet pour tout 7 une solution en £, &, %, compte
tenu de la définition de la codimension d’une fonction (7.1.1), ceci implique

que la codimension de f -+ A (t) f est < ¢ — 1; mais ceci contredit le
fait que f - A (&) f est dans Porbite de f. =

9.2.4. TutorikmE. — La stratification naturelle de C* (M) est localement
triviale.
Démonstration. — Soit f € F°; soient f comme en 7.3, ¥,

$1, 82 1 ¥, — Diff* (M) x Diff* (R) x Re
comme dans le théoréme 8.1.1.

Soient WU un voisinage de e€G, et V, un voisinage ouvert de O dans R°

tels que W.f 4+ V, f €?,. Le théoréme 8.1.1 implique que ¥, = U.f+V, f
est un voisinage de f. S1 U est assez petit, on peut supposer (9.2.3) que

(W) (F 4 Vof) = { F).

Soit V, un voisinage ouvert de O dans R° tel que V,CV,.



658 F.  SERGERAERT

Si g€, notons T, ensemble des f'€(g.f + V,f) tels que s (f') €V,
(en gardant les notations de 9.2.3).
Comme s, est de classe C”, que, par construction, la restriction de s’
T. est Papplication identique, si U est assez petit, la restriction de s*

Q-

a T, est un C”-difféomorphisme T, — T..
On pose
V = Vo,
-y,
g€
W =U.f,

TA=f+3 (eVy),

Lo (f) =81 (f)eofesi(f)  (fev),
L) =ss()  (f'ev),

Lo () =(6(F)s:(f)  (f'e).

Cette construction et les propriétés de s; et s. (8.1.1) montrent alors
immédiatement que l’axiome (SLC) est vérifié. m

9.2.5. REMarQuUE. — On pourrait demander, dans I’axiome SLC que
I'; (z) ne soit en fait qu’une fonction de I', (). La représentation-produit
WXV — 2 serait alors définie par (w, A)>1TI, (w).T (A). La structure
de (E, G) serait plus claire et plus simple au voisinage de z,. On va montrer
par un exemple simple que dans C* (M) on ne peut trouver une telle struc-
ture. Supposons M = R (le défaut de compacité n’a pas d’importance)
et f: R— R définie par f(z) = 2’. Alors f € &', et une section transverse
est définie par T (A) = 2* + A z. On fait agir sur C” (R) le groupe
G = Diff” (R)+% (R), ou % (R) est le groupe des translations agissant
au but (un autre difféomorphisme agit au but comme agissent simultané-
ment un difféomorphisme a la source et une translation au but). Il est
facile de voir que G agit fidélement « au-dessous » (A =~ 0) de P’orbite de f,
et que, par contre, le groupe d’isotropie d’un élément situé « au-dessus »
de V’orbite (A > 0) n’est pas nul. Ce phénomeéne, variation non continue
du groupe isotropie, interdit I’existence d’une structure comme envisagée
ci-dessus.

9.2.6. La structure de la stratification « naturelle » décrite ci-dessus
présente beaucoup de pathologie dés que la codimension n’est pas petite;
voir & ce sujet Hendriks [11]. On peut définir d’autres stratifications,
a la géométrie beaucoup plus intéressante (¢f. Thom [32], Mather [18],
[19]); mais ces derniéres ont un rapport moins étroit avec l’action de

Diff (source X Diff (but).
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