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UTILISATION DES FLOTTANTS DU HARDWARE POUR LE CALCUL

RATIONNEL EXACT

(Franeis SERGERAERT - POIT/ERS)

1 - Enoncé du probléme -

Soit E}h 1'anneau des germes de fonctions holomorphes

définies .au voisinage de O dans ¢n . On note Mt 1'idéal maximal

unique de G: .81 f € Ei , on note Jf 1'idé&al de e; engendré

par les dérivées partielles du premier ordre de f s c'est 1'idéal
jacobien de f . On dit gque f a une singularité en 0 si JfC‘476,
autrement dit si toutes les dérivées partielles de f s'annulent
en O , ou encore si df(0) = O . Cette singularité est isolée si O
est racine isolée de df = 0 ; le Nullstellensatz implique alors

qu'il existe un entier k tel que Jf34ﬁk .

On note alors
_ s m 1
m(f) = inf {m : £ € Jf}

En 1973 il existait deux conjectures au sujet de la valeur
de 1'entier m(f) dans le cas o n=2 , c'est-i-dire dans le cas

oi f est un germe de deux variables complexes. La premiire,

attribude 4 J. Mather par Wall [W1] , affirmait que m(f) g 2 .

La seconde suppose en plus que f est un germe irréductible.
On peut alors définir (voir par exemple [LIJ) l'entier p(f) ,

nombre des paires de Puiseux de f . A titre d'exemple

p(y? - x* =1

p(y“ - 2x?y2 - 4x5y + xb - x7) = 2
p(yB - 4qu6 - @XSyS + 5x6y4 - 25X7y4 + 16x8y3
~4x%y? - 24x% % 4 3f~xloy2 - Rxlly - ZOxlly2 + x12

12 13 13 145 15
x Ty X

+16x "y + 6x - 8 + 21x - ) = 3
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Remarquons que ces trois polyndmes sont polyndme minimal de

SEYE R BN A IR Ll

P + respectivement. !

On nots P(x,y) le troisiZme de ces polynfmes.

'

La seconde conjecture, énconcée par A'Campo, affirmait que si

f est un germe irréductible de deux Vériables, alors m(f) 3 p(f) .

Z

On voit que les deux conjectures sont contradictoizes pour
f=P . Il était :donc tentant de déterminer, pour le cas particulier
de P , qui avait raison, de Mather ou d'A'Campo. C'est ce calcul que

nous voulons maintenant expliquer.

2 - Description de l'algerithme -

I1 faut déterminer s'il est possible 'de trouver A , A' tels
que = P2 = AP' + A'P'

Notons

p! - 11 ' = 1.3
x L Xl,] Xy . P - T Yl,J X'y
1.3 ' v i3
A =137 a . X A' =7 a X
1,1, 7 ! 1,] 4
P2 = 1 b, xi J
l)J y

On utilise la méthode des coefficients indéterminés qui donne

les équations

a X .yt oa' - = b (E )
! it,3t Ti-it, i3 it,3' Ti-it, -3 i,3 1,3
Ogi'<i
0si'<]
C'est un sytéme linéaire en les a, ., et a', ., . On classe
1,J 1’]

les ?quations Eqi j d'abord par rapport 4 i+j , puis par rapport
3

4 j . La premiére équation non triviale donne une relation :

a, . =¢C. . + ’ ;ogoa; o *tall oal
1,3, 1,3 L 1,5 T1,3 7 1,3 71,3
(1,1)#(,,3))

On reporte ce résultat dans la deuxiéme &quation non triviale,

on obtient (par exemple) :

' = C' R B SN

i3, 1,53,
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et on continue.

Aprés substitution dans une Eqi non triviale des
’

b

résultats précédemment obtenus, trois cas peuvent se produire :

1°) Eq, devient triviale (0=0) . C'est que Eq, est
- 1,_‘] 1,j
conséquence des Eqi, X pour (i',ji") < (i,j) .
’
2°) Eqi 3 devient une relation "impossible" (0=b#0) : les
t]

coefficients de toutes les inconnues.sont annulés, mais le "second
membre" n'est pas nul. Le syst@me linéaire n'admet donc pas de

solution j; c'est que P2 ¢ JP , ce qui donne raison & A' Campo.

3°) Eqi 3 devient une relation non triviale "possible" ; on
3

obtient alors une nouvelle relation :

et on poursuit.

Dans le 1°).on déduit que
xiyj ¢ JP (regardef ).
En particulier ﬂ%}ij ¢ JP et ceci donne un renseignement
sur le plus petit k tel que T?34ﬁ§(; on a k > i+j .
Dans le 3°) on peut affirmer que

. . .y 1 P
xlyJ € JP + R x yJ + %Q+J+1

(1',3")>(i,3)
i'+j' = i+j
En particulier, s'il existe un entier k tel que

a) Le cas 2°) ne se produit pas pour i+jgk

b) Le cas 3°) se produit pour tout (i,j) tel que i+j=k ,

on voit que :
a) = P2 g jp + ML
b) - MK c gp + #EHT
Mais le lemme de Nakayama implique alors que 4%k Cc JpP , a

+ |
fortiori 4%& L c JP , et donc P2 € 1P ; c'est que Mather a raison.
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Comme on sait d'avance qu'il existe un entier k tel que
JP,D//%k , on voit qu'on a bien un algarithme pour déterminer qui, de
Mather ou de A'Campo, a raison au sujet de P .

Cependant le calcul est trop compliqué pour &tre effectué &
la main j; il est nécessaire de recourir & 1'ordinateur. L'utilisation
“de 1'ordinateur soulidve poﬁrtant de nouvelles difficultés qu'on va

maintenant exposer.

3 - Résoudre un systéme linéaire rationnel & l'aide d'un ordinateur -

Supposons qu'on veuille résoudre 3 l'aide d'un ordinateur
le systéme linéaire 3 coefficients et seconds membres rationnels :
m . ‘
a,,x, = b (1 ¢ j ¢ n).

j=1 it ]

C'est un probléme trés classique. La difficulté en ce qui
nous concerne est double. D'abord, la taille du systéme, qu'on ne
connaft d'ailleurs pas au départ de 1'algorithme, est grande : a
posteriori il se trouve que m = 240 et =n = 225 ! La seconde
difficulté est plus intéressante. Il faut décider si oui ou non le
systéme proposé admet une solution. Il n'est pas question pour ce
faire d'utiliser les flottants fournis par les constructeurs. Supposons

en effet qu'on veuille déterminer la nature du systéme

3, + x, = 0

Un calcul en flottants déduira de la premiére équation que

Xy = —0.33x2 , résultat qui, reporté dans la seconde donne
—0.99x2 +ox, = O.le2 = 1, . On obtient ainsi la réponse : le systéme
admet une solution ! Ce résultat inexact provient des erreurs com-

mises par les opérateurs hinaires lors d'op&ration sur des flottants.

I1 faut donc chercher 3 travailler dans Q : un "nombre"”
sera un couple (p,q) d'entiers du hardware ; (p,q) représente le
rationnel p/q . Un jeu de sous-programmes permet d'effectuer les

opérations sur de tels nombres selon les rogles bien connues.
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On rencontre alors une nouvelle difficulté : les rationnels

résultats des calculs demandent trés rapidement pour &tre repré-

sentés des entiers p,q dépassant la capacité ma: .um prévue

par le constructeur, méme si on réduit systématiquemen. p/ E

sa forme irréductible.

13 encore la solution est classique : utiliser des sous-.
programmes de calcul en multi-précision. Cependant, cette mé&thode
est trés lourde : le temps de calcul devient trés long, et on se
heurte @ de redoutables problémes d'encombrement mémoire. Il n'est
pas slir qu'une telle méthode réussise 3 traiter notre probléme ;

de toute fagon, elle coliterait cher !

Nous avons utilisé une autre méthode, d'esprit complé&tement

différent, et qui s'est révélée trés efficace.

Soit Z 1l'ensemble des entiers positifs représentables par
un entier du hardware, et F 1'ensemble des réels positifs repré-
sentables par un flottant du hardware. Décidons qu'un "nombre"
est un quadruplet (f,s,a,B) olt f est un bit, indicateur de

format, qui vaut O ou 1 , s est un signe qui vaut =-1,0 ou 1

si f=1 , alors a,BE Z et le nombre représenté est le rationnel
so/B ;3 si f=0 , alors oa,BE& F , O < a < B-, et le nombre repré-
senté est un réel (inconnu) élément de [sa,sB] ; dans ce cas, on
ne connalt qu'une approximation par défaut et une approximation

par excés du nombre représenté ; par contre, dans'le premier cas,

on connalt le nombre exactement.

On va expliquer maintenant comment on effectue les opérations
d'addition et de multiplication de ces nombres. Supposons d'abord

qu'on veuille effectuer :
(0,s,a,B) x (O)S',G',B') = ?

On détermine des flottants ao",B"€ F tels que
a" ¢ aa' < BB' 5 B" . Le résultat est alors (O,ss',a",B8") ;
naturellement on cherchera B"-a" aussi petit que possible.

Supposons maintenant qu'on veuille effectuer :

(l1,s,p,q) x (0,s',a"',8') =2

On cherche alors o",8"¢ F tels que o" < pa'/q < pB'/q < B".

Le résultat est encore (O0,ss',a",8")
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Si on veut calculer :
(1;S,P,q) x (115'!p"q'> =?

Soit p"/q" = pp'/qq' 'la représentation irréductible du produit
des modules. Si p",q"€ Z , le résultat sera  (l,ss',p",q"). Si

par contre p'" ou q" dépasse la capacité prévue par le conducteur,

on détermine deux flottants o",8"&F tels que a" < p"/q"s< B" ;
on décidera alors que le résultat de la mﬁltiplication est
(0,ss5"',a",p"). L'esprit de la méthode est tr&s simple : si possible
on-calcule dans N ; sinon on calcule sur des intervalles de

sécurité de R .

On procé&de de la méme fagon pour 1'addition. Il se présente

cependant une difficulté. Soit d calculer :

il
-~

(0,+,0,B) + (0,-,0',8")

Suppesons d'abord que o » B' ; on cherche alors a'",B"
dans T tels que O < a" g a-?' < B-a' < B" , et le résultat est

(0,+,a",B"). De méme si B < a' . Cependant, si a < B' et

(43

B 2 a' , le résultat est un nombre indéterminé de l'intervalle

Lo-B' , B-a'] qui contient O et dont on ne peut déterminer le

signe. On considére {u'une telle addition est une erreur dans le
méme sens qu'on dit qu'une multiplication provoquant un dépassement

de capacité est une erreur : le résultat n'est pas représentable.

En ce qui nous concerne, un nombre indéterminé d'un intervalle
‘contenant O nre peut &tre considéré : il risﬁuerait d'empé&cher de
conclure sur la nature du systéme linéaire &tudié. On voit que
notre méthode ne permet de déterminer certains nombres qu'avec
une certaine approximation ; mais, tant que 1'"erreur" qu'on vient
d'étudier ne se produit pas, on connalt de fagon certaine si un
"nombre" est nul ou non. Il reste donc 3 espérer qu'aucune "erreur"
ne se produise ; cela revient 3 espérer que si, au cours du calcul
le résultat d'une scustraction n,-n, est nul, les nombres

1

n, et n, ne résultent pas d'une trop grande quantité de calculs,

1

et sont encore représentés sous forme rationnelle ; on peut alors

garantir le résultat nul.

Dans notre cas, aucune "erreur" ne s'est produite : on
trouve ainsi en 20 secondes A'IBM/370-168 que la conjecture

d'A'Campo est fausse.
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La méthode est tré&s efficace, car un "nombre" a un encombrement
mémoire fixe et réduit ; par ailleurs les sous-programmes de calcul
ne contiennent aucune séquence itérative : on gagne sur tous les

tableaux, mémoire et temps de calcul.

Pour. résoudre le systéme linéaire, le choix du pivot est
crucial ; nous avons choisi la méthode suivante : chercher si
possible un pivot rationnel, et, si c'est le cas un pivot (l,s;p,q)
tel que p?+q2 soit minimum (de fagon i "compliquer" lz moins
possible les calculs 3 suivre). La méthode naive copnsistant 3 choisir

le plus grand pivot possible &choue sur une "erreur" !

Dans nos sous-programmes, les résultats rationnels Etailent
systématiquement réduits. On peut imaginer la variante suivante :
un nombre est un quintuplet (f,r,s,p,q) oG f,s,p,q sont comme
avant, et ot r est un bit indiquant, dans le cas ot f=1 , si
p/q est réduit. On peut ainsi n'effectuer les réductions, qui
prennent beaucoup de temps, qu'd bon escient, quand elles pré&sentent
un intéré&t. On gagne ainsi 207 du temps de calcul. Cependant le
choix du pivot est moins rigoureux : on pourrait préférer le pivot
(1,1,1,11,4) au pivot (1,0,1,5A4764,564764) ; ce serait un mauvais

choix.

Dans le méme temps Briangon [B1] démontrait indépendamment
la conjecture de Mather. Depuis il a montré en collaboration avec
Skoda un résultat beaucoup plus général [BZJ impliquant que pour
un germe de n variables f', on a m(f) ¢ n . Nous espérons que
la méthode de calcul que nous venons d'exposer pourra néanmoins

rendre d'autres services en calcul rationnel.

v

Les programmes ont &té rédigés en PL/I Optimizer d'IRM.
L'utilisation de ce langage tré&s puissant rend ici de grands services:
contrdle absolu sur la représentation interne, maniement de struc-
tures, aides puissantes 3 la mise au point ont permis de réaliser

sans aucune difficulté 1l'implémentation de notre méthode.
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