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Avant-propos

Poincaré définit le groupe fondamental d’un espace topologique [12] en
1895. Viendront ensuite, dans les années 30, la définition, par Hurewicz, des
groupes d’homotopies d’ordre supérieur et le théoréme d’Hurewicz reliant
homotopie et homologie :

Théoréme 0.1 (Hurewicz). Soient X un espace topologique et n > 2 un
entier; si mi(X) = 0 pour i < n, alors 7, (X) et H,(X) sont canoniquement
isomorphes.

Au début des années 50, Cartan et Serre exposent une méthode de cal-
cul des groupes d’homotopie; cette méthode, ou plutdt sa version actuelle,
est appelée tour de Cartan-Serre ou tour de Whitehead. Elle comporte deux
difficultés majeures: le calcul des groupes d’homologie des K(m,n) et les
« ambiguités » de la suite spectrale de Serre (différentielles supérieures dé-
finies non constructivement, problémes d’extension & la limite). Puis, Edgar
Brown utilise la tour de Postnikov pour résoudre théoriquement le probléme
algorithmique du calcul des groupes d’homotopie; il signale lui-méme dans
son article [2] que sa méthode n’est pas utilisable pour des calculs concrets,
appréciation qui reste valide aujourd’hui.

A la fin des années 80, les lignes générales d’une approche de la topo-
logie algébrique constructive sont exposées dans [20]. Elle s’appuie sur le
théoréme de perturbation homologique, introduit par Ronnie Brown [3], et
sur les méthodes de programmation fonctionnelle. Le programme (machine)
E.A.T., dont la motivation principale est le calcul des groupes d’homologie
des espaces de lacets itérés, en est une conséquence directe.

La nouvelle version du programme (machine) de topologie algébrique
constructive, écrite en 1998-99 et baptisée Kenzo, utilise les mémes méthodes
pour construire les tours de Whitehead et Postnikov d’un ensemble simpli-
cial connexe a homologie effective: il s’agit de décomposer un espace en un
produit tordu d’espaces d’Eilenberg-MacLane.



Ce mémoire explicite ’architecture mathématique, dans le cadre des ma-
thématiques constructives, du programme Kenzo. Un double travail doit étre
entrepris pour obtenir des résultats mathématiquement valides. D’une part,
nous devons présenter les différents objets machines que nous utiliserons sous
forme d’objets accessibles aux mathématiques constructives. En effet, les in-
extricables chaines de bits qui codent dans le programme Kenzo les ensembles
simpliciaux (souvent infinis), les équivalences d’homotopie, etc. nécessitent
une présentation mathématique pour pouvoir étre validées. Le travail de
modélisation associé, travail décrit dans le chapitre 1, est un opérateur :

objets constructifs
{objets machines} — de la
topologie algébrique

D’autre part, nous devons également structurer plus précisément qu’a
Iordinaire les objets usuels de la topologie algébrique. En effet les ensembles
simpliciaux, les suites spectrales, etc. ne sont pas, dans le cas général, des
objets constructifs. Les définitions usuelles de la topologie algébrique doivent
étre enrichies pour devenir constructives. Quelquefois plusieurs enrichisse-
ments différents sont nécessaires ; ainsi & la définition usuelle des complexes
de chaines vont correspondre, dans notre cadre de travail, deuz définitions:
& savoir celle des complexes de chaines effectifs et celles des complexes de
chaines localement effectifs. Le chapitre 2 est consacré a ces questions; en
particulier, les choix indiciaires des opérateurs de torsion sont fixés dans ce
chapitre. Un foncteur d’oubli, donc d’appauvrissement, est aussi défini des
objets constructifs vers les objets Zermelo-Frankel :

objets constructifs objets usuels
de la — de la
topologie algébrique topologie algébrique

Il est alors possible de définir mathématiquement le programme Kenzo
comme un ensemble de définitions et théorémes constructifs énoncés dans
le cadre de notre machine Lisp. Il faut tout d’abord définir des ensembles
mathématiques modélisant les différents types de données (complexes de
chaines, ensembles simpliciaux, etc.): c¢’est 'objet du chapitre 3.

Ensuite, le chapitre 4 redéfinit les opérateurs usuels de la topologie algé-
brique afin qu’ils conservent le caractére constructif des objets topologiques
manipulés: c’est le cas en particulier des produits tensoriels, des opérateurs
de torsions, des espaces de lacets et de la construction Bar. Enfin, on déve-
loppe deux méthodes pour le calcul des groupes d’homotopie.



La premiére s’appuie sur les travaux de Kan et sa définition des groupes
d’homotopie pour les ensembles simpliciaux simplement connexes vérifiant
la propriété d’extension de Kan. On évite ainsi I’écueil rencontré par Edgar
Brown: le calcul de I'homologie des K(m,n) pour n > 1. Cependant, si la
propriété d’extension de Kan permet de conserver le caractére constructif
des objets topologiques, sa complexité combinatoire en limite les résultats
(cf. le chapitre 5).

La seconde méthode reprend l'idée d’Edgar Brown (la tour de Postnikov
peut aussi étre utilisée mais, expérience faite, la tour de Whitehead est plus
efficace). Edgar Brown utilisait des approximations relativement complexes
des K(m,n) par des ensembles simpliciaux finis. Les méthodes exposées
dans ce mémoire permettent de procéder d’une facon différente; si W est la
construction espace classifiant, I'isomorphisme canonique Wn_l(K (m, 1)) ~
K (m,n) produit une version qui n’est pas, a priori, de type fini de K (m,n),
mais qui est & homologie effective. La méthode d’Edgar Brown peut alors étre
reprise pour obtenir un résultat théorique de portée beaucoup plus vaste : les
groupes d’homotopie des ensembles simpliciaux simplement connexes & ho-
mologie effective sont calculables; de plus la technique dont l’existence est
ainsi démontrée peut étre utilisée concrétement : c’est le programme Kenzo
avec lequel un ensemble significatif de groupes d’homotopie d’espaces arbi-
traires sont accessibles (cf. le chapitre 6).

Certains points ne sont toutefois pas abordés par la version actuelle du
programme Kenzo. C’est le cas notamment de la construction de ’homolo-
gie effective des K (m,n), lorsque m n’est ni Z, ni Z/27Z. Une premiére ap-
proche consisterait a définir des équivalences de chaines constructives entre
les groupes simpliciaux K (m,1) et des complexes de chaines de type fini
(de préférence minimaux d’un point de vue algébrique). Ensuite il suffirait
d’utiliser la construction espace classifiant W pour obtenir des versions a
homologie effective des K (m,n). On peut aussi considérer les structures pro-
duits quand le groupe 7 n’est pas irréductible. Tout reste a faire dans ce
domaine.

La complexité combinatoire de la propriété d’extension de Kan pose éga-
lement un probléme ardu: Schon le mentionne déja dans [19]. Et si, comme
le mentionne Schon, la propriété d’extension de Kan est suffisammment souple
pour constituer I'essentiel de nombreuses définitions constructives, aucune
étude de complexité n’a été entreprise, a notre connaissance.

La méthode utilisée ici pour le calcul des groupes d’homotopie est primi-
tive : elle n’utilise « que » les suites spectrales de Serre et Eilenberg-Moore
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et plus précisément leur version & homologie effective. C’était la premiére
étape obligatoire, mais la suivante est claire; il faut maintenant déterminer
la version & homologie effective de la suite spectrale d’Adams: un beau sujet
en perspective.
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Chapitre 1

Un modéle pour le programme
Kenzo

La validation des programmes machines en général et du programme
Kenzo en particulier est un probléme de modélisation ; il s’agit de définir un
mécanisme de correspondance entre deux espaces de travail : celui, classique,
de la topologie algébrique et celui, nouveau, qu'il est nécessaire de définir
pour la mise en ceuvre sur machine. En fait, nous allons utiliser un espace
de travail intermédiaire : celui des mathématiques constructives tel qu’il est
défini par Treelstra et Van Dalen dans [24]. Une axiomatique strictement
plus fine que celle, usuelle, de Zermelo-Fraenkel y est définie, modélisant le
travail & effectuer sur machine et permettant néanmoins de conserver un
cadre mathématique.

Nous devons donc définir des ensembles (mathématiques) modélisant les
différents types de données & manipuler sur machine, puis montrer 'exis-
tence d’algorithmes produisant les résultats escomptés. La validation des
algorithmes utilisés dans le programme Kenzo sera démontrée au fur et a
mesure, le long des différents chapitres. Ce chapitre est consacré a l'exposé
détaillée d’exemples élémentaires (groupes et anneaux) expliquant notre meé-
thode de travail.

1.1 Description du modéle utilisé

Une machine concréte (ordinateur) a une unité centrale (CPU) et une
mémoire. L’unité centrale peut exécuter un programme produisant un résul-
tat & partir de certaines données. Dans notre cadre de travail, I'unité centrale
est modélisée par I’évaluateur lisp dont nous allons présenter une version sim-
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plifiée suffisante. La mémoire est (plus ou moins) modélisée par l’ensemble
(infini) de tous les objets machines possibles. Les programmes, au sens usuel,
sont des objets machines particuliers: les objets fonctionnels.

Il est ainsi possible de définir mathématiquement un modéle de la ma-
chine lisp utilisée par le programme Kenzo. Le modéle complet est celui de
la norme ANSI qui donne une définition mathématique du langage Common
Lisp [22]. La norme propose en particulier un systéme de programmation
objet, CLOS (Common Lisp Object System). C’est dans le langage CLOS
que nous allons décrire les objets de la topologie algébrique tels que les en-
sembles simpliciaux, les groupes simpliciaux, les complexes de chaines, les
algébres de Hopf, etc. ainsi que les foncteurs de la topologie algébrique tels
que le foncteur 2 espace de lacets, le foncteur W classifiant, etc.

Définition 1.1. La machine abstraite CLOS est un triplet (U, E, p) tel que :

1° Uensemble U (pour Univers) contient tous les objets machines pos-

stbles : symboles, nombres, structures, objets fonctionnels, classes,
types...;

2 'ensemble &£ est celui de tous les environnements possibles, notion
dont la définition, peu importante dans notre contexte, est donnée
un peu plus loin ;

3 Vévaluateur p: U x £ — (U x ) L1 {1} modélise les exécutions des
programmes.

Soit u € U et E € &, alors p(u, E) est le résultat du travail de l'objet
u, considéré comme un programme, exécuté dans ’environnement E. La
définition complete du triplet (U, E, p) n’est autre que le texte de Steele [22]
(998 pages). Les quelques exemples qui suivent suffiront dans un premier
temps.

Exemple 1.2. L’exécution de l'instruction lisp sommant de 2 et 3

? (+ 2 3)
5

est modélisée dans le cadre de notre machine abstraite comme suit. Soitl € U
lobjet lisp (+ 2 3) et soit Ey € £ un environnement (dans ce cas sans
incidence). Alors,

p(la EO) = (57 EO)

La premiére composante du résultat, 5, est le résultat, au sens usuel, du
calcul; Uenvironnement n’est pas modifié.
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Définition 1.3. Un environnement E est une partie finie de S X U, ou
S C U est l’ensemble des symboles ; chaque symbole s est présent au plus une
fois dans la composante gauche des couples de E:

E={E CPrinie(S xU) | Vs € S, #{(s,u) € E,u e U} < 1}

Autrement dit, EE est un graphe fonctionnel.

Exemple 1.4. L’exécution de l'instruction lisp associant au symbole x ’en-
tier 7

? (SETF x 7)
7

se traduit dans notre modéle ainsi: soit E € £ un environnement et | =(setf
X 7) notre objet a évaluer, alors :

p(l, E) = (77 E,)

ot E' est un nouvel environnement dans lequel en particulier le couple (x,7)
€ E'; ce qu'on lit généralement « = prend pour valeur 7 ».

Remarque . Cette définition d’un environnement est en fait trés simplifiée.
Elle ne tient compte en particulier ni des valeurs fonctionnelles (cf. 'exemple
6), ni du mécanisme — relativement complexe — de portée lexicale des sym-
boles (cf. [22], §3). La définition détaillée d’un environnement, bien qu’utilisée
a maintes reprises dans le programme Kenzo, est abandonnée ici au profit
de la définition simplifiée — plus abordable — présentée précédemment.

Exemple 1.5. L’exécution de linstruction | =(+ x 4)

7 (+ x 4)
11

avec l'environnement E' ci-dessus se modélise par :
pll, B') = (11, ')
L’environnement n’est pas modifié : nous avons toujours le couple (z,7) € E'.

Exemple 1.6. Soit ['instruction lisp suivante :

? (SETF x (+ x x))
14
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Soitl notre objet a évaluer et supposons que nous sommes toujours avec l’en-
vironnement E' ou le couple (z,7) est présent. L’évaluation crée un nouvel
environnement E" = (E'\{(z,7)})U{(z,14)}, cela donne dans notre modéle :

p(l, E") = (14, E")

Exemple 1.7. L’exécution de l'instruction qui associe au symbole F ['objet
fonctionnel associant & une variable x la valeur de x-3

7 (SETF f
(LAMBDA (x)
(- x3)))
#<Anonymous Function #x46375EE>

se traduit dans notre modéle comme suit: soit | ['objet (SETF f (LAMBDA
(x) (- x 3))) et E un environnement dans lequel f n’a aucune valeur.
Posons E' = EU{(f, « lobjet fonctionnel »)}, alors

p(l, E) = (#<Anonymous Function #x{6375EE>,E')
Linstruction lisp

7 (FUNCALL F 2)
-1

demande a l'objet fonctionnel associé¢ au symbole® £ de travailler sur 2. Dans
notre modele, sil est 'objet (FUNCALL F 2) et E' l’environnement ci-dessus,
on obtient :

p(l, E,) = (-1, E,)

Exemple 1.8. En lisp chaque symbole posséde, outre sa wvaleur classique,
une valeur fonctionnelle. L’évaluation de l’instruction suivante

? (DEFUN f(x) (+ x 2))
F

définit comme valeur fonctionnelle de £ ['objet machine qui ajoute deur a un
nombre. Dans notre modele, si E' est ’environnement de ’exemple précédent
et [ l'objet o évaluer, alors

p(l,E,) = (F, E”)

1. Dans notre modéle de la machine lisp, il n’est fait aucune distinction entre les mi-
nuscules et les majuscules.
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ou E" = E' U {(Ffonctionnelie, « lobjet fonctionnel »)}. La valeur fonction-
nelle du symbole £ est notée en lisp #°f et peut étre utilisée comme suit :

7 #°f

#<Compiled-function F #x4A81EOE>
7 (f 2)

4

Ce qui, dans notre modéle, devient :

p(#f,,E") = (#<Compiled-function F #x{A81E0E>, E")
p((f 2),E") (4,E")

Un programme exécuté sur machine pose le probléme de sa terminaison
(et aussi celui de son temps d’exécution...). Les programmes se divisent en
deux catégories: ceux qui terminent et ceux qui ne terminent pas. Le théo-
réeme de Post démontre qu’il ne peut exister d’algorithme concluant quant &
la terminaison d’un programme.

En fait, la version mathématique de I’évaluateur p — et il différe en ce
point de I’évaluateur informatique — n’est pas un algorithme; le mathéma-
ticien observateur « décide » de modéliser par l'objet 1 I'image par p d’un
programme ne terminant pas.

Exemple 1.9. L’objet machine suivant permet de calculer la somme des n
premiers entiers strictement positifs :

? (DEFUN somme (n)
(SETF i 0)
(SETF resultat 0)
(LooP
(SETF i (+ i 1))
(SETF resultat (+ resultat i))
(WHEN (= i n)
(RETURN resultat))))
SOMME

Soitl lobjet a évaluer et EE un environnement. Avec notre modéle nous obte-
nons p(l, E) = (SOMME, E') o E' est le nouvel environnement qui associe
la partie fonctionnelle de SOMME a 'objet [.

L’exécution de l’instruction lisp

? (somme 10)
55
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se traduit par p((somme 10), E') = (55, E'). Par contre l'exécution de l'ins-
truction lisp

? (somme -1)
ne s’achéve pas. Dans notre modéle, on obtient :
p((somme —1),E') =

Remarque . Pour des commodités de présentation, nous ne présenterons
plus les évaluations des objets [ sous la forme p(l, E) = (I', E'), mais sous la
forme qu’elles prennent en lisp, & savoir:

7?1
1’

L’environnement ne sera plus précisé par la suite, sauf indication contraire.

1.2 Utilisation du modéle sur des exemples

Dans un premier temps, nous allons illustrer notre modéle lisp avec des
exemples simples (groupes abéliens, anneaux) afin d’expliciter I’organisation
adoptée dans le programme Kenzo pour que les catégories usuelles de la
topologie algébrique aient des équivalents constructifs.

1.2.1 Les groupes abéliens

En mathématiques, un groupe abélien est un ensemble muni d’une loi de
composition (de groupe) commutative. En mathématiques constructives, un
groupe abélien est un ensemble muni d’une loi de composition commutative
constructive ; il est défini par un quadruplet (€, X, e,7) ou

1° Valgorithme €: U — {vrai, faux} détermine I’ensemble des éléments
du groupe (G = {u € U|€(u) = vrai}), autrement dit € est la
fonction caractéristique de la propriété d’appartenance;;

2° Dalgorithme x: G X G — G est la loi de composition (usuelle) du
groupe;
3° l'objet e € U est ’élément neutre du groupe;

4° Valgorithme ©: G — G calcule 'opposé des éléments du groupe.

La notion CLOS de classe permet de définir un cadre analogue dans notre
modeéle de machine abstraite. Une classe C est définie par un ensemble fini
I d’indices; un objet de classe C est un n-uplet dont les composantes sont
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indexées par 1. Dans notre exemple, la classe « Groupe » est définie & 'aide
de l'instruction CLOS:

? (DEFCLASS Groupe-abélien ()

((APPR) ; 1’indice de la fonction d’APPaRtenance
(ADDT) ; 1’indice de 1’ADDiTion du groupe
(ELNT) ; 1’indice de 1’ELément NeuTre du groupe
(OPPS))) ; 1l’indice de 1’0PPoSition du groupe

#<STANDARD-CLASS GROUPE-ABELIEN>

L’ensemble d’indices de la classe est I = {appr, mltp, elnt, invr}.

Nous pouvons maintenant définir le groupe abélien de notre choix, par
exemple le groupe des entiers Z. Pour ce faire, exécutons l'instruction lisp
suivante :

? (SETF Z (MAKE-INSTANCE ’groupe-abélien
:appr #’integerp
raddt #°+
:elnt O
zopps #7-))
#<GROUPE-ABELIEN #x3D88CBE>

L’objet créé, associé au symbole Z, est une modélisation du groupe abélien
des entiers par le quadruplet (€, x,e,i) = (#’integerp, #’+, 0, #’-) ol
#’integerp est la fonction lisp déterminant si un objet est ou non un entier.
Le groupe Z étant défini, nous pouvons effectuer des opérations le concernant :

? (FUNCALL (appr Z) 4/3)
NIL

? (FUNCALL (appr Z) 7)

T

Les deux premiéres instructions demandent si ’objet 4/3, puis l'objet 7, sont
des éléments du groupe. Le programme répond « NIL » pour 4/3 (4/3 n’est
pas dans Z) et « T » — T comme True — pour 7 (7 est dans Z).

L’algorithme d’appartenance doit pouvoir travailler sur n’importe quel
objet de U ; a ce titre il peut travailler par exemple sur "Bonjour" ou sur le
groupe Z lui-méme.

7 (FUNCALL (appr Z) "Bonjour")
NIL

? (FUNCALL (appr Z) Z)

NIL
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Les trois derniéres composantes, ou « slots » dans la terminologie CLOS,
s’utilisent ainsi:

? (FUNCALL (addt Z) 5 3)
8
? (elnt Z)
0
?

(FUNCALL (opps Z) 2)
-2

Remarque . Les instructions CLOS permettant d’atteindre les composantes
du groupe sont présentées ici sous forme simplifiée. Il faut, pour rendre ces
formes simplifiées utilisables, inclure dans la définition de la classe quelques

détails techniques supplémentaires 2.

Les quatre composantes définissant un objet de classe « Groupe-abélien »
doivent vérifier les relations de cohérence usuelles. Noter que la vérification
est & l’entiére responsabilité de 1'utilisateur. En effet, rien n’oblige un objet
de classe « Groupe-abélien » a étre effectivement un groupe abélien; par
exemple, la premiére composante (la fonction €) peut trés bien ne pas étre
une fonction a valeurs dans {vrai, fauzx}.

Le théoréme de Post implique qu’aucun algorithme ne peux vérifier si un
objet de U est ou non un algorithme & valeurs dans {vrai, fauz}. Aucun
algorithme ne peut donc tester si € est une fonction caractéristique. En
conséquence aucun algorithme ne peut controler les relations de cohérence
nécessaires pour les groupes abéliens.

Remarque . Dans notre modele, 'univers U est ’ensemble de tous les ob-
jets machines; en quelque sorte les objets sont tous « pré-construits » et le
mécanisme de construction (d’un groupe abélien par exemple) semble hors
sujet. La structure de ’évaluateur p réfute cette objection:

p: UXxE — UxE)T{{}
(LE) — (I',E') out

Ce qui a été présenté précédemment comme la construction de !’ est en fait
Pexécution d'une instruction dont le résultat est (I, E').
1.2.2 Exemple de foncteurs entre groupes abéliens

Soient A et B deux groupes abéliens, I'image du couple (A, B) par le
foncteur « x » est le groupe abélien A x B. Ce foncteur peut se définir dans

2. Le lecteur désireux de précisions sur les classes en CLOS pourra se reporter a [7]
(chapitre 11) qui constitue une excellente introduction aux classes.
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notre cadre de travail; ’algorithme PRODUIT ci-dessous est une traduction
possible du foncteur.

? (DEFUN produit (groupel groupe2)
(MAKE-INSTANCE ’groupe-abélien
; la composante appr a construire est (apprl, appr2)
:appr (LAMBDA (elmn)
(SETF elmnl (FIRST elmn)
elmn2 (SECOND elmn))
(AND (FUNCALL (appr groupel) elmnl)
(FUNCALL (appr groupe2) elmn2)))
; la composante addt & construire est (addtl, addt2)
:addt (LAMBDA (elmnl elmn2)
(SETF elmnll (FIRST elmnl)
elmn12 (SECOND elmnl)
elmn21 (FIRST elmn2)
elmn22 (SECOND elmn2))
(LIST (FUNCALL (addt groupel) elmnil elmn21)
(FUNCALL (addt groupe2) elmnl2 elmn22)))
; la composante elnt & construire est (elntl, elnt2)
:elnt (LIST (elnt groupel)
(elnt groupe2))
; la composante opps & construire est (oppsl, opps2)
:opps (LAMBDA (elnt)
(SETF elntl (FIRST elnt)
elnt2 (SECOND elnt))
(LIST (FUNCALL (opps groupel) elntl)
(FUNCALL (opps groupe2) elnt2)))))
PRODUIT

Le groupe Z est déja construit; ’algorithme PRODUIT permet alors de
construire le produit cartésien de Z par Z, appelons le Z2.

? (SETF z2 (produit z z))
#<GROUPE-ABELIEN #x4BE1FB6>

Le groupe construit par ’algorithme ne se distingue en rien d’un groupe
construit par I'utilisateur ; ses composantes s’utilisent de fagon analogue:

? (FUNCALL (appr z2) ’(1 7/2))

NIL

7 (FUNCALL (appr z2) ’(1 3))

T

? (FUNCALL (addt z2) ’(1 5) ’(3 -7))
4 -2)

? (elnt z2)
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(0 0)
7 (FUNCALL (opps z2) ’(2 -4))
(-2 4)

L’algorithme PRODUIT construit un objet de classe « Groupe-abélien »,
mais il ne peut certifier que 'objet construit est effectivement un groupe
abélien (ce qui est impossible, cf. ci-dessus). C’est donc a la responsabilité
du programmeur de vérifier — par l'intermédiaire d’une démonstration ma-
thématique, ici trés facile — que 'objet PRODUIT est valide ; autrement dit que
I’algorithme travaillant sur deux groupes abéliens, retourne bien un groupe
abélien.

1.2.3 La catégorie des groupes abéliens et celle des anneaux

Intéressons nous maintenant aux catégories G des groupes abéliens et A
des anneaux. Une catégorie contient une classe (a la Bernay - Von Neumann)
d’objets et une classe de morphismes. Nous allons aussi utiliser deux classes
(a la CLOS) dans notre modeéle. Ainsi, pour travailler sur machine avec la
catégorie G des groupes abéliens, nous définissons les deux classes « Groupe-
abélien » et « Morphisme-groupe ».

7 (DEFCLASS Groupe-abélien ()
((APPR) ; 1’indice de la fonction d’APPaRtenance
(ADDT) ; 1’indice de 1’ADDiTion
(ELNT) ; 1’indice de 1’ELément NeuTre
(0PPS))) ; 1l’indice de 1’0PPoSition
#<STANDARD-CLASS GROUPE>
7 (DEFCLASS Morphisme-groupe ()
((SOURCE) ; 1l’indice de la SOURCE
(BUT) ; 1’indice du BUT
(INTR))) ; 1’indice de la partie INTeRne
#<STANDARD-CLASS MORPHISME-GROUPE>

La classe « Groupe-abélien » posséde les mémes composantes que précédem-
ment ; la classe « Morphisme-groupe » a les slots suivants:

— le slot SOURCE permet d’atteindre la source du morphisme considéré;
— le slot BUT permet d’atteindre le but du morphisme considéré;

— le slot INTR permet d’atteindre ’action du morphisme sur les éléments ;
cette action est un algorithme envoyant un objet de la source sur un
objet du but (nous 'appellerons la partie interne du morphisme).
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Exemple 1.10. Supposons que l’on veuille définir le morphisme f: x € Z —
T.x € Z. Le symbole Z est lié a l’objet défini plus haut, de classe « Groupe-
abélien », représentant le groupe Z . Le morphisme se présente dans notre
modéle lisp sous la forme:

? (SETF f (MAKE-INSTANCE ’morphisme-groupe
:source Z
:but Z
:intr #’ (lambda (x) (* 7 x)))
#<MORPHISME-GROUPE #x4DEF1DE>
? (source f)
#<GROUPE-ABELIEN #x3D88CBE>
? (but f)
#<GROUPE-ABELIEN #x3D88CBE>
? (intr f)
#<Anonymous Function #x4E2209E>

Considérons maintenant la catégorie des anneaux, A. C’est une sous-
catégorie de celle des groupes abéliens. Le systéme CLOS permet & l'utilisa-
teur de définir des sous-classes ; ce qui donne pour les classes « Anneau » et
« Anneau-morphisme » :

7 (DEFCLASS Anneau (Groupe-abélien)

((PRDT))) ; 1l’indice du PRoDuiT de 1l’anneau
#<STANDARD-CLASS ANNEAU>
7 (DEFCLASS Morphisme-anneau (Morphisme-groupe)

O)
#<STANDARD-CLASS MORPHISME-ANNEAU>

La classe « Anneau » est définie comme une sous-classe de la classe
« Groupe-abélien » avec un slot supplémentaire, celui de la composante
produit. La classe « Morphismes-anneaux » est une sous-classe de la classe
« Morphismes-groupes » ; le cas est assez particulier puisque ces deux classes
utilisent le méme nombre de composantes. Un morphisme d’anneaux n’est
autre qu’un morphisme de groupes abéliens avec les propriétés additionnelles
suivantes: sa source et son but sont des anneaux et il doit étre compatible
avec les multiplications de la source et du but.

Dans notre organisation, un objet ne doit étre de classe « Morphisme-
anneau » que si ces propriétés sont satisfaites; la vérification de ces pro-
priétés est entiérement sous la responsabilité de ’utilisateur : & nouveau, le
théoréme de Post nous fait abandonner tout espoir d’une vérification par
I'intermédiaire d’un programme.
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Chapitre 2

Rappels de topologie
algébrique

L’étude des espaces topologiques en général est un sujet trop vaste pour
étre intégrée dans un modéle de machine abstraite. Cependant, les ensembles
simpliciaux définissent un cadre de travail combinatoire adéquat.

Dans ce chapitre, nous effectuons tout d’abord quelques rappels sur les
ensembles simpliciaux (et préciserons nos conventions indiciaires), puis sur
les complexes de chaines. Enfin nous définissons la notion d’homologie effec-
tive.

2.1 Topologie simpliciale

Cette section rappelle — sans aucune démonstration — les principales pro-
priétés et définitions de la topologie simpliciale. Le lecteur désirant des in-
formations plus détaillées pourra se référer a [11].

2.1.1 La catégorie A

Définition 2.1. La catégorie A a pour objets les ensembles n = {0,... ,n}
avec n € N et pour morphismes les applications croissantes (au sens large)
de m vers n avec n et m € N. L’ensemble des morphisme de m wvers n est
noté A(m,n).

Certains morphismes de cette catégorie jouent un role particulier. Ce sont
les morphismes 9]' et 7;".

Définition 2.2. Les morphismes 0] € A(n —1,n) et n* € A(n+1,n) sont



24 CHAPITRE 2. RAPPELS DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE

définis, pour 0 < i< n par:
(i) =jsii<jetdf(j)=j+1sij=>i,
nt(j) =jsij<ietn(j)=j—1sij>i

O est le seul morphisme injectif de A(n —1,n) qui évite [’élément i de n.
ni est le seul morphisme surjectif de A(n + 1,n) qui double I’élément i de n

(i et i+ 1 sont tous les deux envoyés suri).

Proposition 2.3. Tout morphisme « de A(m,n) s’écrit d’une unique fagon

sous la forme :
_an n—k+1,_m—I m—1
a =0 ...8Z~k71 I

outy >t > ...>0 1 et <...<jravecm—Il=n—k.

O Démonstration. Cf. [11, page 4]. O

2.1.2 Ensembles simpliciaux

Définition 2.4. Un ensemble simplicial X est un foncteur contravariant de
la catégorie A wvers la catégorie des ensembles.

Cela revient a définir pour tout n dans N, l'image X (n) de n par X et
pour tout morphisme «, son image X («). Traditionnellement, on note X,
Iensemble X (n) et a* le morphisme X («); les éléments de X,, s’appellent
des n-simplexes (ou simplexes abstraits de dimension n).

Exemple 2.5. Le simpleve standard A3 (un tétraédre) est I’ensemble sim-
plicial suivant :

- (Ag)objets = {é(ﬂa 3)7 ne N}
- (A3)morphismes = {a*: B € A% = Ba € A?na OAS émorphz’smes}

Exemple 2.6. Définissons l’ensemble simplicial S*, pour k € N (S* est une
version simpliciale de la sphére de dimension k).

o Srli — ésurjectif(ﬂ’ E) I {*n}

Ba si Ba est surjectif

* * k
- kg >k et BESE 3
m n B m {*nsmon

Définition 2.7. Soit n un entier; le simplexe standard A" est [’ensemble
simplictal suivant:

- (An)objets = {é(ﬂaﬂ)a peE N}
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- (An)morphismes = {a*: /8 € AZ = Ba € AZ; o€ émorphismes}

Le théoréme 2.3 implique 'unicité de la décomposition des morphismes
* _ .m—1x m—Ilx qn—k+1x nk s - . .
sous la forme o* = My T 8Z-k_1 cORT oGy >0y > > gy et

n<...<jravecm—Il=n—k:

Proposition 2.8. Un ensemble simplicial X est entiérement défini par la
donnée d’une suite d’ensembles (Xy,)nen, des morphismes 0 : X, — Xp—1
et " Xy, — Xyq1. Les morphismes doivent vérifier les cing relations sui-
vantes :

8;‘8]’-‘:8]’-‘82‘“ st1 > 8;‘7];: ;-‘8;‘71 s11 2742

N =i sii =i Ofn; =mnj_,0;

on; =1lsit=yj,5+1

Les opérateurs J; s’appellent les opérateurs de faces ; le simplexe 0z est

la 7%¢™¢ face de x. Les opérateurs n; s’appellent les opérateurs de dégénéres-
cences ; le simplexe njz est la itéme degeénérescence de x.

Définition 2.9. Soit X un ensemble simplicial. Un simplexe © de X, est

dégéneéré s’il existe un simpleze y de X, 1 et i € {0,... ,n — 1} tels que
T = nn_l*y
; .

Définition 2.10. Soit X un ensemble simplicial et soit k un entier. Le
k-squelette de X est le sous-ensemble simplicial de X contenant tous les
simplezes non-dégénérés de dimension n avec 0 < n < k.

Définition 2.11. Soit X un ensemble simplicial, X est pointé si un sim-
plexe x¢ de dimension 0 est distingué ; le simpleze *o s’appelle alors le point
base de X.

Définition 2.12. Un ensemble simplicial X est réduit sl ne posséde qu’un
seul simpleze en dimension 0.

Un ensemble simplicial réduit est canoniquement pointé.

Définition 2.13. Un ensemble simplicial X est n-réduit, avec n € N, s’
est réduit et s’il ne posséde que des simplexes dégénérés dans les dimensions
d pour 1 <d < n.

Définition 2.14. Un ensemble simplicial X est n-connexe, avec n € N, si
pour tous simplezes v,w € X, il existe des simplezes og,... ,00 € Xpi1
vérifiant :

— le simplexe v est une face de g ;
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— le simplexe w est une face de o, ;

— au moins une des faces de o; est aussi une face de o;41, pour 0 <@ <r.

Dans le cas ou n = 0, on parle d’ensemble simplicial conneze plutot que
d’ensemble simplicial 0-connexe.

Définition 2.15. Soient X etY deux ensembles simpliciauz. Un morphisme
simplicial f.: X, — Y. est un ensemble d’applications {fn: X;, — Yn}nen
vérifiant pour 0 <1< n:

fn=fn10; et Nifn = far1mi

Autrement dit, chaque f,, doit commuter avec les opérateurs de face et de
dégénérescence ; f. n'est autre qu’un morphisme de foncteurs.

Définition 2.16. Un ensemble simplicial X satisfait la propriété d’exten-
sion de Kan s’il vérifie la propriété suivante :

Pourn e N0 k< n+1 et pour xg,... ,Th—1,Tk+1,--- ,Tnt1 € Xp tels
que pour 1 < §,i # k et j # k nous avons 0;x; = 0j_1x; alors
dz € Xn+1 | Vi 75 k, O,z = x;.

On dit alors que X est un ensemble simplicial de Kan.

Définition 2.17. Un groupe simplicial G est un foncteur contravariant de
la catégorie A vers la catégorie des groupes.

Remarque . Un groupe simplicial G est donc un ensemble simplicial dont
chaque G, a une structure de groupe compatible avec les opérateurs de face
et de dégénérescence (le produit et les opérateurs commutent).

Proposition 2.18. Un groupe simplicial est un ensemble simplicial de Kan.
O Démonstration. Cf. [11, page 67]. O

Définition 2.19. Soit p: E — B un morphisme simplicial. Considérons les
conditions suivantes pour une collection {ei}0§i§n+17i5£k de stmplexes de E
et pour un simplexe b de B :

— la collection {e;}ixr de n+1 simplexes de E,, vérifie la condition d’ex-
tenston de Kan;

— le simpleze b de Bp41 vérifie 0;b = p(e;) sii # k.
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Le morphisme p est une fibration de Kan sl existe un simplexe o de
E, 1 vérifiant b = p(o) et O;jo = e; pour i # k dés que les conditions ci-
dessus sont remplies.

La correspondance entre topologie classique et topologie simpliciale est

établie par les foncteurs de réalisation ||.|| [11, page 55| et de singularisation
S |11, page 2|.

2.1.3 Produits tordus
Définition 2.20. Soient X et Y deuzr ensembles simpliciaux; [’ensemble
stmplicial X XY est défini par:

—pourneN, (X xY), =X, xY,;

— poura:m —n, o (z,y) € (X XY),, = (o (2),a} (y) € (X xY),.

Définition 2.21. Soient F' et B deur ensembles simpliciauz. Un opérateur
de torsion 7: B X F' — F est une famille d’opérateurs {r,: B, X F, —
E, 1} nen vérifiant :

= pour (b, f) € (B X F)y, 7(On—1b,0p—1f) = 7(0nb,7(b, f)) ;
~pour 0 <i<n—1, o;7(b, f) =7(0b, 0; f) ;

= pour 0 <i<n—1, miT(b, f) = T(mib, mif) ;

— pour b € By, _1,f € F, (b, f) = Onf.

Définition 2.22. Soit 7: BX F — F un opérateur de torsion, alors T décrit
un produit tordu, noté B X, F'; c’est I’ensemble simplicial défini par :

(B x; F), =B, xF, 0ib,f)=(0;b,0if) oti <n
8n(ba f) = (8nb77—(b7 f))

Dans [11, §18, pages 70 & 74] P. May a une convention différente de la
notre: il place la fibre & gauche de la base et fait agir la torsion sur la face 0.
Le choix différent adopté ici n’est pas arbitraire: il est justifié par ’asymétrie
des listes lisp et aussi par la comparaison des cochaines de torsion de Shih
et Szczarba [21, 23| ; expérience faite, celle de Szczarba est considérablement
plus efficace.

Définition 2.23. Une action «, d’un groupe simplicial G sur un ensemble
simplicial X est une famille d’opérateurs {ay,: Gpx X — Xp tnen vérifiant :

— ay: G X X — X est un morphisme simplicial ;
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- an(d',an(g,2)) = an(g'g,z) et ay(l,z) =z siz € X,,,9,9 € Gy,.

Définition 2.24. Un fibré simplicial 7 = {7,: B, = Gp—_1}nen- de base B,
de fibre F' et de groupe structural G agissant sur F, est une famille d’opéra-
teurs vérifiant pour b € By, :

- 0iTp(b) = T—1(0sb) sii <mn;

~ Op170(b) = Tn-1(0p11b) - 71 (Onb) ;
= iTn(b) = Tni1(nid) sii <m;

- 1g = Thy1(nnd).

Remarque . Le fibré simplicial 7, induit un produit tordu défini par ’'opé-
rateur de torsion 7: B X F' 3 (b, f) = (7,(b) - Opf) € F.

Définition 2.25. On appelle espace total de la fibration [’ensemble simpli-
cial B X7 F', noté plus fréquemment B X, F.

Définition 2.26. Un fibré principal de base B et de fibre F est un fibré
simplicial dont la fibre est le groupe structural lui-méme.

Proposition 2.27. Un fibré simplicial 7. de base B et de fibre F' est une
fibration de Kanp: B x,, F — B.

O Démonstration. Cf. [11, page 70, lemme 18.2]. O

2.2 Complexes de chaines

2.2.1 Définitions

Définition 2.28. Un complexe de chaines (Cy,d,) = {Cy,dp}nez est une
famille ou, pour toutn € Z:

— chaque C,, est un Z-module;
— Dapplication d,,: C,, — Cy—1 est un morphisme de Z-modules ;
— la composition d, o d, 1 est nulle.

L’ensemble C,, est l’ensemble des n-chaines et d = {dy }nez est la différen-
tielle du compleze.
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Par abus de notation, un complexe de chaines sera souvent noté par son
module gradué C.

Définition 2.29. Soient C, et C. deur complezes de chaines. Un mor-
phisme de complexes de chaines f.: C, — C. est un morphisme de modules
gradués compatible avec les différentielles :

frndni1 = d;lﬂfn“ pour tout entier n

Définition 2.30. Soit X un ensemble simplicial. Notons C(X) le Z-module
gradué ot Cp(X) est le Z-module libre engendré par X,,.

Proposition 2.31. L’endomorphisme de module gradué d, = > 1 (—1)"0"*
vérifie dod = 0.

Le complexe de chaines canoniquement associé & 1’ensemble simplicial
X, est le complexe de chaine Cy(X) = {C,(X),dp}nez. Nous utiliserons
souvent, en particulier sur machine, une version allégée du complexe induit :
le complexe de chaines normalisé.

Définition 2.32. Soit X un ensemble simplicial ; le module gradué CP(X)
est le Z-module libre engendré en chaque degré n par les simplezes dégénérés

de X,,.

La différentielle du théoréme ci-dessus munit naturellement C”(X) d'une
structure de complexe de chaines [11, pages 94 & 95| ; il devient alors un sous-
complexe du complexe de chaines C,(X).

Définition 2.33. Soit X un ensemble simplicial; le complexe de chaines
normalisé CN (X) est le quotient du compleze de chaines Cy(X) par le sous-
compleze CP(X).

2.2.2 Groupes d’homologie et d’homotopie

Définition 2.34. Soit C, = {C),, d} un complexe de chaines et soitn € Z,
alors :

- Z, = Ker d,, est l’ensemble des cycles de degré n ;

- By =1Im dy41 est l’ensemble des bords de degré n.

La différentielle d vérifie d, o d, = 0; pour tout entier n, B, est donc un
sous-module de Z,,, ce qui valide les définitions suivantes :

Définition 2.35. Soit n € Z,
~ le n*™m¢ groupe d’homologie de C, est H,(C) = Z, /By, ;
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— la classe d’équivalence d’un cycle s’appelle la classe d’homologie de ce
cycle ;

— deux cycles sont homologues s’ils ont la méme classe d’homologie.

Un complexe de chaines est acyclique si tous ses groupes d’homologie sont
nuls.

On appelle chaines, cycles, bords et groupes d’homologie d’un ensemble
simplicial X ceux de son complexe de chaines induit C,(X).

Proposition 2.36. Soit X un ensemble simplicial, alors il existe un iso-
morphisme canonique entre les groupes d’homologie du complexe C.(X) et
ceur du compleze normalisé CN(X).

O Démonstration. Cf. [11, page 95] et [10, §6, page 236] . O

Définition 2.37. Soit X un ensemble simplicial pointé; le nl®™® groupe

d’homotopie de X est celui de son réalisé :
T (X) = ma ([|X])).

Définition 2.38. Soit X un ensemble simplicial. Deuz n-simplexes = et y
de X sont homotopes, ce qu’on note x ~ vy, si O;x = Oy pour 0 <1 < n et
s’il existe un (n + 1)-simpleze o vérifiant :

Oyo =1z, 010 =y et 0jo0 = ny0i—1x = Np0i—1y pour 2 <1 < n+ 1.

Proposition 2.39. Si K est un ensemble simplicial de Kan, alors la relation
d’homotopie ~ est une relation d’équivalence.

O Démonstration. Cf. |11, page 5, proposition 3.2]. O

Théoréme 2.40 (Kan). Soient K un ensemble simplicial de Kan pointé
et n un entier; notons K, l’ensemble des n-simplexes de K dont toutes les
faces sont le point base. Alors les groupes suivants sont isomorphes :

m(X) ~ /K, ~
ol ~ est la relation d’équivalence identifiant deux simplexes homotopes.

O Démonstration. Cf. [9]. O
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2.3 Homologie effective

La solution [20] pour la topologie algébrique constructive consiste es-
sentiellement & exiger des propriétés plus précises pour les équivalences de
chaines: il s’agit d’inclure dans la donnée de 1’équivalence de chaines les
opérateurs d’homotopie dont I'existence est supposée.

2.3.1 Equivalences de chaines et réductions

Définition 2.41. Un opérateur d’homotopie hy: Cy — D, entre deux com-
plexes de chaines est un morphisme de modules gradués de degré +1.

Définition 2.42. Soient f.,g.: Ci — D, deuz morphismes de complezes de
chaines. Les morphismes f et g sont (algébriquement) homotopes s’il existe
un opérateur d’homotopie hy: Cy — D, tel que d*Dh* + h*d*c = fi — Gx.

Si f. et g, sont homotopes alors les morphismes induits sur les groupes
d’homologie sont égaux.

Définition 2.43. Soient C, et D, deuzx complexes de chaines. Une équiva-
lence de chaines entre C, et D, est un morphisme de complexes de chaines
fe: Cx — Dy tel qu’il existe un autre morphisme de complexes de chaines
g« Dy — C, vérifiant :

1. le composé f.g. est homotope a 1p ;
2. le composé g, f. est homotope a 1¢.

La relation « équivalence de chaines » est une relation d’équivalence. S’il
existe une équivalence de chaines entre deux complexes, alors ces complexes
ont des groupes d’homologie isomorphes.

Définition 2.44. Une réduction du complexe de chaines D sur le compleze
de chaines C est un triplet (f,g,h) ot h: D, — D,y1 est un opérateur
d’homotopie, f: Dy, — Cy et g: Cy — D, sont des morphismes de complezes
de chaines vérifiant :

fg=1c dh+hd=1p —gf
hh =0 fh=0
hg =20

Remarques .

— une réduction p = (f,g,h) de D, sur Cy est notée p: D, = Cy;
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— les composantes f et g d’une réduction D, = C sont des équivalences
de chaines; les complexes de chaines D, et C, ont donc les mémes
groupes d’homologie.

Exemple 2.45. Soit D, le compleze de chaines suivant :
04— 04— 28 7 T g e
Soit C, le complexe de chaines 7 concentré en dimension O :
04— 04— Z 80
Alors (fx,gx, hi): Dy = Cy est une réduction, avec:

fn: Dpdx+—xsin=0 et0 sinon
gn: CnBQHyECn
hn: Dy >xw— x stn est impair et 0 sinon

Proposition 2.46. Soit X, un ensemble simplicial, alors il existe une ré-

duction C.(X) = CN(X).
O Démonstration. Cf. 18|, page 52. O

Remarque . L’exemple précédent est un cas particulier de cette proposition.
Il présente la réduction du complexe, non normalisé, induit par un point sur
son complexe normalisé.

Proposition 2.47. Soient (f,g,h): Cx = D. et (f',¢',h'): C; = D deuz
réductions ; alors (f,g,h): Cy ® CL. = D, ® D., défini par:

f=ref

g=9®g

h=hgdf +1an
est une réduction.

L’autre choix h = h® 1 4+ ¢gf ® h' est possible; ce n’est pas celui choisi
dans le programme.

Théoréme 2.48 (Eilenberg-Zilber). Soient X et Y deuz ensembles sim-
pliciauz. Alors on peut construire une réduction :

(f,9,h): Cu(X X Y) = Cu(X) ® C,(Y)
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O Démonstration. La composante f est définie par la formule d’Alexander-
Whitney [16]; la composante g est 'opérateur d’Eilenberg-MacLane [15];
une formule explicite pour la composante h est donnée par Rubio, cf. [17]
page 42. U

Deux choix sont possibles pour la formule d’Alexander-Whitney, un seul
pour celle d’Eilenberg-MacLane et quatre pour celle de Rubio. L’un de ces

choix méne a la cochaine de torsion de Shih et un autre a celle de Szczarba|21,
23].

Définition 2.49. Soit (Cy,d,) un complexe de chaines. Une perturbation
de la différentielle est un endomorphisme de module gradué . de degré -1
tel que od+dod+dod=0.

Si 0 est une perturbation de d,, alors (Cy,d, + d,) est un complexe de
chaines.

Définition 2.50. Soit r = (f,g,h): Dx = C, une réduction et soit 6 une
perturbation de la différentielle d de D.. La perturbation § est localement
nilpotente par rapport & r si pour tout x € D, il existe un entier k vérifiant :

(6 0 h)(2) = 0.

Théoréme 2.51 (Théoréme de perturbation homologique). Soitr =
(f,g9,h): Dy = C, une réduction et soit 0p une perturbation de la différen-
tielle de D,. Si dp est localement nilpotente par rapport & r, alors on peut
construire une réduction

(flug,ahl): (D*udD +5D) = (C*7dc +5)

ot f',g" sont des morphismes, h' est un opérateur d’homotopie et § est une
perturbation de la différentielle do du complexe de chaines C.

O Démonstration. Cf. [3, 21] O

Théoréme 2.52 (Eilenberg-Zilber tordu). Soient X etY des ensembles
simpliciauz et soit 7: X XY — Y un opérateur de torsion.
Alors on peut construire une réduction :

ot C(X) @ Ci(Y) est le module gradué Cu(X) @ C(Y) muni de la diffé-

rentielle induite par 'opérateur de torsion.
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O Démonstration. 11 s’agit d’appliquer le théoréme 2.51 & la réduction du
théoréeme 2.48.

Pour de plus amples détails (y compris pour la formule de la différen-
tielle), cf. |21]. O

2.3.2 Complexes de chaines & homologie effective

Définition 2.53. Un complexe de chaines C, est de type fini si chaque C,
est un Z-module libre de type fini.

Définition 2.54. Une équivalence de chaines constructive e: C, <= C.
entre deuz complezes de chaines Cy et C. est un couple de réductions (r,r")
ot r: Dy = Cy, ': Dy = CL ot Dy est un troisiéme complexe de chaines.

Terminologie 2.55. Dorénavant les équivalences de chaines considérées se-
ront — sauf indication contraire — des équivalences de chaines constructives.

Définition 2.56. Un complexe de chaines a homologie effective est un couple
(Cs,€) ou Cy est un complexe de chaines et e: Cy, <== E, est une équivalence
de chaines (constructive) entre le complexe de chaines Cy et un compleze de
chaine de type fini Ey.

Définition 2.57. Un ensemble simplicial & homologie effective est un couple
(X4, €) ou X, est un ensemble simplicial et € est une équivalence de chaines
entre le compleze de chaines associé C.(X) et un compleze de chaines de
type fini E,.

Par abus de notation, un complexe de chaines & homologie effective sera
souvent noté C, et un ensemble simplicial & homologie effective sera souvent
de la méme fagon noté X,.

Proposition 2.58. Soient C, et D, deuxr complexes de chaines a homologie
effective, alors le compleze de chaines C, ® D, est a homologie effective.

Proposition 2.59. Soient X et Y deuxr ensembles simpliciaux & homologie
effective, alors l'ensemble simplicial X XY est a homologie effective.

Théoréme 2.60. Soit T une fibration simpliciale de base B réduite, de fibre
F et de groupe structural G. St B et F' sont des ensembles simpliciaus a
homologie effective et si soit B est 1-réduit, soit G est réduit alors ’espace
total B X F est a homologie effective.

O Démonstration. Cf. le chapitre 4, page 61 U



2.3. HOMOLOGIE EFFECTIVE 35

Théoréme 2.61. Si X est un ensemble simplicial n-réduit & homologie ef-
fective, alors I’ensemble simplicial Q"X est a homologie effective®.

O Démonstration. Cf. la thése de J. Rubio [17], chapitre 4. O

1. L’ensemble simplicial Q"X est la version de Kan du n'*™® espace de lacets de X [9].
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Chapitre 3

Catégories en topologie
algébrique

Ce chapitre est consacré aux principales catégories de la topologie algé-
brique constructive. Celles-ci se divisent en deux groupes: les catégories pu-
rement algébriques et les catégories simpliciales. Elles sont mises en ceuvre
dans le programme Kenzo par un traitement analogue a celui du premier
chapitre, c’est a dire a I’aide d’une paire de classes (objets, morphismes).

3.1 Les catégories algébriques

Les catégories algébriques utilisées sont les suivantes:

— la catégorie des complexes de chaines;

— la catégorie des algébres différentielles graduées ;

— la catégorie des coalgébres différentielles graduées;

— la catégorie des algébres différentielles graduées de Hopf.

Chaque catégorie doit donner naissance a deur classes: une pour les
objets et une pour les morphismes. Mais pour des raisons théoriques et pra-
tiques, la situation pour les morphismes est en fait un peu plus compliquée
(point qui sera précisé ultérieurement).

3.1.1 La catégorie des complexes de chaines

Convention 3.1. Dorénavant, sauf mention contraire, tous les complexes
de chaines considérés seront des complexes de chaines de Z-modules libres,
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munis d’une base distinguée en chaque dimension.

La version machine d’'un complexe de chaines est relativement sophisti-
quée; pour en expliquer la nature, nous enrichirons ci-dessous, en six étapes
successives, la définition usuelle d’'un complexe de chaines pour aboutir a la
définition adoptée dans le programme Kenzo :

1° Un complexe de chaines (C,, d,) est mathématiquement décrit, puis-
qu’il est Z-libre, par la donnée d’une base en chaque dimension et
par sa différentielle. Notons B: Z — @,,cn(C:)" la fonction don-
nant pour chaque entier p la base distinguée de C) et notons d la
différentielle du complexe de chaines®. Le couple (B,d) décrit Ci.

2° Les complexes de chaines que nous considérons sont tous des com-
plexes de chaines pointés: 'un des générateurs de degré 0 est choisi
pour jouer le role de point base. Soit ¢y € Cy ce générateur ; puisque
le complexe de chaines est pointé, on représente C, par le triplet
(B, Co, d) .

3° Le méme objet mathématique, un générateur par exemple, peut avoir
plusieurs représentations différentes comme objet machine. Nous de-
vons donc disposer d’une fonction relation d’équivalence permettant
de comparer deux objets machines générateurs afin de savoir s’ils
sont « égaux » ou non.
Exemple 3.2. Considérons le Z-module Z[Z/5Z] de rang 5. Si on
décide de représenter les cing générateurs par n’importe lequel de
leurs représentants (la classe 3 est représentée indifféremment par
3, 8, -2...), il faudra pouvoir déterminer, par exemple, la somme
4[3]+6[8]. C’est pourquoi, la définition de notre module Z[Z/5Z) com-
prend deuz ingrédients : la base (un ensemble de représentants ma-
chine de la base distinguée, par exemple {0,1,2,3,4}) et la fonction
de comparaison entre générateurs (la fonction (a,b) — vrai si (b —
a) = 0 modulo 5 et fauz sinon).

La définition d’un complexe de chaines dans notre modeéle contient
une telle fonction de comparaison. Notons x celle de C ; notre com-
plexe de chaines est donc maintenant un quadruplet (x, B, ¢, d).

4° 11 est, de temps & autre, nécessaire de savoir que des complexes de
chaines différents par leur différentielle ont le méme module gradué
sous-jacent. La solution pratique adoptée dans le programme Kenzo

1. La mise en ceuvre de la différentielle dans le programme Kenzo est abordée dans la
section 3.1.5.



3.1. LES CATEGORIES ALGEBRIQUES 39
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60

consiste a choisir pour chaque complexe de chaines un autre complexe
de chaines qui servira de représentant du module gradué sous-jacent ;
ce complexe « de référence » est en conséquence auto-référencé.

Pour cette raison, notre complexe de chaines est un quintuplet C, =
(x, B, co,d, M) ou M, est un complexe de chaines.

Si le complexe de chaines est a homologie effective, il contient une
équivalence de chaines (constructive?) avec un complexe de chaines
de type fini. Notons € cette équivalence de chaines. Si C, n’est pas
a homologie effective, le « slot » e ne sera pas défini; pour te-
nir compte de cet ingrédient le complexe C, devient un sextuplet
(x, B, co,d, My,¢).

Enfin pour des raisons techniques, chaque complexe est immatriculé
par un numéro d’identification, attribué séquentiellement ; de plus
un descripteur d’origine est ajouté de sorte que la définition mathé-
matique d’un complexe puisse étre retrouvée par ’observateur.

Dans le programme Kenzo, la classe Chain-Complex est celle dont les
objets ont la structure suivante : un octuplet (cmpr, basis, bdgn, dffr, grmd,
efhm, idnm, orgn) semblable & celui défini pour C, :

7 (DEFCLASS Chain-Complex ()

(

(cmpr) ;; the CoMPaRison function slot
(basis) ; the BASIS function slot

(bsgn) ;; the BaSe GeNerator slot

(dffr) ;; the DiFFeRential slot

(grmd) ;; the GRound MoDule slot

(efhm) ;; the EFfective HoMology slot
(idnm) ;; the IDentification NuMber slot
(orgn))) ;; the ORiGiN slot

#<Standard-Class Chain-Complex>

Lorsque le complexe de chaines n’est pas & homologie effective, la com-
posante efhm reste vide: dans la terminologie CLOS, ce slot est Unbound.

Dans le méme ordre d’idées, si le complexe de chaines n’est pas de type

fini, le

slot basis contient le mot-clef :locally-effective.

Les morphismes de complexes de chaines sont présentés comme des tri-
plets (S, B, f): 'ensemble simplicial S est la source du morphisme, 'en-

semble

simplicial B est le but du morphisme et f est la partie fonction-

nel (qu'on dénomme ici partie interne) du morphisme. La classe « Chain-

2. cf.

la définition 2.54, page 34.
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Complex-Morphism » des morphismes de complexes de chaines est donc
définie par:

7 (DEFCLASS Chain-Complex-Morphism ()
((sorc) ; the SOuRCe slot
(trgt) ; the TaRGeT slot
(strt) ; the STRaTegy slot
(intr) ; the morphism INTeRnal part slot
(idnm) ; the IDentification NuMber slot
(orgn))) ; the ORiGiN slot
#<Standard-Class Chain-Complex-Morphism>

Le slot strt indique si la partie interne de la fonction est définie sur
les chaines (il contient alors le mot-clef :cmbn) ou sur les générateurs (il
contient le mot-clef :gnrt). Les slots idnm et orgn sont présents, tout comme
précédemment, pour des raisons techniques.

Exemple 3.3. Considérons le complexe de chaines (Cy,dy) ot chaque C,
est le module Z[Z] et chaque d,, est nulle. La fonction build-chem construit
un octuplet de classe « Chain-Complex » a partir de cing données :

? (build-chcm :cmpr #’f-cmpr
:basis :locally-effective
:bsgn O
:strt :cmbn
rintr-dffr #’(lambda (cmbn)
(cmbn (1- (cmbn-degr cmbn))))

L’objet machine (cmbn-degr cmbn) retourne le degré d’une combinaison ; [’objet
machine (cmbn i) retourne pour un entier i la chaine combinaison nulle de degré
i; la différentielle est donc bien nulle et de degré —1.

torgn ’(Exemple 3.3))
[K1 Chain-Complex]

Le programme Kenzo affiche les objets machines provenant des catégories sous la
forme [Kn Description] qui est 4 comprendre comme « [l’objet du programme
Kenzo numéro n ».

L’instruction suivante permet d’observer ce compleze de chaines (« ins-
pecter » en jargon Lisp) :

7 (inspect (k 1))

[K1 Chain-Complex]

Class: #<Standard-Class Chain-Complex>
Instance slots

Cmpr: #<Compiled-function F-Cmpr #x4553ADE>
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Basis: :Locally-Effective

Bsgn: 0O

Dffr: [K2 Morphism (degree -1): K1 -> Ki]
Grmd: [K1 Chain-Complex]

Efhm: #<Unbound>

Idnm: 1

Orgn: (Exemple 3.3)

3.1.2 La catégorie des algébres différentielles graduées

Soit A, une algebre différentielle graduée et p son produit. Le produit p
est associatif (et unitaire), i.e. le diagramme suivant est commutatif:

A A ®A —2 A, @A,

u®1l lu

A, @A, —Ls @A,

Une algebre différentielle graduée n’est autre qu’un complexe de chaines
avec un ingrédient supplémentaire, le produit. La classe « Algebra » est une
sous-classe de la classe « Chain-Complex » avec un slot supplémentaire pour
le produit :

7 (DEFCLASS Algebra (Chain-Complex)
((aprd))) ;; the slot of the Algebra PRoDuct
#<Standard-Class Algebra>

La classe des algébres est donc composée d’objets & neuf composantes. Les
huit premiéres définissent la structure de complexes de chaines, la neuviéme
est le produit d’algebre.

La classe des morphismes d’algébres, « Algebra-Morphism », est définie
par:

7 (DEFCLASS Algebra-Morphism (Chain-Complex-Morphism)

0))
#<Standard-Class Algebra-Morphism>

Remarque . Les objets de classe « Chain-Complex-Morphism » et de classe
« Algebra-Morphism » ont exactement les mémes slots ; la situation est iden-
tique a celle traitée & la fin du premier chapitre avec les morphismes de
groupes et les morphismes d’anneaux (cf. page 21).

Exemple 3.4. Considérons l'algébre (A, dy), compleze de chaines non nor-
malisé du groupe simplicial trivial ; chaque A, est isomorphe a Z, avec comme
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générateur g, Uentier n considéré comme la n'*™ dégénérescence de l'unique
sommet (générateur de degré 0). La différentielle d,, est l’identité sin est im-
pair et la fonction nulle sinon. La fonction build-algb construit un nonuplet
de classe « Algebra » a partir de siz données :

? (build-algb :cmpr #’f-cmpr
:basis #’ (lambda (degr) (list degr))
:bsgn O
:dffr-strt :cmbn
rintr-dffr #’(lambda (cmbn)
(with-cmbn (degr list) cmbn
(if (and list (oddp degr))
(cmbn (1- degr)
(cffc (first list))
(1- degr))
(cmbn (1- degr)))))

L’instruction (with-cmbn (degr list) cmbn extrait d’une part le degré (degr) de
la combinaison cmbn = Z?:o cj.xj ®y; et d’autre part la liste des termes (list=
(coZo®Yo .- CpTp OYn)).

L’instruction (cmbn d cO x0 ... cn xn) permet de construire la combinaison
Z?:o cj.x; de degré d ot les cj sont les coefficients respectifs des générateurs xj :
c’est en fait une d-chaine. L’évaluation de (cmbn d) retourne donc la combinai-
son nulle de degré d. Ici il n’y a qu’un seul générateur en chaque dimension, la
combinaison cmbn posséde donc 0 ou 1 terme.

:aprd-strt :cmbn
rintr-aprd
#’ (lambda (cmbn)
(with-cmbn (degr list) cmbn
(do ((list list (rest list))
(sum O (+ sum (first (first list)))))
((endp 1list) (if (zerop sum)
(cmbn degr)
(cmbn degr sum degr)))
(declare (list list)
(integer sum)))))

Dans notre exemple, le produit d’algébre p est défini sur les générateurs par u(g, ®
9k) = gp+q ;5 la fonction ci-dessus étend la formule a tous les éléments de ’algébre.

torgn ’(trivial group))
[K3 Algebral

L’algébre ainsi construite se présente sous la forme:

? (inspect (k 3))
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[K3 Algebral

Class: #<Standard-Class Algebra>
Instance slots

Cmpr: #<Compiled-function F-Cmpr #x4553ADE>
Basis: #<Anonymous Function #x461382E>
Bsgn: 1

Dffr: [K4 Morphism (degree -1): K3 -> K3]
Grmd: [K3 Algebral

Efhm: [K11 Homotopy-Equivalence]

Idnm: 3

Orgn: (Trivial Group)

Aprd: [K7 Morphism (degree 0): K5 -> K3]

Le morphisme produit de [’algébre est le morphisme [K7] de [K3] ® [K3]
dans [K3] :

7 (kd 5)
Object: [K5 Chain-Complex]
Origin: (Tnsr-Prdc [K3 Algebra] [K3 Algebral)

Linstruction (kd 5) retourne une description sommaire du 5°™¢ objet Kenzo
construit par le programme. Par « objets Kenzo » il faut comprendre les divers

objets et morphismes de nos catégories.
Voici quelques exemples de calculs qu’on est @ méme de pouvoir exécuter
dans une algébre (ici lalgébre K3) :

7 (setf cmbn (cmbn 5 2 (tnpr 1 1 4 4)))

L’instruction (tnpr d1 g1 d2 g2) construit le produit tensoriel du générateur g1
de degré d1 et du générateur g2 de degré d2, qui est donc a son tour un générateur
du produit tensoriel.

7 (7 (aprd (k 3)) cmbn)

Le symbole « 25 du programme est une abréviation (macro) demandant l’image par
le morphisme (aprd (k 3)) de cmbn.

? (setf cmbn (cmbn 5 2 (tnpr 1 1 4 4) -3 (tnpr 2 2 3 3)))
----------------------------------------------------- {CMBN 5}
<2 * <TnPr 1 4>>

<-3 * <TnPr 2 3>>
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3.1.3 La catégorie des coalgébres différentielles graduées

Considérons une coalgébre C ; le coproduit A: Cy, — C, ® C est un
morphisme associatif, i.e. le diagramme suivant est commutatif:

c, 2 o.ec,
Al o JI®A
A®1

Ci®Cy, — CioC, 00,

Si de plus Cy est graduée, le coproduit doit étre gradué. La classe des
coalgebres différentielles graduées a une définition similaire & celle des al-
gebres différentielle graduées ; ¢’est une sous-classe de celle des complexes de
chaines:

7 (DEFCLASS Coalgebra (chain-complex)
((cprd))) ;; the CoPRoDuct slot
#<Standard-Class Coalgebra>

La classe des morphismes de coalgeébres, « Coalgebra-Morphism », est
définie par:
? (DEFCLASS Coalgebra-Morphism (Chain-Complex-Morphism)

O)
#<Standard-Class Coalgebra-Morphism>

3.1.4 La catégorie des algébres différentielles graduées de
Hopf

Une algebre de Hopf est une algébre munie d’un coproduit ; le produit
et le coproduit doivent étre compatibles (cf. [11], page 136). C’est donc a la
fois une algébre et une coalgebre. Une algébre différentielles graduée de Hopf
possede & la fois une structure d’algébre différentielle graduée et de coalgébre
différentielle graduée.

La classe « Hopf » est donc une sous-classe de la classe « Algebra » et
de la classe « Coalgebra », sans slot supplémentaire :

7 (DEFCLASS Hopf (Coalgebra Algebra)

)
#<Standard-Class Hopf>
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Une algébre de Hopf a donc dix composantes: huit sont communes aux
algébres et coalgébres (ce sont celles des complexes de chaines), l'une est
celle du coproduit et la derniére est celle du produit.

La classe des morphismes d’algébres de Hopf, « Hopf-Morphism », est
définie par :

7 (DEFCLASS Hopf-Morphism (Algebra-Morphism Coalgebra-Morphism)

0))
#<Standard-Class Hopf-Morphism>

3.1.5 La classe des morphismes « algébriques »

Toutes les classes de morphismes présentées dans cette section ont exacte-
ment les mémes composantes. Pour ces raisons, nous avons décidé de suivre
I'usage abusif de ne parler que de morphismes, sans préciser s’il s’agit de
morphismes de complexes de chaines, de coalgébres ou autres. L’utilisateur
doit (comme & I’habitude) s’assurer, s’il manipule par exemple un morphisme
qu’il veut étre un morphisme d’algébres, que le morphisme est bien compa-
tible avec les structures d’algébres.

Pour des commodités de programmation, nous avons décidé de considé-
rer également les morphismes de modules gradués (opérateurs d’homotopie,
différentielles, etc.) comme des éléments de la classe « Morphism » ; cela
nous a amené a introduire un nouveau slot pour le degré du morphisme:

7 (DEFCLASS Morphism ()
((sorc) ; the slot SOuRCe
(trgt) ; the slot TaRGeT
(degr) ; the slot DEGRee
(intr) ; the slot INTeRnal part
(idnm) ; the slot IDentification NuMber
(orgn))) ; the slot ORiGiN
#<Standard-Class Morphism>

3.2 Les catégories simpliciales
Intéressons nous maintenant aux catégories combinatoires des topologues :

— la catégories des ensembles simpliciaux ;

la catégories des ensembles simpliciaux de Kan;
— la catégories des groupes simpliciaux ;

— la catégories des groupes simpliciaux commutatifs.
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3.2.1 La catégorie des ensembles simpliciaux

La catégorie des ensembles simpliciaux est composée d’ensembles sim-
pliciaux et de morphismes compatibles avec les opérateurs de face et de
dégénérescence.

Classiquement un ensemble simplicial X est représenté par une collection
d’ensembles {X,,}nen et par les morphismes 9] et ny (cf. théoreme 2.8,
page 25). Bien que dans une des toutes premiéres versions du programme
les ensembles simpliciaux aient été présentés de cette facon, I'expérience
incite a adopter un autre point de vue, voisin de celui des FD-complexes
de S. Eilenberg et S. Mac Lane [4] que nous allons développer en plusieurs
étapes:

1° Tout d’abord, il convient d’observer que la structure d’un ensemble
simplicial X enrichit celle de son complexe de chaines induit C,(X):

~les Cy,(X) sont des Z-modules libres;

~le complexe C,(X) a une base distinguée By, en chaque dimen-
sion ;
—les bases distinguées sont vides en degrés négatifs ;

—les morphismes de face et de dégénérescence de ’ensemble sim-
plicial s’étendent au complexe de chaines induit (vérifiant les
formules usuelles de compatibilités?); ils envoient chaque élé-
ment d’une des bases distinguées By, sur un élément de la base
distinguée B,,+1; ces morphismes ne sont en général pas com-
patibles avec la différentielle.

Dans le programme Kenzo, vu l'organisation adoptée, les complexes
de chaines vérifient nécessairement les deux premiéres conditions.
Par contre, deés qu’un complexe de chaines C, vérifie les deux der-
niéres conditions, la famille B = {B }nen de ses bases distinguées
est munie d’une structure d’ensemble simplicial et C, n’est autre
que le complexe de chaines canoniquement associé & B. Nous déci-
dons donc de représenter un ensemble simplicial X comme un com-
plexe de chaines avec des morphismes de face et de dégénérescence

X = (C*’ {8171}Z§n7 {n?}j<n)'
2° Par souci d’efficacité, nous préférons travailler avec les complexes de

chaines associés normalisés (limitant ainsi les bases aux seuls sim-
plexes non-dégénérés). Dans ces conditions, un ensemble simplicial

3. Cf. les relations du théoréme 2.8, page 25.
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X, est représenté par X = (Cy, {0} }icn) oU:

8Zn Bn N H ésurjectif(z’ n_—l) ~ Bj;
0<j<n—1

les simplexes images, qui peuvent étre dégénérés, sont systématique-
ment représentés a ’aide de simplexes non-dégénérés et d’opérateurs
de dégénérescence en utilisant la définition 2.9, page 25. En fait, les
{0 }i<n sont représentés par une fonction 0: (i,n,0) — 0f'(0), si
bien qu’'un ensemble simplicial X est un couple (Cj, 0).

3° La diagonale d’Alexander-Whitney A définit une structure de coal-
gebre sur le complexe de chaines induit C, (X):

n
A(x) = Z R
i=0

avec z € X, et  le dernier opérateur de face en chaque dimension
(Popérateur 03 en dimension 3, 'opérateur d4 en dimension 4, etc.).

Un ensemble simplicial se présente alors comme un couple (Cy,d)
o C, est la coalgébre induite par X définie par A, la diagonale
d’Alexander-Whitney.

Dans le programme Kenzo, un ensemble simplicial est donc une coalgéebre
enrichie par la structure simpliciale. Nous définissons donc la classe des en-
sembles simpliciaux comme une sous-classe de celle des coalgebres — avec un
nouveau slot pour les opérateurs de face —:

7 (DEFCLASS Simplicial-Set (Coalgebra)

((face)))
#<Standard-Class Simplicial-Set>

La classe des morphismes simpliciaux, « Simplicial-mrph », (qui sera,
comme pour les morphismes « algébriques », la classe commune & tous les
morphismes des catégories simpliciales) est définie par:

7 (DEFCLASS Simplicial-Mrph (morphism)
((sintr))) ;; the slot Simplicial INTeRnal part
#<Standard-Class Simplicial-Mrph>

Les morphismes « algébriques » ont une partie interne (fournie par le slot
intr) qui opére sur des chaines. Avec 'organisation adoptée, les morphismes
simpliciaux doivent pouvoir agir sur les générateurs des bases distinguées:
un nouveau slot est donc nécessaire, le slot sintr. Bien sir le contenu du slot
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intr peut se déduire de celui du slot sintr: c’est ce que fait le programme
si on construit un morphisme simplicial sans préciser la valeur du slot intr
(cf. exemple 3.6).

Exemple 3.5. Considérons l’ensemble simplicial S? constitué des deuz sim-
plexes non-dégénérés suivants: le simplexze * en dimension 0 et le simpleze
s2 en dimension 2 (c’est une version simpliciale de la sphére de dimension

2),
7 (build-smst :cmpr #’(lambda (x y) :equal)

La fonction de comparaison est missionnée pour comparer des générateurs de méme
degré ; la 2-sphére comporte au plus un générateur par dimension, par conséquent
deux générateurs de méme degré sont égau.

:basis #’(lambda (dmns)
(case dmns

(0 (1list %))

(2 (list ’s2))

(otherwise +empty-list+)))
:bspn ’*
:face #’(lambda (indx dmns gmsm)

(absm (mask (1- dmns)) ’%))

La fonction face calcule pour chaque triplet cohérent (i,n,x) la i**™ face du
générateur = de dimension n; pour la 2-sphére le résultat est toujours la (n —
1)%me dégénérescence du point base. L’instruction (mask (1- dmns)) construit
Vunique élément de AU (dmns —1,0), et Uinstruction (absm 1 y) retourne
le simplexe (abstrait) n*y; ce simplexe est appelé« abstrait » dans le programme
par opposition aux simplexes éléments de la base distinguée qu’on appelle simplezes
« géométriques ».

:orgn ’(sphere 2))
[K16 Simplicial-Set]

? (inspect (k 16))

[K16 Simplicial-Set]

Class: #<Standard-Class Simplicial-Set>
Instance slots

Cmpr: #<Anonymous Function #x4620326>
Basis: #<Anonymous Function #x4621736>
Bsgn: *

Dffr: [K17 Morphism (degree -1): K16 -> K16]
Grmd: [K16 Simplicial-Set]

Efhm: [K24 Homotopy-Equivalencel

Idnm: 16

Orgn: (Sphere 2)
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Cprd: [K20 Morphism (degree 0): K16 -> K18]
Face: #<Anonymous Function #x4622DA6>

L’image d’une combinaison (d’une chaine) par la différentielle ou par le coproduit de
Uensemble simplicial (k 16) s’obtient ainsi (en fait Uinstruction (7 £ x) calcule
limage par le morphisme £ de la chaine x) :

? (setf chain (cmbn 2 4 ‘s2))

----------------------------------------------------- {CMBN 2}
<4 x 52>

7 (7 (dffr (k 16)) chain)
----------------------------------------------------- {CMBN 1}
7 (7 (cprd (k 16)) chain)
----------------------------------------------------- {CMBN 2}

<4 * <TnPr * S2>>
<4 x <TnPr S2 *>>

L’objet affiché sous la forme <TnPr x y> n’est autre que © ® y.

Considérons un ensemble simplicial X. Comme nous venons de le voir
dans I’exemple ci-dessus, les simplexes des bases distinguées B,,, nécessai-
rement non-dégénérés, sont de type machine a priori quelconque (entiers,
symboles, listes, etc.) ; les simplexes « abstraits » quelconques (dégénérés ou
pas) sont codés comme des objets de type absm, bien définis: en pratique des
couples formés d’un multi-opérateur de dégénérescence n et d’un simplexe
« géométrique » b,

(mb)e [ A™F(j,n—1)xB;
0<j<n—1

Le théoréme 2.3 définit la décomposition canonique de i en morphismes
élémentaires 7); ; la connaissance des entiers j entrant dans la décomposition
suffit pour connaitre 1. C’est donc avec ces entiers que nous allons représenter
le morphisme 7 dans le programme.

En fait l'opérateur de multi-dégénérescence n = nj, ...n; (avec ji >
... > ji) est représenté dans le programme par I'unique entier j =), 20k |
c’est-a-dire par le nombre dont ’écriture binaire & un chiffre binaire 1 par
composant :

1 = n3n2no est codé par 'entier 13.

Un simplexe abstrait  est donc en fait représenté par un couple (n,b) ou
n est I’entier dont ’écriture binaire donne les indices de dégénérescence et ou
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b est un élément d’une base distinguée. Dans ’exemple ci-dessus, le simplexe
Nn—2 ... 7o* est construit par (absm (mask (1- dmns)) ’#*) ou (mask (1-
dmns)) retourne entier 2¢ms—1 _ 1 dont I’écriture binaire est 11...1:

? (mask 4)

15

7 (absm 15 %)
<AbSm 3-2-1-0 *>

Un mécanisme CLOS relativement sophistiqué et qu’il n’y a pas lieu de détailler
ici* permet un affichage commode : les indices de dégénérescence sont directement
visibles.

Exemple 3.6. Considérons application triviale de la 2-sphére vers la 2-
sphere :

? (build-smmr :sorc (k 16) :trgt (k 16) :degr O
:sintr #’(lambda (dmns gmsm)
(case dmns
(0 (absm #b0 ’x))
(2 (absm #bl1l ’%))))
torgn ’(null-morphism 2-sphere))
[K25 Simplicial-Morphism]

Le symbole #b indique que l’entier qui suit est écrit en binaire, ainsi 0 = #b0 et
3 = #b11.

? (inspect (k 25))

[K25 Simplicial-Morphism]

Class: #<Standard-Class Simplicial-Mrph>
Instance slots

Sorc: [K16 Simplicial-Set]

Trgrt: [K16 Simplicial-Set]

Degr: O

Strt: :Gnrt

Intr: #<Compiled-Lexical-Closure Rslt #x46D4B4E>
Idnm: 25

Orgn: (Null-Morphism 2-Sphere)

Sintr: #<Anonymous Function #x46D4A86>

3.2.2 La catégorie des ensembles simpliciaux de Kan

La catégorie des ensembles simpliciaux de Kan est une sous-catégorie
de celle des ensembles simpliciaux. Un ensemble simplicial de Kan est un

4. Une méthode print-object.
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ensemble simplicial satisfaisant la propriété d’extension de Kan®. Cette pro-
priété se traduit dans le cadre constructif par 'ajout d’un algorithme dans
la structure de l’ensemble simplicial, algorithme concrétisant la propriété
d’extension.

La classe des ensembles simpliciaux de Kan est donc une sous-classe
de celle des ensembles simpliciaux avec un slot supplémentaire, kf11, pour
I’algorithme de la propriété d’extension de Kan constructive.

7 (DEFCLASS KAN (simplicial-set)
((kf11))) ;; the slot Kan FilLL property
#<Standard-Class Kan>

Un exemple simple d’ensemble simplicial de Kan est le groupe simplicial
K (Z,1), présenté plus loin (dans la section des groupes abéliens).

3.2.3 La catégorie des groupes simpliciaux

Un groupe simplicial G est un ensemble simplicial dont chaque G, est un
groupe. les opérateurs de face et de dégénérescence doivent étre compatibles
avec les structures de groupes.

Un groupe simplicial vérifie toujours la propriété d’extension de Kan;
une formule explicite de l'algorithme lié & cette propriété est donnée dans
[11]; un groupe simplicial est donc un ensemble simplicial de Kan.

La coalgebre induite C.(G) d’un groupe simplicial G posséde naturel-
lement une structure d’algébre: le produit d’algébre est celui défini par
po EML ou p est le produit du groupe étendu linéairement sur les chaines
et ot EM L est Popérateur d’Eilenberg-MacLane [15].

Le produit ainsi défini est un morphisme de coalgébre, I'unité est la co-
augmentation et la counité est 'augmentation: C,(G) est donc une algébre
de Hopf. La classe « Simplicial-Group » est donc une sous-classe des classes
« Kan » et « Hopf-Algebra » :

7 (DEFCLASS Simplicial-Group (Kan Hopf-Algebra)
((grml) ;; the slot GRoup MuLtiplication
(grin))) ;; the slot GRoup INversion

#<Standard-Class Simplicial-Group>

Un exemple sera donné dans la prochaine section pour la méme raison
que précédemment.

5. La définition des ensembles simpliciaux de Kan est rappelée dans la section 2.1.2 du
chapitre 2.
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3.2.4 La catégorie des groupes simpliciaux abéliens

La classe des groupes simpliciaux abéliens est une sous-classe de celle des
groupes simpliciaux sans composante supplémentaire. Les groupes sont sim-
plement supposés étre abéliens (supposition qui reste sous la responsabilité
de D'utilisateur).

7 (DEFCLASS Ab-Simplicial-Group (simplicial-group) ())
#<Standard-Class Ab-Simplicial-Group>

Exemple 3.7. Considérons le groupe simplicial abélien K(Z,1) tel qu’il est
défini par Filenberg-MacLane dans [4, 5]. Le programme sait construire ce
groupe simplicial® et nous pouvons calculer, par exemple, les faces 0, 1, 2 et
3 du simplexe [1| 3] —3] de dimension 3):

? (setf k (k-z 1))

[K26 Abelian-Simplicial-Group]

? (face k 0 3 (absm 0 *(1 3 -3)))
<AbSm - (3 -3)>

? (face k 1 3 (absm 0 ’(1 3 -3)))
<AbSm - (4 -3)>

? (face k 2 3 (absm 0 *(1 3 -3)))
<AbSm 1 (1)>

? (face k 3 3 (absm 0 *(1 3 -3)))
<AbSm - (1 3)>

L’instruction (face S i n x) retourne la i**™¢ face du simplexe x de dimen-
ston n de l’ensemble simplicial S.

Exemple 3.8 (Propriété de Kan). Considérons l’ensemble K (Z,1) et les
simplexes o = [3] —2|5], x1 =[4|—-2|5], z2o=[1|1|5] et xga =[1]3]—2],
les simplexes xo, 1, T2 et x4 vérifient la condition d’extension de Kan
(pour Uentier k = 3). La propriété d’extension de Kan de ’ensemble K (Z,1)
se traduit dans le programme comme suit:

? (kfll k 3 4 (list (absm 0 (3 -2 5))
(absm 0 (4 -2 5))
(absm 0 (1 1 5))
(absm 0 (1 3 -2))))

<AbSm - (1 3 -2 5)>

6. Dans sa version actuelle, le programme Kenzo ne sait construire les K (m,n) que pour
m =17 ou Z/2Z.
7. cf. la définition 2.16.
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ou k est l’ensemble simplicial de Kan, 3 est l'entier lié a la condition d’extension
de Kan et 4 est la dimension du simplexe a construire. On vérifie que le simplexe
y construit est bien compatible avec les simplexes xg, 1, T et T4, t.e. que
Oy = x; pour i # 3 :

? (face k 0 4 (absm 0 (1 3 -2 5)))
<AbSm - (3 -2 5)>
? (face k 1 4 (absm 0 (1 3 -2 5)))
<AbSm - (4 -2 5)>
? (face k 2 4 (absm 0 (1 3 -2 5)))
<AbSm - (1 1 5)>
? (face k 4 4 (absm 0 (1 3 -2 5)))
<AbSm - (1 3 -2)>

Exemple 3.9 (loi de composition d’un groupe). Soit k le groupe sim-
plicial K(Z,1). La multiplication du groupe est un morphisme simplicial du
produit cartésien k x k (I’ensemble simplicial 31) vers k :

? (grml k)
[K36 Simplicial-Morphism: K31 -> K26]
7 (kd 31)
Object: [K31 Simplicial-Set]
Origin: (Crts-Prdc [K26 Abelian-Simplicial-Group]
[K26 Abelian-Simplicial-Group])

Le programme affiche le « produit cartésien » des deux simplezes sl et
s2 de méme dimension sous la forme <CrPr sl s2> — en omettant, pour
alléger U’écriture, le texte AbSm devant sl et s2 —; ce « produit » n’est rien
d’autre que le simplexe du produit cartésien des ensembles simpliciaux dont
les projections sont s1 et s2. Linstruction (crpr sl s2) construit le « pro-
duit cartésien » de sl et s2:

7 (setf sl1xs2 (crpr (absm 0 ’(1 3 4)) (absm #b010 *(-1 7))))
<CrPr - (1 34) 1 (-1 7)>

7 (7 (grml k) 3 slxs2)

<AbSm 0 (3 11)>

Autrement dit: [1 3|4 +[-1]0]7]=1[0|3]|11].
L’inversion du groupe k est un morphisme de k dans k :

? (grin k)

[K37 Simplicial-Morphism]

? (7 (grin k) 5 (absm #b0010 ’(3 5 8 -2)))
<AbSm 1 (-3 -5 -8 2)>
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Chapitre 4

Constructeurs du programme
Kenzo

Dans ce chapitre, nous présentons un premier ensemble de construc-
teurs disponibles dans le programme Kenzo pour construire des complexes
de chaines, des ensembles simpliciaux, des algébres graduées de Hopf, etc.
Nous étudierons aussi comment les équivalences de chaines (constructives)
se propagent le long des différentes constructions.

4.1 Constructeurs élémentaires

Un objet topologique quelconque (complexe de chaines, algébre de Hopf,
groupe simplicial, etc.) est un objet de classe « Chain-Complex » : les classes
topologiques (algébriques ou simpliciales) du programme Kenzo sont toutes

des sous-classes de la classe « Chain-Complex » L.

Algorithme 4.1 (homology U n).
Soit U un complexe de chaines a homologie effective et soit n un entier;
’algorithme homology calcule le n**™ groupe d’homologic de U.

O Méthode. L’objet U est & homologie effective, la donnée de U contient donc
celle d’'un complexe de chaines E de type fini ayant la méme homologie.

Le complexe de chaines E étant de type fini, un algorithme peut étre (et
est) construit calculant, pour un degré donné quelconque, 'image et le noyau
des différentielles concernées. Le quotient du noyau par l'image, obtenu par
des réductions de matrices entiéres a la forme de Smith, donne alors le groupe
d’homologie recherché. O

1. cf. chapitre 3
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Exemple 4.2. Calculons le septieme groupe d’homologie du groupe simpli-
cial abélien K(Z,3) :

? (setf k3 (k-z 3))

[K25 Abelian-Simplicial-Group]

? (homology k3 7)

Computing boundary-matrix in dimension 7.

Computing boundary-matrix in dimension 8.

Homology in dimension 7 :
Component Z/3Z
---done---

Remarque . Dans la version actuelle, le programme Kenzo ne sait construire
les ensembles simpliciaux K(m,n) que pour m = Z ou Z/2Z a 'aide des
instructions (k-z n) et (k-z2 n). La construction de ces ensembles sera
détaillée dans le chapitre 6.

Algorithme 4.3 (tnsr-prdc U V).

Soient U et V deur complexes de chaines; l'algorithme tnsr-prdc permet
de construire le produit tensoriel U @ V.

Si, de plus, U et V sont a homologie effective, alors le compleze de chaines
U ® V construit est aussi & homologie effective.

O Méthode. Si U et V sont & homologie effective, nous disposons de deux
équivalences de chaines (constructives) ey: U <= Ey et ey: V <= Ey,
ou Ey et Ey sont des complexes de chaines de type fini.

Le produit tensoriel de deux réductions donne une nouvelle réduction (cf.
théoréme 2.47, page 32); un algorithme utilise ce fait pour construire une
équivalence de chaines e: (UQV) <= (Ey®Ey ). Le complexe (Ey®FEy ) est
toujours de type fini, le complexe (U ® V') est donc a homologie effective. [

Exemple 4.4. Construisons le produit tensoriel de la sphére de dimension
3 et du groupe simplicial abélien K(Z,2) et calculons son septiéme groupe
d’homologie :

? (tnsr-prdc (sphere 3) (k-z 2))
[K299 Chain-Complex]
7 (homology (k 299) 7)

Homology in dimension 7 :
Component Z
---done---
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Algorithme 4.5 (crts-prdc U V).

Soient U et V deux ensembles simpliciauz ; l'algorithme crts-prdc permet
de construire l’ensemble simplicial produit cartésien U x V.

Si, de plus, U et V sont a homologie effective, alors [’ensemble simplicial
U X V construit est aussi o homologie effective.

O Méthode. 1l existe une réduction p: C(U x V) = C,(U)Q@C(V) : c’est la
réduction du théoréme d’Eilenberg-Zilber (théoréme 2.48, page 32). Si Uet V
sont & homologie effective, ’algorithme précédent construit une équivalence
de chaines ¢: (C,(U) ® C(V)) <= (Ev ® Ey).

Un algorithme juxtapose la réduction p et I’équivalence de chaines € et
construit une nouvelle équivalence de chaines ¢': C,(UXV) <= (EyQEy);
Pensemble simplicial construit U x V est bien a homologie effective. O

Exemple 4.6. Construisons le produit cartésien de la sphére de dimension
1 et de la sphére de dimension 3 :

7 (setf sl1xs3 (crts-prdc (sphere 1) (sphere 3)))
[K324 Simplicial-Set]

L’algorithme echem permet d’obtenir le complexe de chaines de type fini associé
a un complexe de chaines a homologie effective. Les instructions suivantes montrent
l’économie en terme de générateurs réalisée par la réduction d’FEilenberg-Zilber dans
un cas particulier ot les complexes de chaines U et V sont de type fini.

? (basis s1xs3 3)

(<CrPr 1-0 S1 - S3> <CrPr 2-0 S1 - S3> <CrPr 2-1 S1 - S3>
<CrPr 2-1-0 * - S3>)

? (basis (echcm si1xs3) 3)

(<TnPr * S3>)

Algorithme 4.7 (chml-clss X n).
Soit X un ensemble simplicial réduit, n — 1 conneze (n > 2) et a ho-

mologie effective ; l’algorithme chml-clss permet de construire un cocycle
c: Cp(X) = mp(X).

O Méthode. Soit X un ensemble simplicial réduit et soit n € Non > 2;
supposons de plus que X est n— 1 connexe. Le théoréme de Hurewicz énonce
qu’alors les H;(X) et les m;(X) sont nuls pour 0 < i < n et que H,(X) =
T (X).

Dans ces conditions, les classes d’homologie des n-cycles permettent de
deéfinir une n-cochaine Z,(X) — m,(X) qui, en fait, est un n-cocycle. Un tel
cocycle s’étend en un cocycle ¢: Cp(X) — m,(X) grace a la décomposition
de C(X) en Z,(X) & R, décomposition qui n’est pas canonique.



o8 CHAPITRE 4. CONSTRUCTEURS DU PROGRAMME KENZO

Dans le programme Kenzo le choix de cette décomposition est détermi-
niste : pour un méme C,(X) elle donnera toujours le méme résultat. Ce choix
est lié & la facon dont le programme détermine ’homologie de X ; il ne peut
étre fait que si X est & homologie effective?. O

L’ensemble des p-simplexes du groupe simplicial K (7,(X),n) peut étre
défini® comme le groupe des n-cocycles de A, a coefficients dans m,(X).
Ceci permet de définir une application de X dans K (m,(X),n) et comme ¢
est un cocycle, nous obtenons une application ¢: X — K(m,(X),n).

Proposition 4.8. Soit X un ensemble simplicial de Kan réduit et n — 1
conneze.

L’application ¢: X — K(m,(X),n) est une fibration de Kan.

O Démonstration. Ce résultat découle directement de la structure particu-
liere de K (m,(X),n) et de la propriété d’extension de Kan de X. O

4.2 Théoréme de perturbation homologique

Le théoréeme de perturbation homologique (théoreme 2.51, page 33) est
disponible dans le programme Kenzo & travers l'algorithme suivant :

Algorithme 4.9 (basic-perturbation-lemma p 0).

Soit p: Cy = D, une réduction et soit § une perturbation de la différen-
tielle d de C, vérifiant la condition de nilpotence locale par rapport a p (cf.
2.51, page 33).

L’algorithme basic-perturbation-lemma construit la perturbation in-
duite sur la différentielle de D, et une nouvelle réduction p': C, — D’ ou

C! et D! sont les complezes de chaines définis par les perturbations, C, et
D,.

U Méthode. La démonstration du théoréme de perturbation homologique
permet d’obtenir les formules de la perturbation de la différentielle de D, et
de la nouvelle réduction p' (Cf. [3, 21]). O

2. Dans le programme, ce travail n’est pas fait sur I’ensemble simplicial X mais sur
le complexe de chaines de type fini fourni par ’équivalence de chaines de I’homologie
effective ; pour obtenir le cocycle ¢, il faut le construire « a la main ».

3. Les K (m,n) sont définis a la page 71.
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Pour ne pas compliquer exagérément la rédaction a ce point du texte,
nous nous contenterons d’un exemple sans intérét théorique correspondant
au doublement de la différentielle.

Exemple 4.10. Reprenons la réduction de l’exemple 2.45:

- soit Cy le complexe de chaines suivant :
00— 790 g T g B0

- soit D, le complexe de chaines 7 concentré en dimension 0 :

d1=0 , d2=0 , d3=0
00— ZE= 0= 0= ...

— et soit (fx, gx, hs): Cx = Dy est une réduction, avec:

fn: Cpoxz—xsin=0 et0 sinon
gn: DnayHyECn
hn: Cp, 2z~ x sin estimpair et 0 sinon.

La différentielle d de C, est une perturbation de d. Calculons la nouvelle
réduction et la nouvelle perturbation :

? (setf C (build-chcm :cmpr #’(lambda (x y) :equal)
:basis #’(lambda (degr) (list degr))
:bsgn O
tintr-dffr #’ (lambda (degr gmsm)
(if (oddp degr)
(cmbn (1- degr))
(cmbn (1- degr) 1 (1- degr))))
:strt :gnrt
torgn ’(dégénérescence du point)))
[K358 Chain-Complex]
? (setf D (build-chcm :cmpr #’(lambda (x y) :equal)
:basis #’(lambda (degr) (if (zerop degr)
(list 0)
+empty-list+))
:bsgn O
iintr-dffr #’ (lambda (degr gmsm)
(cmbn (1- degr)))
:strt :gnrt
torgn ’ (dégénérescence du point normalisée)))
[K360 Chain-Complex]
? (setf rho
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(build-rdct :f (build-mrph :sorc c :trgt d :degr O
iintr #’(lambda (degr gnrt)
(if (zerop degr)
(cmbn 0 gnrt)
(cmbn degr)))
istrt :gnrt :orgn ’(f de 1’exemple))
:g (build-mrph :sorc d :trgt c :degr O
:intr #’identity
:strt :cmbn :orgn ’(g de 1’exemple))
:h (build-mrph :sorc c :trgt c :degr 1
iintr #’(lambda (degr gnrt)
(if (oddp degr)
(cmbn (1+ degr) (1+ degr))
(cmbn (1+ degr))))
:strt :gnrt :orgn ’(h de 1’exemple))))
[K365 Reduction]
7 (setf delta (dffr c))
[K359 Morphism (degree -1): K358 -> K358]
7 (basic-perturbation-lemma rho delta)
[K382 Reduction]
[K375 Morphism (degree -1): K360 -> K360]

4.3 Fibrations

Le programme Kenzo, dans sa version actuelle, ne considére que des fi-
brations principales. Une fibration est représentée par un « morphisme sim-
plicial » de degré —1; a savoir la torsion qui la définit 7: B — F', de degré
—1. L’opérateur 7 ne peut pas étre un morphisme simplicial ; en particulier
il ne commute pas en général avec les opérateurs de face.

Exemple 4.11. Considérons le produit tordu de la 2-sphére So par K(Z,1)
dont la torsion associée & l'unique 2-simplexe de So est le générateur cano-
nique de K(Z,1); :

7 (setf fibration (build-smmr :sorc (sphere 2)
itrgt (k-z 1)
:degr -1
:sintr #’(lambda (dmns gmsm)
(absm 0 (list 1)))
torgn ’ (s2-tw-kz)))
[K341 Fibration]
? (7 fibration 2 (absm 0 ’s2))
<AbSm - (1)>
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Algorithme 4.12 (fibration-kf1l 7).

Soient A et B des ensembles simpliciauz de Kan et soit 7: A — B un
opérateur de torsion. Alors A X, B est un ensemble simplicial de Kan et
Ualgorithme fibration-kfll construit l’algorithme associé & la propriété
d’extension de Kan de cet ensemble simplicial.

O Méthode. L’algorithme associé a la propriété de Kan du produit tordu se
déduit naturellement de ceux associés a A et & B: il suffit de corriger les
effets de la torsion. O

Théoréme 4.13 (Suite spectrale de Serre pour I’homologie effective).

Soient B et F' deux ensembles simpliciauz a homologie effective et soit T
un fibré simplicial de base B, de fibre F' et de groupe structural G agissant
sur F'. Supposons de plus que [’une de ces conditions soit satisfaite :

1. le groupe simplicial G est réduit ;
2. la base B du fibré est 1-réduite.
Alors lespace total B X F du fibré est lui-aussi & homologie effective.

O Démonstration. On construit, grace au théoréme d’Eilenberg-Zilber tordu
(théoréme 2.52, page 33), une réduction de Cy(B X, F) sur Cy(B) ®; C\(F)
induisant la perturbation §* suivante :

o
0t =3 (~1)"AW 0§ o (Rod)' o EML (4.1)
=0

ou

— lopérateur d’Alexander-Whitney est défini pour un n-simplexe (z,y)
par

n
AW (z,y) = Z o'z @y ;
i=0

— la perturbation ¢ est définie pour un n-simplexe (x,y) par
8(z,y) = (=1)" | (32, 7(2).9y) - (9, dy)| ;

— lopérateur d’homotopie R est celui défini par J. Rubio |17, page 42];
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— lopérateur d’Eilenberg-Mac Lane est défini pour un ¢-simplexe x et
un p-simplexe y par

EMLz®y)= Y  (=1)7(nyz,ny)
oceShuffle(p,q)

oil (—1)7 est la signature de o et les morphismes 7} et n2 sont respec-
tivement 770(12+q71)770(p+q72) s 770(1)) et na(pfl) cee 7’]0(0).

Il suffit donc de montrer que le complexe C,(B) ®; C.(F') est a homolo-
gie effective. Puisque B et F sont a homologie effective, nous disposons de
complexes de chaines Dp,, Dry, Ep. et Ep, et d’équivalences de chaines
Cy(B) < Dp. = Ep. et Cu(F) < Dpy = Ep. avec Ep, et Ep, de type
fini.

Notons (f1, g1, h1) la réduction Dp, ® Dy, = Cy(B) @ Ci(F); la pertur-
bation §! sur Cy(B) ® C,(F) induit naturellement la perturbation d, = g; o
dto f1 sur D, ® Dy, Si le théoréme de perturbation homologique (théoréme
2.51) s’applique, nous obtenons une réduction Dp, ®q Dpyx = Ep. ®4 Eps
et donc une équivalence de chaines entre C,(B) ®; Ci(F') et un complexe de
chaines de type fini: Cy(B) ®; Ci(F) est a homologie effective.

Pour vérifier ’hypothése de nilpotence locale de la perturbation §, par
rapport & la réduction (f2,g2,he): Dy ® Dy, = Ep, ® Ep,, nous allons
utiliser la filtration de I’ensemble simplicial B par ses p-squelettes.

De par sa définition, 'opérateur d’homotopie ho augmente l'indice de
filtration d’une unité:

ho(Dgw), @ Drs) C D), @ Dy pour p entier naturel.

Il reste & montrer que 0% = g; o ¢ o f; diminue l'indice de filtration d’au
moins deuz unités: ho o 0% diminuera alors strictement l'indice de filtration,
ce qui assurera la condition de nilpotence (le complexe C,(B) est nul en
degré strictement négatif). Or ni f1, ni g; ne modifie 'indice de filtration,
c’est donc 8% qui doit faire chuter Iindice de filtration de deux.

La formule 4.1 donnant ' est composée des opérateurs AW, EML et R
ainsi que de la perturbation §. La naturalitée de AW, EML et R implique
qu’aucun de ces opérateurs n’augmente 'indice de filtration ; la perturbation
0, quant & elle, diminue l'indice de filtration d’au moins une unité. Tous les
termes de la somme (de la formule 4.1) diminuent donc U'indice de filtration
d’au moins deux unités, sauf éventuellement le terme correspondant & ¢ = 0.
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Soit b® f € Cp(B) ® Cy(F); alors le terme AW oo EML(b® f) est la
somme :
pHg-1 )
S U atbe oyt (rnah).dndf — Ontf)
i=0 b i
o € shuffle(p, q)

Qo

Dés que la torsion n’intervient plus, autrement dit dés que 7(nlb) = 1g,
le terme a;, est nul; si a;, # 0 l'opérateur 7,4,—1 n’est donc pas présent
dans I’écriture de n! qui s’écrit alors sous la forme:

1
Nog = Mp+q—2 - - - Mp+q—k—1Mjy - - - Mjg_, POUr 0 <k < q.
Deux cas se présentent alors:
— Soit 1 < k et alors:
+g—i—1_ 1 k—i k +q—k—1
% " T(neb) = 0 meT(% T my e, b)-

Cc

Le simplexe ¢ est de dimension 1; si B est 1-réduit, le simplexe ¢ est
no* et 7(c) est ’élément neutre de G. Sinon G est réduit et le simplexe
7(c) de dimension 0 ne peut qu’étre 1’élément neutre de G.

Par suite: a; , = 0.
— Soit ¢ > k et alors:
5“177;() = 5%;5()

=90""n; ...n;,_, 0%

I'indice de filtration chute d’au moins deux unités.

Nous avons donc montré que d* diminue 'indice de filtration d’au moins
deux unités et donc que hod® est localement nilpotent. O

Algorithme 4.14 (fibration-total f).

Soit £ une fibration (principale) de base B et de fibre F; l’algorithme
fibration-total permet de construire [’espace total E de la fibration.

Si de plus B et F sont a homologie effective et si B est 1-réduit ou bien si
F est réduit, alors E est a homologie effective.

O Méthode. Cf.le théoréme 4.13. Il est & noter que ’algorithme ne vérifie pas
— et ne peut pas vérifier en général — les hypothéses sur le caractére réduit ou
1-réduit de F ou B. L’utilisateur doit donc s’assurer que les hypothéses sont
vérifiées avant d’utiliser ce mécanisme pour obtenir ’homologie effective de
E. O



64 CHAPITRE 4. CONSTRUCTEURS DU PROGRAMME KENZO

4.4 Espaces de lacets

Une version simpliciale du foncteur espace de lacets €2 est la construction
G de Kan [11, page 118|. La mise en ceuvre de cette construction dans le
programme a abouti a 1’algorithme ci-dessous.

Algorithme 4.15 (loop-space X).

Soit X un ensemble simplicial k-réduit (k > 1) ; l’algorithme loop-space
permet de construire un ensemble simplicial (k—1)-réduit GX qui est la version
de Kan de l’espace de lacets de X.

St de plus X est a homologie effective, alors GX est aussi a homologie
effective.

O Méthode. La construction de I’homologie effective d’un espace de lacets
d’un ensemble simplicial a homologie effective s’appuie, dans le programme,
sur la construction G de Kan, le lemme de perturbation et la construction
cobar [1, 6, 8, 17]. O

Remarque . Un second argument entier, optionnel, peut aussi étre utilisé
pour construire un espace de lacets itéré.

Exemple 4.16. Calculons Q?S° le deuzieme espace de lacets de la sphére
de dimension §; son neuviéme groupe d’homologie est:

? (setf sb5 (sphere 5))

[K342 Simplicial-Set]

7 (setf 02sb (loop-space sb 2))
[K359 Simplicial-Group]

? (homology 02s5 9)

Homology in dimension 9 :
Component Z/2Z
---done---

4.5 Construction bar d’une algébre

On suppose désormais que, sauf mention contraire, les (Z-) algébres consi-
dérées sont connexes, i.e. leur composante de degré 0 est isomorphe a Z.

Définition 4.17. Soit A, une algébre différentielle graduée et soit M, un
A, -module a droite.



4.5. CONSTRUCTION BAR D’'UNE ALGEBRE 65

Le compleze de chaines Bar?~(M,) est défini par :

Bar?*(M,) = ZM* ® A®P
peEN

ot A, est lidéal d’augmentation.
Les éléments de Bar+(M,) sont généralement notés m[ay|. .. |a,] au lieu
dem®@a; ®...Q0ay. Le degré de cet élément est :

P
mlar] .- lap)| = degar, (m) + p+ 3 dega, as
i=1
La différentielle d = d,, + dj, est définie par:
dy(mlai]...lap]) = dmla1]...|ap)
— 3P (=plmlasl-aiidimay). . |dag| . . . ap) ;
dp(mlal .. . |ap]) = (—1)'m'1(m ~a1)[ag]. . . |ap]
+ 3P (= p)Imlasl-ledlimay | .. a; - agga] - - - ap).

Ici A est connexe et donc Ag =0 et A; = A; sii > 0.

Algorithme 4.18 (bar A).

Soit A une algébre différentielle graduée ; ’algorithme bar construit le
compleze de chaines Bar?*(Z).

De plus, si A, est & homologie effective, le compleze de chaines Bar?* (Z)
lest aussi.

L1 Méthode. 1l s’agit de construire dans un premier temps le bicomplexe gra-
dué By 4 suivant :

Byg= Z Aj1®"'®;1jp
Ji+..+Jjp=gq

avec la différentielle d, = — Y7 (-1)"!11®...910d®1®...1.

Soit B le complexe de chaines défini par B, = @, ,_,, Bpq. Puisque
Aj est nul si j < 0, les B}, sont tous des sommes finies. L’homologie effec-
tive de A, permet dans ces conditions de construire sans véritable difficulté
I’homologie effective de B'.

C’est une nouvelle fois le théoréme de perturbation homologique qui va
construire ’homologie effective de BarA+*(Z). La perturbation a appliquer
pour passer de B’ a BarA*(Z) n’est autre que dp. Elle diminue d’une unité

la longueur des produits tensoriels tandis que les morphismes et opérateurs
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d’homotopie régissant I’homologie effective de B’ ne modifient pas cette lon-

gueur. La perturbation d; vérifie donc '’hypothése de nilpotence locale.
Cela permet donc de construire les réductions conduisant & I’homologie

effective de Bar?+(Z). O

Proposition 4.19. Soit A, une algebre différentielle graduée connexe (A
est isomorphe a 7.) ; alors on peut construire une réduction

Bar*(A,) = Z.

O Démonstration. Cf. |10, page 306]; la formule de 'opérateur d’homotopie
h est:
h(alay]...|an]) = Lalai]...|an]

O

Proposition 4.20. Soit A, une algébre différentielle graduée connexe et soit
M, un A.-module a droite.

Le compleze de chaines Bar®=(M,) s’obtient en perturbant la différen-
tielle du compleze de chaines M, ® Bar?+(Z) par § ou:

6(m®g1®...®gn):(—l)deg(m)m-gl®92®...®gn.

O Démonstration. 11 suffit de vérifier. O
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Chapitre 5

Construction de la tour de
Whitehead

Soit X un espace topologique simplement connexe. Postnikov [13, 14]
a démontré que pour tout n > 1, 'espace X admet une présentation sous
forme de fibration X (™ < X' — X, ot X’ a le méme type d’homotopie que
X. La projection X, est ce qui reste de X quand tous les m;(X) (i > n) ont
é6té annulés ; symétriquement la fibre X(™ est ce qui reste de X quand les
mi(X) (i < n) sont annulés.

Si X est un ensemble simplicial de Kan, la fibre X(™ n’est autre que
le n'®m¢ sous-complexe d’Eilenberg dont la définition est rappelée dans la
section 5.3.1.

Cette décomposition de X est ’outil essentiel pour le calcul des groupes
d’homotopie ; la famille des X (™) est la tour de Whitehead de X et la famille
des X,, est la tour de Postnikov de X.

Les méthodes exposées dans ce chapitre montre que si X est un groupe
simplicial & homologie effective, alors les X(™) le sont aussi. On obtient en
définitive un algorithme pour atteindre les groupes d’homotopie de X.

On considére seulement le cas ot X est un groupe simplicial, mais aucune
difficulté majeure n’empéche d’étendre ces résultats au cas ou X est un
ensemble simplicial de Kan.

La complexité des algorithmes nécessaires, constatée a posteriori, n’a pas
permis pour le moment d’aller trés loin dans cette direction; cependant ce
premier exemple de réalisation sur machine des méthodes « a la Kan » a son
intérét propre et ce chapitre y est consacré.
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5.1 Contraction prismatique

5.1.1 Définition et propriétés

Une contraction prismatique de ’ensemble simplicial B sur ’ensemble
simplicial A est une forme forte de contraction au sens topologique. Tout
simplexe de B doit « descendre » sur un simplexe de A; les simplexes de A
restent fixes dans la contraction.

Définition 5.1. Soient A C B deuz ensembles simpliciauz. Une contraction
prismatique de B sur A est un opérateur T vérifiant pour n € N et b € By, :

T:neN-—={T},...,T)': By — Bpy1} (5.1)
80T61(b) =bet 8n+1TTTLZ(b) €A (5.2)
o0; T (b) = 0;T;* 1 (b) pouri >0 (5.3)
Sibe Ay, alors T;'(b) = n;b pour 0 < i < n (5.4)
TrO;_1(b) sii > j+2
ampy — ) 150
KT (b) { " 0,(b) sii<j—1 (5:5)
Topi_q(b) sii>j+1
T = J
il (0) { T7 i (b) s i < j (5:6)
ntlmnpy _ ) ML (b) sii> g
TR _{ WTT(b) i < j (5.7

Remarques .

— Les T;*(b), 0 < 7 < n, sont a rapprocher des simplexes de la triangu-
lation usuelle du prisme A" x I. La relation (5.2) concerne la base et
le sommet du prisme; la relation (5.3) décrit les relations d’adjacence
principales entre ces simplexes. Les autres relations sont naturelles dans
le contexte simplicial pour la compatibilité avec les opérateurs de face
et de dégénérescence.

— Désormais, les 1" seront notés 1;.
Exemple 5.2. Soit X un ensemble simplicial ; 'opérateur T défini par T; =
1; est la contraction prismatique triviale de X sur X.

Dans le programme Kenzo, une contraction prismatique 7" de B sur A
est définie comme un exemplaire de la classe suivante; le slot sorc désigne
I’ensemble simplicial B, le slot trgt 'ensemble simplicial A et le slot coface
pointe vers la fonction T': (n,4,z) — T;*(z) :

? (DEFCLASS Prismatic-Contraction ()
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((sorc)
(trgt)
(cofaces)
(idnm)
(orgn)))

#<Standard-Class Prismatic-Contraction>

Proposition 5.3. Soient A et B deuzr ensembles simpliciaur et soit T une
contraction prismatique de B sur A ; alors T définit une réduction de Cy(B)
sur Cy(A).

O Démonstration. La contraction prismatique définit le morphisme simpli-
cial suivant :

f: B — A avec f(b) = 0p+1T(b) ;

la compatibilité entre f et les morphismes de face et de dégénérescence résulte
des conditions (5.5) et (5.6) ; par exemple, pour b € By, :

Onf(b) = OnOn41Tn(b)
= 8nanTn(b)
= 0p0nT—1(b) (cf. relation (5.5))
= OpOn1Tp—1(b)
= OpTy—1(9pb)
= f(Onb)

Notons g le morphisme simplicial de I'inclusion de A dans B. L’opérateur
d’homotopie h est défini par:

n

() = D (=1)"(Ti(b) — mif (1))

1=0

Les diverses relations imposées par la définition d’une contraction prisma-
tique (définition 5.1) impliquent que (f,g,h) est une réduction de B sur
A. O

Algorithme 5.4 (prsm-cntr-rdct T).
L’algorithme prsm-cntr-rdct construit pour une contraction prisma-
tique donnée T, la réduction induite par T.

Algorithme 5.5. Soient A C B C C trois ensembles simpliciouz de Kan,
soit T une contraction prismatique de C sur B et soit U une contraction
prismatique de B sur A.
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Alors un algorithme construit une contraction prismatique W de C sur
A vérifiant :

On+1Wh(c) = 0n+1Un0n+1T,(c) pour ¢ € Cy,

O Méthode. Si c est un simplexe de Cj,, notons b = 0,411, (c) € By, le sim-
plexe induit par T et ¢ = 911Uy, +1(b) € A, le simplexe induit par U. Pour
tout simplexe s de C, notons s(ig, ... ,i,) la r-face de s définie par les som-
mets g, ..., ; elle est obtenue a partir de s par application des opérateurs
de face 90;, l'indice j parcourant les indices complémentaires. En particulier,
5(7) note le 7M€ sommet de s.

Si m = 0, alors soit xg = Ty(c) et soit xo = Uy(b). Les simplexes xg,
xo vérifient la condition d’extension de Kan par rapport & Uindice k = 1;
on obtient ainsi un simplexe o de dimension 2, ce qui permet de définir
Wg(c) = 810 .

Sinon, définissons les Wj(c) par récurrence et a 'aide de la propriété
d’extension de Kan:

— Soient ¢y = c et x; = Wy(0;—_oc¢) pour i > 2; les x; vérifient la condition
d’extension de Kan par rapport & l'indice k¥ = 1. L’algorithme kf11l
(associé a la propriété d’extension de Kan) construit alors un simplexe
de dimension n + 1 qu’on appelle Wy(c).

— La construction des W; pour 0 < ¢ < n — 1 suit un schéma identique;
ce qui donne en particulier pour la construction de W,,_ :

Soit x; = Wy_2(0ic) pour i <n—1, zp_1 = Op_1Wp—_a(c) et 41 =
Wy,—1(0nc) ; on construit alors le simplexe W,,_;(c) grace a la propriété
d’extension de Kan appliquée aux simplexes z; par rapport a l'indice
k=n.

— La construction de W, par la méme méthode rencontre une obstruction

(due & ce qu’on impose en plus que 9y,+1 W, (c) = a) qui nécessite une
approche différente.
Pour i < n, soit y; le simplexe défini par les sommets a(j), b(n) et
c(n) pour j # i (qui est construit & l’aide de la propriété d’extension
de Kan) et yp42 = Up(b). La propriété d’extension de Kan fournit un
simplexe y vérifiant d;y = y;, on définit W), (c) par:

Wa(c) = Ont1y.
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Si A est un ensemble simplicial de Kan minimal, le simplexe W, (c)
s’obtient également en appliquant la propriété d’extension de Kan aux
simplexes x; = W,,_1(0;c) pour i < n et z,41 = a.

On vérifie ensuite que W vérifie les sept relations de la définition 5.1. [

5.1.2 Contraction prismatique de E(m,n)

Définition 5.6. Soit m un groupe abélien et n un entier; le groupe simplicial
abélien E(m,n) est défini par:

E(m,n), = C"(AP,7) = Hom/(Cp(AP), 7),

Hom désigne dans ce cas les morphismes de groupes. Les opérateurs de face
et de dégénérescence sont induits par A.

Définition 5.7. Le groupe simplicial abélien K (m,n) est le sous-groupe sim-
plicial des cocycles de E(m,n) :

K(m,n), = Z"(AP, 7).

Proposition 5.8. L’opérateur 7: K(m,n + 1) — K(m,n) défini ci-dessous,
pour y € K(m,n+1)p41 (avec p > n), est un opérateur de torsion :

:(ig.. .0 y((20, - sinp+ 1)) —y((t0,-- . ,inp))  siin <p
(y).(o...n)H{y((z‘o,...,z‘an)) §iip =p

O Démonstration. Il faut montrer tout d’abord que 7(y) € K(m,n), pour
y € K(m,n + 1)p41, autrement dit

11 suffit en fait de le vérifier pour p = n+1, ce qui ne pose pas de difficulté.
Les relations entre 7 et les opérateurs de face et de dégénérescence se
vérifient aussi mécaniquement. O

L’opérateur de torsion 7 est compatible avec la structure de groupe; le
produit tordu est donc un groupe simplicial abélien. Son produit de groupe
est défini par:

(z0,v0) + (71,91) = (To + 71,90 + Y1)

Proposition 5.9. Les groupes simpliciauz E(m,n) et K(m,n+1)x,K(mw,n)
sont isomorphes.
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O Démonstration. Cf. le théoréme 23.10 de |11, page 103]. O

Convention 5.10. Dans le programme Kenzo, l’ensemble simplicial E(mw,n)
est défini comme étant le produit tordu K (w,n+ 1) x, K(mw,n). C’est ce pro-
duit tordu que représentera dorénavant, sauf indication contraire, ’ensemble
simplicial E(m,n).

E(m,n) est contractile, mais la suite nécessite une forme forte de ce ré-
sultat.

Théoréme 5.11. Soit w un groupe, soit n > 1 un entier, soit T ['opérateur
de torsion décrit ci-dessus et soit x [’ensemble simplicial ponctuel point base
de E(m,n) = K(n,n+ 1) x; K(m,n).

Alors E(mw,n) se contracte prismatiquement sur *.

O Démonstration. Soit (z,y) € K(m,n + 1) x; K(m,n) un simplexe de di-
mension p.

1. Si n = p alors (z,y) = (*p,y) avec y € w. Posons a = y(_l)n+1 et
b=noy-my *-...- nny(*l)n ; le simplexe (a, b) est de dimension n + 1
dans E(m,n). La contraction prismatique est définie pour le simplexe
(x,y) par:

Ti(z,y) =191 (a,b).

En particulier les relations dyTp(x,y) = d(a,b) = (z,y) et T;(z,y) =

Nt s pour i > 0 (et donc 9y 1T (z,y) = ni*) sont satisfaites.

2. Sin > p, alors, en utilisant la propriété d’extension de Kan, on construit
un simplexe o vérifiant :

Ooo = (z,y) et Ojo = Ty0;(x,y) pour i > 2.
La contraction prismatique est définie pour le simplexe (z,y) par:
T;(x,y) = nyd}o.

Une vérification mécanique des relations de la définition 5.1 permet d’affirmer
que l'opérateur 7" est bien une contraction prismatique de E(mw,n) sur *. 0O
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5.1.3 Contractions prismatiques et fibrations de Kan

Soient F', E et B des ensembles simpliciaux réduits et soit F — E 4B
une fibration de Kan. Une forme forte de la propriété de relevement des
homotopies nous est nécessaire.

Théoréme 5.12. Soit A C B un ensemble simplicial et soit T une contrac-
tion prismatique de B sur A. Notons E' = A xg E le pull-back induit par

Uinclusion A C B :
E —— E

Ll

A —— B

Alors il existe une contraction prismatique T de E sur E' compatible avec
les projections sur A et B.

O Démonstration. Procédons par récurrence. Posons Ty(x) = ngx*.

Soit n € N, supposons qu’on ait déja construit les T, ... , T, pour tout
o € E,. Soit maintenant o € E, 1 ; posons ) = e et x? = Ty(0;—1€) pour

1= 2.

Les {29}, vérifient la condition d’extension de Kan, donc les {p(2?)}; 21
aussi. Comme p(z)) = p(e) et 29 = Ty(0;—1e) pour i > 2, le simplexe Typ(e)
vérifie 9;Typ(e) = p(z?) pour i # 1. Puisque p est une fibration de Kan,
le simplexe Typ(e) se « remonte » dans F en un simplexe que 'on baptise

Top(e)-

On procede de facon analogue, en utilisant la relation (5.3), pour les
autres T';, ce qui permet de remonter les Tjp(e) les uns aprés les autres en
T;(e). Il s’agit en fait de remplir dans E' le prisme creux construit grace a
la condition (5.5) simplexe par simplexe.

Veérifions les six conditions de la contraction prismatique:

— par construction les conditions (5.3), (5.2) et (5.5) sont vérifiées;

— soit €/ € E' C E; alors Tip(e') = nip(€’) et on montre que T;(e') = n;e/,
ce qui vérifie (5.4) ;

— la condition (5.6) découle des deux égalités suivantes:
T imi—1(e) = OkmiTj(e) pour i > j et k #1i+ 1
T j+1mi(€) = OkmiTj(e) pour i < jet k #1i+ 1
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— en distinguant les différents (et nombreux!) cas ordonnant i, j et k,
on vérifie que les 0,T;T(e) sont égaux soit aux Oyn;Ti—1(e) soit aux
OkniT'j(€) ; ce qui implique la relation (5.7).

T est une contraction prismatique de F sur E'.

O

Dans le cas particulier ou ’ensemble simplicial A est le point base, la
contraction prismatique 1" contracte 1’espace total E sur la fibre F'.

5.2 Homotopie effective

Soit G un groupe simplicial (n — 1)-réduit et n-connexe (n > 1) et soit x
un simplexe de dimension n. Il résulte du travail de Kan [9] existence d'un
simplexe o, dont la face 0 est = et dont les autres faces sont triviales: x est
combinatoirement homotope a zéro. Cette section détaille la construction de
Og-

Le n'®™€ groupe d’homologie de G est nul, il existe donc une (n41)-chaine
> @ioj dont le bord est .

La structure de groupe permet de transformer une combinaison additive

en une combinaison multiplicative:

Algorithme 5.13. Soit ). a;g; une n-chaine d’un groupe simplicial, alors
un algorithme construit le simpleze [[; gi".

On construit le simplexe y = []; o7 ; il vérifie [J, ¢, 8V =z aun

commutateur pres.
Posons maintenant

z2=n0doy "y (mbay ™) ... (7718ny(‘1)”71 e nn—lany(_1)>

alors toutes les faces de z sont des dégénérescences du point base sauf la face
1 qui est égale & 2! a un commutateur pres :

Algorithme 5.14. Un algorithme construit le simplexe z a partir du sim-
plexe y, du produit et de l’inversion du groupe.

Le simplexe 7! - 927! est donc un commutateur; il résulte des hypo-
theses que chaque face de ce simplexe est triviale.

Algorithme 5.15. Un algorithme construit, a partir d’un commutateur de
dimension n d’un groupe simplicial (n — 1)-réduit, un simpleze de dimension
n—+1 dont toutes les faces sont triviales sauf la face 1 égale a ce commutateur.
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O Méthode. Sinotre commutateur est un commutateur élémentaire aba~'b~"
avec a et b des simplexes de dimension n, le simplexe suivant est solution :

noa - mb-noa ' -mb

Dans le cas général on décompose le commutateur en un produit de com-
mutateurs élémentaires, on construit pour chacun d’eux le simplexe solution
ci-dessus et enfin on effectue le produit de ces solutions. ]

Algorithme 5.16. Soit G un groupe simplicial (n — 1)-réduit et n-conneze
et soit x un simplexe de G de dimension n.

Un algorithme construit un simpleze o, de dimension n + 1 dont la face
0 est x et dont les autres faces sont triviales.

Ll Méthode. Tout d’abord l'algorithme construit une n 4+ 1 chaine dont le
bord est = et utilise les deux premiers algorithmes de cette section pour
obtenir un simplexe z dont seule la face 1 n’est pas dégénérée.
L’algorithme 5.15 construit alors un simplexe m dont toutes les faces sont
dégénérées sauf la face 1 égale & =1 - 91271
Il reste a effectuer le produit mox - z - m pour obtenir le simplexe o,
désiré. O

Le simplexe o, construit par l'algorithme 5.16 réalise I’homotopie de z
et de la dégénérescence du point base de dimension n.

5.3 La tour de Whitehead

5.3.1 Les sous-complexes d’Eilenberg

Définition 5.17. Soit X un ensemble simplicial ; soient n et p deuz entiers.
La relation d’équivalence ~ identifie deuz simplezes de X, s’ils ont le méme
n-squelette.

L’entier n étant fizé, la relation X sur les X, est compatible avec la
structure simpliciale ; par passage au quotient, on obtient un nouvel ensemble
simplicial Y = X/ n.

Proposition 5.18. Si X est un ensemble simplicial de Kan, alors Y = X/n
est un ensemble simplicial de Kan et le morphisme naturel pp,: X — X/n
est une fibration de Kan.

O Démonstration. Cf. |11, proposition 8.2, page 32|. O
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Définition 5.19. Soit X un ensemble simplicial pointé et soit n un entier.
Le ni®™€ sous-complexe d’Eilenberg de X est la fibre de la projection de
Pn1: X — X/o_y, il est noté X,

L’ensemble simplicial X est donc (n — 1)-réduit.

Proposition 5.20. Soient F' et B deuz ensembles simpliciauz pointés, soit
7: B — F un opérateur de torston et soit n un entier.

Soit E = B x; F lespace total de la fibration, on obtient alors le carré
fibré suivant :

E(n+1) B(n+1)
! !
F = E — B
! !

Ffn — Eln — B/

O Démonstration. Soient (b, f) et (b, f') deux éléments de l'espace total E
vérifiant b ~ b’ et f ~ f'; nous allons montrer que (b, f) ~ (¥, f').

— Si deg(b, f) < n,alors (b, f) = (V, f').
~ Sideg(b, f) >n+1, alors pour i <mn+1:
0i(b, f) =(0ib,0if) et Opy1(b,f) = (On41b,7(D) - Ony1f)

~ (O3, Oif") ~ (Ot 7(b) - Oy f1)
= 8i(blv f,)

Une récurrence permet de montrer que 7(b) ~ 7(b') et par suite:

(b, f) ~ (V, f").

5.3.2 Homologie effective des sous-complexes d’Eilenberg

Soit X un ensemble simplicial de Kan (n — 1)-réduit (n > 2), soit 7 son
ni®me groupe d’homotopie (7 = 7, (X)) et soit ¢: X — K (7, n) le morphisme
défini par le cocycle ¢ de algorithme 4.7.

Le fibré universel K(m,n — 1) — E(m,n — 1) — K(m,n) induit par ¢
un fibré K(m,n — 1) — E — X. Il résulte directement de la définition du
modéle canonique de K (m,n — 1), cf. la définition 5.7, que K(m,n —1)/» =
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K(m,n —1); le carré fibré de la proposition 5.20 dans le cas de fibration
K(m,n —1) < E — X donne alors ce diagramme en fibrations induites:

E(n+1) x (nt1)
! !
Kmn-1) - E — X
! !

L’égalité des fibres K (m,n — 1) implique Dégalite EM 1) = X +1) 5«

Lemme 5.21. La projection canonique K (m,n—1) — E(w,n—1) — K(m,n)
induit & partir de la fibration de Kan ¢: X/n — K(m,n) une nouvelle fibra-
tion pe: E/n — E(m,n — 1) ; soit F sa fibre base.

Alors on peut construire une contraction prismatique de Fg sur le point
base.

O Démonstration. Soit x € E/x» et soit d la dimension du simplexe z, défi-
nissons Tp(x) :

~Si0<d< n— 1, alors Ty(z) = ndt'x.

~ Si d = n, alors p.(x) = 0. Le simplexe x est donc homotope a la
dégénérescence du point base, ce qui implique l'existence (cf. la section
5.2) d'un simplexe y € E/» de degré n + 1 vérifiant dyy = = et Oy =
To(0i—12) pour i # 0. Or p.(y) = *, ce qui permet de poser Ty(x) = y.

— Sid > n+1, alors les simplexes o1 = Tp(0px),... 0411 = To(0qx)
vérifient la condition d’extension de Kan pour l'indice 0; la fibre F
vérifie la propriété d’extension de Kan qui produit donc un simplexe y
de degré d + 1. Le simplexe Oyy est de degré d et ses faces 4 sont

9i(0oy) = 000i11y = 0oTo(diz) = O;x.

Les simplexes de F' sont définis par leur n-squelette et donc z = 0yy.
On pose alors Ty(z) = y.

On définit ensuite Tj(z) = n4diTo(x) pour i > 1 et on obtient ainsi la
contraction prismatique recherchée. O

Proposition 5.22. L’ensemble simplicial E/n du carré fibré ci-dessus se
contracte prismatiquement sur le point base.
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O Démonstration. Considérons le carré fibré suivant :

Fg Fp
| |
3 3

K(mr,n—1) — E(mn-—-1) — K(m,n)

L’ensemble simplicial E(m,n — 1) se contracte prismatiquement sur le point
base (cf. le théoreme 5.11 page 72) ; le théoréme 5.12 (page 73) fournit alors
une contraction prismatique de E/» sur Fg.

Le lemme 5.21 fournit une contraction prismatique de Fpg sur *; on
obtient alors par composition une contraction prismatique de E/» sur x
(cf. algorithme 5.5.). O

Théoréme 5.23. Soit X un ensemble simplicial de Kan (n—1)-réduit (n >

2).
Si X est a homologie effective, alors l'ensemble simplicial XY est o
homologie effective.

O Démonstration. Considérons le carré fibré suivant :

E(n+1) X(n+1)
I 1
K(mn—-1) — E — X
I |

Puisque X et K(m,n — 1) sont & homologie effective et que de plus
K(w,n — 1) est réduit, 'algorithme 4.13 construit un ensemble simplicial
E & homologie effective.

La proposition ci-dessus donne une contraction prismatique de E/» ; le
théoréme 5.12 (page 73) construit, a partir de cette contraction, une contrac-
tion prismatique de E sur E™t1) = X(+1) »_« On obtient ainsi I’homologie
effective de X (+1). O

5.3.3 Construction de la tour de Whitehead

Soit X un ensemble simplicial de Kan 1-réduit ; la tour de Whitehead est
le diagramme suivant :

X = X(l) — X(3) — X(4) —
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Supposons que X soit & homologie effective. La section précédente décrit
la construction de I’homologie effective de X®)| linclusion de K (mo(X), 1)
dans un ensemble simplicial £ = X X, zK(m2(X), 1) et la réduction de E sur
X®)_ On obtient ainsi un morphisme K (m3(X),1) — X®) et on construit
ainsi le premier étage de la tour de Whitehead :

X =x0 L x3)

La construction de la tour se poursuit en appliquant la méme méthode &
'ensemble simplicial X®), puis X&) etc.

Dans le programme Kenzo, seule la premiére étape de la construction
de la tour est disponible. En effet I'intérét que nous portons a la tour de
Whitehead est 1ié au calcul des groupes d’homotopie d’un ensemble simpli-
cial, groupes qui peuvent alors étre atteint en n’utilisant que le début de
la construction de la tour, les K(m, 1) et le foncteur espace de lacets (déja
disponible) :

m(X) = Hy(X)

m3(X) = Hy(QXO)
m(X) = Hy(QQXx®)®)
m5(X) =

Posons m = m9(X). Les algorithmes ci-dessous décrivent la premiére étape
de la construction de la tour dans le programme Kenzo, dans le cadre des
groupes simpliciaux :

Algorithme 5.24 (hmlg-clss X).

Soit X un groupe simplicial réduit, 1-connexe et & homologie effective.
Alors lalgorithme hmlg-clss construit une fonction associant a tout élément
k € m = Ho(X) un représentant oy, de la classe d’homologie k.

0 Méthode. Définissons la valeur de la fonction construite par 1’algorithme
sur un élément k de m = Hy(X): on construit un 2-cycle ). oyz; dont la
classe d’homologie est k. Le simplexe souhaité est :

O — fo”
)
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Algorithme 5.25 (prsm-cntr-2 X).

Soit X un groupe simplicial 1-réduit, & homologie effective. Alors [’algo-
rithme prsm-cntr-2 construit une contraction prismatique de X %, K(m, 1)
sur la fibre X' x; x de X x, K(m,1) = E(m,1).

O Méthode. Soity = (x, [k1|...|kn]) un simplexe de X x, K(m, 1) de dimen-
sion n.

~ Sin =0, alors Ty(y) = no*.

— Sin =1, alors y = (*,[k1]). L’algorithme hmlg-clss construit un
simplexe o, ; posons:

To(y) = (oky,[—k1lk1])
Ti(y) = npx

— Sin =2, alors les simplexes z, 0k, 1k, €t Oy, 1 (,) vérifient la propriété
d’extension de Kan pour l'indice 1: cela permet de construire un sim-
plexe z' de dimension 3. Les simplexes oy,, 01b' et n3* vérifient aussi
la propriété d’extension de Kan pour l’indice 1: on obtient un nouveau
simplexe b”. La contraction prismatique est définie sur y par:

To(y) = (', [k — kalki]ka])
Ti(y) = (0", mo[—kzlk2])
To(y) = 200", mp*)

— Sin >3, alors:

To(y) = kfllB(17n+layaTO(alx)a"-7T0(8n$))

ﬂ(y) = kf”B(Z + 1,’]’L + layaTIi—l(aoy)a e 7111'—1(8i—1y)7
8i1—11171(y)7 1—11;(81;+1y)a e 71—11,(8n$))

S
L
—~ .
N
~ .
I

kfllB(na n+ ]-7 Y, Tn72 (80y)7 e aTan(aany)a
8n71Tn72(y)a Tnfl(any))
To(y) = 10 Tn1(7)

On vérifie que T définit bien une contraction prismatique de X x, K (m, 1)
sur X' x x. O
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Remarque . Par kfllg(k,n+ 1,a9,...,05—1,0kt1,... ,ay) O entend :

« le simplexe de dimension n + 1 construit par ’algorithme associé a la
propriété d’extension de Kan de ’ensemble simplicial de Kan B pour
Iindice k et les n-simplexes a; pour ¢ # k ».

Algorithme 5.26. L’algorithme technical-rdct construit une réduction
deY X x sur'Y pour un ensemble simplicial Y donné.

Algorithme 5.27. Soit X un ensemble simplicial de Kan 1-réduit o homo-
logie effective ; soit X' la fibre de X — K (m,2).
L’algorithme prsm-cntr-4 construit une contraction prismatique de QX'

sur (2X")(2)

O Méthode. Construisons une contraction prismatique 7T pour un simplexe
z de QX' de dimension n.

— Sin =0, alors Ty(z) = no*.

- Si n = 1, alors puisque H;(QX') = Ho(X') = 0 l'algorithme 5.16
construit un simplexe y vérifiant dpy = x et d1y = doy = nE*. On pose
To(z) =y et T1(z) = nEx.

— Sin > 2, alors on définit les T;(x) avec les mémes formules de récur-
rence que dans l’algorithme prsm-cntr-2.

On vérifie que T définit bien une contraction prismatique de QX' sur
(QX")®. O

L’ensemble simplicial X est a homologie effective et K(m,1) est réduit
et & homologie effective, donc ’algorithme 4.14 permet de construire 1’ho-
mologie effective du produit tordu K (m,1) x, X. A l'aide des algorithmes
prsm-cntr-2 et technical-rdct on construit une réduction de X x, K (m,1)
vers X', ce qui fournit ’homologie effective de X'. L’ensemble simplicial X’
est 1-réduit, ce qui n’est a priori pas le cas pour le complexe de type fini que
nous lui avons associé. Un algorithme que nous ne détaillerons pas construit
alors un nouveau complexe de type fini 1-réduit et une équivalence de chaines
entre ce nouveau complexe et X'.

L’ensemble simplicial X' est 1-réduit, on peut donc utiliser 1’algorithme
loop-space pour construire ’ensemble simplicial & homologie effective QX".
L’algorithme prsm-cntr-4 construit une réduction QX' = (QX")?, ce qui
permet d’atteindre ’homologie effective de (2X')?). Le méme algorithme
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que celui utilisé au paragraphe précédent construit une équivalence de chaines
entre (2X’)®? et un complexe de type fini 1-réduit.

Comme (2X")? = Q(X'®)) et X'®) = X nous venons de construire
I’homologie effective de Q(X (3)), ce qui achéve la premiére étape. Pour avoir
les groupes d’homotopie suivants, il suffit d’itérer le procédé.

Remarque . Les premiers calculs des groupes d’homotopie ont donné des
résultats satisfaisants d’un point de vue théorique, mais mitigés en pratique:
le nombre et la taille des générateurs des complexes effectifs donnant les
groupes d’homotopie explosent d’un point de vue combinatoire.

L’explosion combinatoire de la construction de la tour de Whitehead vient
d’une part des algorithmes associés aux propriétés de Kan et d’autre part
de la factorisation des commutateurs: deux problémes qui ont été résolus ici
« naivement ». Il n’est pas exclu qu'une étude plus fine de ces algorithmes
donne de meilleurs résultats.

Pour cette raison, les algorithmes utilisés dans ce chapitre ne sont pas
intégrés dans la version finale du programme Kenzo!. Une autre méthode
est utilisée pour obtenir les groupes d’homotopies et donne des résultats plus
efficaces (cf. chapitre suivant).

1. IIs restent cependant a disposition des intéressés.
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Chapitre 6

Calculs de groupes
d’homotopie

Considérons un ensemble simplicial X réduit, & homologie effective et
(n —1)-connexe (n > 2); le théoreme d’Hurewicz assure l'isomorphisme
T (X) ~ H,(X). Puisque X est a homologie effective, ’algorithme homology
peut calculer Hy,(X) et donc m,(X).

Ce chapitre décrit une méthode permettant de construire les groupes
simpliciaux abéliens K (m,p) avec leur homologie effective. Il aborde aussi
la construction d’un ensemble simplicial £ réduit, & homologie effective, n-
connexe et dont les groupes d’homotopie sont identiques & ceux de X & partir
de la dimension n + 1. L’ensemble simplicial E est une version simpliciale, &
homologie effective, de I’étage suivant de la tour de Whitehead.

D’une certaine fagon, le travail de ce chapitre évite soigneusement d’uti-
liser le théoréme de Kan concernant les groupes d’homotopie, en ce sens
que l'utilisation de la condition d’extension de Kan pour calculer combi-
natoirement les groupes d’homotopie des ensembles simpliciaux usuels est
totalement proscrite, & la différence du chapitre 5.
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6.1 Classifiant d’un groupe

Définition 6.1. Soit G un groupe simplicial ; on note W (G) l’ensemble sim-
plicial sutvant :

Wo(G) =A{[1};

Wn(G)=Gp_1 X ... x Gy pourn>0;

d1lg0] = dolgo]l =[] ;

8”[97” ago] = [gnfla"' 790] ;

Oilgn, - -- »90] = [0ign» - -+ » 0iGiv1, Gi—1 - 0igi» Gi=2,- - - »90] ;
nn[gnfla--- 790] = [1Gn7"' agU] ;

Nilgn—1--- »90] = [Mign—1,--- ,MiGi> 1a;> Gi-1,- - - > Go]-

L’ensemble simplicial W (G) est le classifiant de G.
Remarques .
— L’ensemble simplicial W (G) est celui défini dans [11, page 87] aux opé-
rateurs de face et de dégénérescence prés. Nos choix indiciaires (page

27) imposent des adaptations évidentes.

— Une autre définition de l'opérateur de face d; de ’ensemble simplicial
W (G) est possible:

Oilgns--- 90 = [0ign, - - -, 0igiv1, 0iGi - Gi—1,Gi=2,-- -, 9o

Dans le programme Kenzo, c’est 'opérateur de face de la définition
ci-dessus qui a été retenu.

— Si G est un groupe simplicial abélien, alors W (G) est aussi un groupe
simplicial abélien (le produit naturel est compatible avec la structure
simpliciale).

Proposition 6.2. Lopérateur 7: W(G) — G de degré —1 défini par
T([gna s 390]) =9n

est un opérateur de torsion.
De plus, le produit tordu W (G) x, G est contractile.

O Démonstration. La vérification des propriétés requises pour la torsion 7
est élémentaire.
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La contractibilité de ’espace total est bien connue, mais par la suite une
contraction algébrique du complexe de chaines associé sera nécessaire. Elle
est définie & I’aide de 'opérateur d’homotopie h suivant :

h(lgn—1,---,90):9) = ([9:9n-1,--- ,90],1a.,) -
O

Considérons maintenant la construction de I’homologie effective de ’en-
semble simplicial WG.

La torsion de la proposition ci-dessus induit une perturbation §; sur la dif-
férentielle de C\,(WG) ® C,(G) par I'intermédiaire du théoréme d’Eilenberg-
Zilber tordu (théoréeme 2.52). Nous appellerons cette perturbation la torsion
naturelle de C(WG) ® Cy(G). Elle est définie par:

0= (~1)"(AW 06, 0 (Rod;)" o EML)
=0

ou d,, AW, EML et R sont ceux définis au théoréme 2.52.

Algorithme 6.3. Considérons G un groupe simplicial réduit ; un algorithme
construit une réduction

Bar®((C,(WQ) @; C.(G)) = C.(WQ)

ot t est la torsion naturelle de C,(WG) ® C,(G).
La structure d’algébre de C.(G) est celle qui est induite par la structure
de groupe simplicial (cf. 3.2.4).

O Méthode. A partir de la réduction (fo,go,ho): Bar®(@)(C,(G)) = Z
fournie par la proposition 4.19 et de I'égalité Bar®()(C,(WG) @ C.(G)) =
C.(WG) ® Bar®(9)(C,(G)), on construit une nouvelle réduction :

(f,g,h): Bar® (9 (C,(WG) @ C.(GQ)) = C.,(WQ)

ol f=1®f,g=1®¢gp et h=1Q hg.

Modifions maintenant cette derniére perturbation par une application du
théoréme de perturbation. La torsion naturelle d; définit une perturbation
&', modifiant ensemble simplicial Bar®+(@)(C,(WG) ® C,(G)) en un nouvel
ensemble simplicial Bar®(@)(C,(WG) ®; C.(G)). Si b = w @ z[zy]... |z,]
est un générateur de la construction bar, alors:

' (w @ z[z1|...|T0]) = 6 (w @ x)[T1] . .. |20].
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Vérifions la condition de nilpotence locale par le biais d’une filtration sur
le degré de C,(WG) ® C,(G). Notons a(b) le degré de w ® x ; alors, d’aprés
la formule précédente «(d'(b)) < a(b) — 1. De plus, 'opérateur d’homotopie
h n’augmente pas le degré de cette composante ; la perturbation vérifie donc
la condition de nilpotence locale. B

Un examen attentif de la perturbation § induite sur le complexe de
chaines C, (W @) montre que celle-ci est nulle. En effet :

5= (-1)i(fod o (hod) og)
=0

et nous allons montrer que f od = 0. D’apres la définition de ¢, il suffit de
montrer que

F((AW 0 6.(a,b)) @ [x1]...|zs]) =0
pour (a,b)®[z1]...|z,]) dans Bar®=()(C, (WG x,@G)). Or, si p est la dimen-
sion de (a,b), 6-(a,b) = (Opa, 7(a).0pb) — (Opa, Opb) et, de par sa définition,
le morphisme f est nul sur tout simplexe w ® z[z1]...|z,] dés que le degré
de z[z1|...|zy] est strictement positif; par suite:

F(AWi-(a,b)) @ [z1]...|zn]) = f(Opa ® ag_l(T(a).pr — Opb) ® [z1] ... |2p))
= f(Opa @ (x — %) ® [z1] ... |zn))
=0

O

Lemme 6.4. Soit G un groupe simplicial, alors on peut construire une ré-
duction

C.(WG)®, C.(G) = Z
ot t est la torsion naturelle de C,(WG) ® C\(G).

O Démonstration. Le théoréeme 2.52 (Eilenberg-Zilber tordu) construit la
réduction

(EZ,EML,R): C, (W(G) x, G) = C, (W(G)) ®, C.(G).

La contraction de W(G) x, G donne (proposition 6.2) une réduction
(f0, 90, ho) de W (G) x G sur Z. Les deux réductions permettent de construire
la réduction cherchée:

(f,9,h): Cc (W(G)) @ C(G) = Z
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ou f, g et h sont définies par:

f=Jfoo EML g=EZog
h=FEZohyo EML

O

Algorithme 6.5. Un algorithme construit, pour tout groupe simplicial G
donné, une réduction

Bar®()(C,(WQ) @; C.(Q)) = Bar®(9(7)
ou t est la torsion naturelle de C,(WG) ® C,(G).

O Méthode. De la réduction du lemme 6.4, on déduit aisément une réduction
C.(WG) ®; C,(G) ® Bar® (D (Z) = Bar®(@(z).

La perturbation § de la proposition 4.20 vérifie la condition de nilpotence
locale par rapport a la réduction ci-dessus. En effet, la perturbation § diminue
la longueur du produit tensoriel d’une unité et l'opérateur d’homotopie de
la réduction ne la modifie pas.

L’algorithme associé au théoréme de perturbation peut donc construire
la réduction souhaitée; un examen attentif de la perturbation induite sur le
complexe de chaines Bar®+(%)(Z) montre que cette perturbation est nulle:
la différentielle n’est pas modifiée. O

Théoréme 6.6 (classifying-space G).

Soit G un groupe simplicial ; l’algorithme classifying-space permet de
construire l’ensemble simplicial W (G), le classifiant de G.

De plus, si G est a homologie effective et réduit, [’ensemble simplicial
W(G) est aussi @ homologie effective.

O Démonstration. L’ensemble simplicial W (G) est construit a 'aide des for-
mules de la définition 6.1.

Si G est réduit et a homologie effective, alors les algorithmes 6.3 et 6.5
construisent une équivalence de chaines €:

e: C.(WQ) < Bar® (9 (C,(WG) ®; C.(G)) = Bar®(9) (7).

L’algorithme 4.18 construit une équivalence de chaines entre Bar®(%) et
un complexe de chaines de type fini. La juxtaposition des deux équivalences
de chaines fournit I’homologie effective de W (G). O
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6.2 Homologie effective des K(m,n)

Soit 7 un groupe abélien. Un p-simplexe o de K(m, 1) n’est autre qu’un
1-cocycle sur AP ; notons alors ¢’®t la valeur de o sur I'aréte définie par
les sommets 49 < 4;. De méme pour un simplexe o de K(m,n), notons
o(ig,... ,ip) la valeur du n-cocycle o sur la face définie par les sommets
10 < ... < lp.

Définition 6.7. Soit m un groupe abélien, on définit le groupe simplicial
abélien K (m,1) par:

- K(m,1)p, = [kol| ... |kp] avec k; € ;

~ Oolkol ... 1kp) = k1] ... |kp];

— Oilko| ... kp] = [kol|...|ki + Kkit1|...|kp] pour 0 <i<p;
— Oplkol - . |kn] = [kol - - |kp=1];

= nilko| - .. |kp] = [ko| - - . |ki—1]0|Ks| - . . |Kkp].

On note ici [ko| . . . |kp] Vélément o de Z1(AP, ) défini par o(i,i+1) = k;.
Dans le programme Kenzo, c’est la liste (kg k1 ... kp) quicode le simplexe
0.

Algorithme 6.8 (k-z-1). L’algorithme k-z-1 construit le groupe simpli-
cial abélien défini ci-dessus pour m = Z. Le groupe simplicial construit est a
homologie effective.

O Méthode. L’homologie effective du groupe simplicial abélien vient de la
réduction (f,g,h) de K(Z,1) sur le complexe de chaine S' défini en 2.6. Le
complexe de chaine S' a deux générateurs non dégénérés: le point base * et
le générateur s; de degré 1.

Le morphisme f est défini par f([]) = *, f([k]) = k.s1 et pour n > 1 par
f([ko|---|kn]) = 0; le morphisme g est défini par g(x) =[] et g(s1) = [1]).

L’opérateur d’homotopie h est défini sur les simplexes non dégénérés
[ko| ... |kn] de dimension n + 1 par:

Sovo Malplkal .. k], siko >0

h([k0| ... |kn]) = {zp:lko[1|p|k1| .. |kn], siky <0
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Algorithme 6.9 (k-z2-1). L’algorithme k-z2-1 construit le groupe sim-
plicial abélien défini ci-dessus pour m = 7 /27. Le groupe simplicial construit
est a homologie effective.

[0 Méthode. La situation est beaucoup plus favorable : le modéle standard de
K(Z/27,1) donne un complexe de chaines a homologie effective et minimal
méme au sens algébrique. O

Remarque . Dans sa version actuelle, le programme Kenzo ne sait pas
construire les K(m, 1) si m ¢ {Z,Z/2Z}.

Exemple 6.10. Considérons le groupe simplicial K(Z,1) :

? (setf k (k-z-1))

[K1 Abelian-Simplicial-Group]

? (face k 3 4 (absm 0 ’(1 3 2 -3)))
<AbSm - (1 3 -1)>

Intéressons nous maintenant aux groupes simpliciaux abéliens K (m,n)
pour n > 1.

Théoréme 6.11. Pour tout groupe abélien w et pour tout entier n > 1, les
deux groupes simpliciauz abéliens suivants sont isomorphes :

W (K(n,n)) ~ K(m,n+1)

La démonstration du théoréme s’appuie sur celle de Eilenberg et Mac
Lane [4, page 89]; elle nécessite le lemme suivant :

Lemme 6.12. Soient n et p des entiers, n > 0, et soit m un groupe abélien.
L’application ¢: K (m,n)p, = K(m,n+1),41 définie sur le p-simpleze o par:

U(ig,... ,in) Stipt1 =p+1
0 sinon

©(0)(io, - - s int1) :{

est un morphisme de groupes. Le morphisme @ vérifie en outre les relations
sutvantes :

Oip(o) = @(0;0) pour 0 < i < p
8erl‘P(U) = 0Op
nig(o)  =(nio) pour 0 <i<p

O Démonstration. On vérifie aisément que ¢ est un morphisme de groupes
de K(m,n), dans E(m,n + 1),41. Soit 0 € K(m,n),; montrons que (o) est
un cocycle.
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Soit z la n-cochaine définie par:

. . U(ig—l,...,’in+1—1)sii0>0
#lio, - yin) = 0 sinon

Alors, si 0 est la codifférentielle de E(m,n) dans E(w,n + 1), on obtient la
relation :

iz = ¢(0)
et donc ¢(o) est un (n + 1)-cobord, donc un (n + 1)-cocycle.

On déduit les relations du lemme entre ¢, les 0; et les n; d’un examen
minutieux des valeurs des cocycles sur les faces ig ... %541, - O

O Démonstration du théoréme ci-dessus. Soit m un groupe abélien et n > 0
un entier. Construisons, par récurrence sur la dimension des simplexes, les
isomorphismes wy,: W, (K (m,n)) = K(m,n+ 1),.

— Pour p < n, les deux groupes sont triviaux.
— Pourp=n+1:

Wos1(K(m,n)) = K(m,n), x0x...x0

2
=
S
3

>~ 7

= K(”Ta n+ 1)n+1

— Supposons qu’on ait construit, pour un entier p > n + 1, l'isomorphisme
wp. Alors W1 (K (m,n)) = K(m,n), x Wp(K(m,n)) et on pose:

Wp+1([gp, - - - 5 90]) = (gp) + pwp([gp—1,-- -, 90])

ol ¢ est le morphisme défini au lemme précédent et [gp,... ,go] un
simplexe de Wp1(K(m,n)). L’application wy41 ainsi définie est bien
un morphisme de groupes a valeurs dans K(m,n + 1),4;.

Montrons que w41 est injectif. Soit [gy, ... , go] un simplexe du noyau
de wpy1. De I'égalité dpr1(gp) = 0, on déduit la relation 0 = 0 +
wp([gp—1,---,90]), PUiS [gp—1,...,90] = *. Par suite ¢(gy) = 0 et,
comme gp(ig, ... ,i,) = ©(gp)(i0,-.. ,in,p + 1), on obtient 'égalité
gp = 0.
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Montrons que wy; est surjectif. Considérons maintenant un cocycle x
de K(m,n+1)p41 et notons [gp—1,... ,go] 'image réciproque de Op;12
par wp. Soit g, la n-cochaine définie par :

Gp(i0s .- sin) = z(i0,- .. yin, 0+ 1) — NpOpr12(io, ... ,in,p+ 1).

La cochaine g, est en fait un cocycle puisque z en est un ; on pose alors
y = wp+1([gp. - -- » 90]) = @(gp) + MpOp+12. 1l vient:

y(ioa"' 7Zn7p+1) = gp(i()a"' 7in)+77p8p+1$(i07"' 7Zn7p+1)
= x('LUaa’LTHp_'_]')
Y(ios--- vint1) = 0+ npOpr13(io, ... ,in41) POUr tpp1 <p+1
= Opr12(i0, .-+ yint1) CAT g1 <P
= x(ioa"' 7in+1)

Ce qui implique la surjectivité de wpy; et acheve la récurrence.

Il reste a vérifier que wp41 est bien compatible avec les structures sim-
pliciales de W (K(m,n)) et de K(m,n + 1), ce qui ne pose pas de difficulté
majeure. ]

Corollaire 6.13. Les groupes simpliciaux W”il(K(W, 1)) et K(m,n) sont
isomorphes.

Dans le programme Kenzo, les groupes simpliciaux K (m,n) (n > 2) sont
définis, non pas comme les Z" (AP, ), mais comme les groupes W”fl(K(w, 1)).
Les isomorphismes du corollaire ci-dessus sont présents dans le programme
pour utiliser la définition & base de cocycles si nécessaire.

Algorithme 6.14 (k-z n). L’algorithme k-z construit, pour un entier po-
sitif donné, le groupe simplicial abélien K(Z,n). Ce groupe simplicial est a
homologie effective.

O Méthode. L’algorithme k-z-1 construit un groupe simplicial & homolo-
gie effective. On utilise ’algorithme classifying-space pour construire le
groupe simplicial W”fl(K (Z,1)), qui construit alors un groupe simplicial
abélien & homologie effective. U

Algorithme 6.15 (k-z2 n). L’algorithme k-z2 construit, pour un entier
positif donné, un groupe simplicial abélien de type K(Z/2Z,n). Ce groupe
simplicial est a homologie effective.

O Méthode. On procéde comme pour l'algorithme ci-dessus en partant avec
le groupe simplicial construit par k-z2-1. O
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Exemple 6.16. Considérons le groupe simplicial abélien K(Z,2). Un élé-
ment de Z%(A3,7) est un 2-cocycle z ; il est défini par ses valeurs sur les
faces 123, 013 et 012. Soit = un 2-cocycle de degré 3 tel que x(123) = 2,
2(013) =7 et £(012) = —11.

Dans le programme Kenzo, la face 123 est représentée dans ce cas par le
nombre binaire #b0111, la face 013 par #b1101 et la face 012 par #b1110 ;

le cocycle x est donc défini par' :

7 (setf k-z-2 (k-z 2))

[K13 Abelian-Simplicial-Group]

7 (setf x ’((#b0O111 . 2) (#b1101 . 7) (#b1110 . -11)))
(7 . 2) 13 .7 (14 . -11))

Notons o le 3-simpleze de K(Z,2) défini par x :

? (setf sigma (z-cocycle-gbar 2 3 x))
<AbSm - <<GBar<- (18 2)><- (-11)><- Nil>>>>
? (face k-z-2 0 3 sigma)

<AbSm - <<GBar<- (2)><- Nil>>>>

? (face k-z-2 1 3 sigma)

<AbSm - <<GBar<- (20)><- Nil>>>>

? (face k-z-2 2 3 sigma)

AbSm - <<GBar<- (7)><- Nil>>>>

? (face k-z-2 3 3 sigma)

<AbSm - <<GBar<- (-11)><- Nil>>>>

Les faces 0, 2 et 3 du simplexe o ont bien les valeurs souhaitées et celle
de 010 est compatible avec la condition de cocycle.

6.3 Groupes d’homotopie

Soit X un ensemble simplicial réduit, (n — 1)-connexe (n > 2) et & ho-
mologie effective. Alors m;(X) =0sii<n—1et m,(X) = Hy(X).

Considérons la torsion 7: X — K (m,(X),n—1) définie a I’aide du cocycle
c: Cp(X) — mp(X) (cf. Valgorithme 4.7) et de la torsion K(mp(X),n) —
K(mp(X),n — 1). Alors le produit tordu £ = K(m,(X),n —1) x; X est a
homologie effective (cf. théoréme 4.13, page 61).

1. En fait le premier 1 (en partant de la gauche) est supprimé dans le programme
Kenzo: la face 123 est donc représentée par #b011 = 3, la face 013 par #b101 = 5 et la
face 012 par #b110 = 6. L’indétermination entre les faces 123 (codée #b011) et la face 023
(codée #b011) ne pose pas de difficulté puisque la face 023 n’a pas besoin d’étre codée.
Pour une exécution correcte, il faut donc prévoir ((3 . 2) (56 . 7) (6 . -11)).
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La fibration £ — X, induite par la torsion 7, produit la suite exacte de
Serre :

oo = Tpr1(X) = mp(K(mp(X),n — 1)) = mp(E) = mp(X) —
Tp 1 (K (1, (X),n — 1)) = mp_1(E) = mp_1(X) = ...

Or les groupes d’homotopie de K (m,(X),n — 1) vérifient :

T (K (T (X),m = 1)) = ma(X)

- mi(K(m(X),n—1))=0sii#n—1.

On déduit ainsi de la suite exacte les isomorphismes suivants :

mi(E) ~ mi(X) pouri>n
mi(E) ~ 0 pour ¢ < n
On applique ensuite le procédé sur ’ensemble simplicial E et on construit

un nouvel ensemble simplicial E', puis E”, etc.
Par suite, on obtient les groupes d’homotopie de X :

7Tn()() = }{n()()
T (X) ~ Hyp(E
Tn2(X) = Hppo(E
Tnt3(X) = Hpps(E")

Exemple 6.17. Considérons l'ensemble simplicial X définissant la sphére
de dimension 3 présenté dans l'exemple 2.6 ; 'ensemble simplicial X est com-
posé du point base et d’un simplexe de dimension 3, noté s3.

? (setf X (sphere 3))
[K25 Simplicial-Set]

7 (homology X 0 4)
Homology in dimension O :
Component Z

---done---

Homology in dimension 1 :
---done---

Homology in dimension 2 :
---done---

Homology in dimension 3 :
Component Z

---done---
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Le groupe m3(X) est Z. On applique alors la méthode décrite ci-dessus :

7 (setf cl (chml-clss X 3))

[K36 Cohomology-Class (degree 3)]
? (setf taul (z-whitehead X cl))
[K37 Fibration]

7 (setf E1 (fibration-total taul))
[K43 Simplicial-Set]

? (homology E1 0 5)

Homology in dimension 0 :
Component Z

---done---

Homology in dimension 1 :
---done---

Homology in dimension 2 :
---done---

Homology in dimension 3 :
---done---

Homology in dimension 4 :
Component Z/2Z

---done---

On trouve ma(X) est Z/2Z et on continue :

7 (setf c2 (chml-clss El1 4))

[K253 Cohomology-Class (degree 4)]
? (setf tau2 (z2-whitehead E1 c2))
[K292 Fibration]

7 (setf E2 (fibration-total tau2))
[K298 Simplicial-Set]

? (homology E2 5)

Homology in dimension 5 :
Component Z/2Z

---done---

m5(X) = Z/2Z

? (setf c3 (chml-clss E2 5))

[K609 Cohomology-Class (degree 5)
7 (setf tau3 (z2-whitehead E2 c3))
[K624 Fibration]

7 (setf E3 (fibration-total tau3))
[K630 Simplicial-Set]

? (homology E3 6)

Homology in dimension 6 :
Component Z/12Z

---done---
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Et n6(X) = Z/12Z. Le programme ne permet pas d’aller plus loin (il
faudrait définir les K(Z/127Z,n) pour cela,).

Bien que ne disposant que des groupes simpliciaux K (Z,n) et K(Z/2Z,n),
le programme Kenzo peut effectuer le calcul de groupes d’homotopie néces-
sitant de « tuer » des groupes d’homotopie se présentant sous la forme d’une
somme directe de Z/2%Z et de Z:

Exemple 6.18. Considérons l’'ensemble simplicial M = Moore(Z/2Z,3) et
calculons ses premiers groupes d’homotopie :

7 (setf M (Moore 2 3))
[K841 Simplicial-Set]

7 (homology M 0 4)
Homology in dimension O :
Component Z

---done---

Homology in dimension 1 :
---done---

Homology in dimension 2 :
---done---

Homology in dimension 3 :
Component Z/2Z
---done---

m3(M) = 7./27

? (setf cl (chml-clss m 3))

[K850 Cohomology-Class (degree 3)]
7 (setf taul (z2-whitehead M cl))
[K851 Fibration]

? (setf E1 (fibration-total taul))
[K857 Simplicial-Set]

? (homology E1 4)

Homology in dimension 4 :
Component Z/2Z

---done---

(M) = 7./27.

? (setf c2 (chml-clss El1 4))

[K936 Cohomology-Class (degree 4)]
? (setf tau2 (z2-whitehead E1 c2))
[K939 Fibration]

7?7 (setf E2 (fibration-total tau2))
[K945 Simplicial-Set]
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7 (homology E2 5)
Homology in dimension 5 :
Component Z/4Z
---done---

m5(M) = Z/4Z.

Le cocycle construit (cf. lalgorithme 4.7) par le programme est un cocycle
c: Cs(Ey) = Z/4Z. La fibration construite par l’algorithme z2-whitehead
est celle donnée par la torsion 131 : Ey — K(7Z/2Z7); notons E3 1 son espace
total. La suite exacte de Serre nous assure alors que m;(Es3 1) = m;(Ey) pour
1> 5 et que:

0— 7r5(E371) — 7T5(E3) = Z/4Z d W4(K(Z/2Z,4) = Z/ZZ —0
est une suite exacte. On en déduit: w5(FE3 1) = 7/27.

? (setf c3-1 (chml-clss E2 5))

[K1028 Cohomology-Class (degree 5)]

7 (setf tau3-1 (z2-whitehead E2 c3-1))
[K1031 Fibration]

7 (setf E3-1 (fibration-total tau3-1))
[K1037 Simplicial-Set]

? (homology E3-1 5)

Homology in dimension 5 :

Component Z/2Z

---done---

75(E31) = Z /27 et on continue :

? (setf c3-2 (chml-clss E3-1 5))
[K1120 Cohomology-Class (degree 5)]
? (setf tau3-2 (z2-whitehead E3-1 c3-2))
[K1123 Fibration]

7 (setf E3 (fibration-total tau3-2))
[K1129 Simplicial-Set]

? (homology E3 5)

Homology in dimension 5 :

---done---

7 (homology E3 6)

Homology in dimension 6 :

Component Z/4Z

Component Z/2Z

---done---

m6(M) = Z/AZ & 7
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Au moment ou ce texte est rédigé, le w5 de ’ensemble simplicial de
'exemple ci-dessous ne semble pas connu (7).

Exemple 6.19. Considérons Q53 lespace de lacets de la sphére de dimen-
ston 3. Attachons a ce groupe simplicial un 3-simpleze o de la sorte : soit s3 le
2-simplexe fondamental de QS3, on pose Ogo = s3 = Oas3 et O10 = O30 = *.
Calgculons les premuers groupes d’homologie de ce nouvel ensemble simplicial
QS’LJQU:

7 (setf 0s3 (loop-space (sphere 3)))
[K1212 Simplicial-Group]
7 (setf os3d
(disk-pasting os3 3 ’sigma
(1ist (loop3 0 ’s3 1)
(absm 3 +null-loop+)
(loop3 0 ’s3 1)
(absm 3 +null-loop+))))
[K1224 Simplicial-Set]
? (homology os3d 0 3)
Homology in dimension O :
Component Z
---done---
Homology in dimension 1
---done---
Homology in dimension 2 :
Component Z/2Z
---done---
7 (setf cl (chml-clss os3d 2))
[K1339 Cohomology-Class (degree 2)]
7 (setf taul (z2-whitehead o0s3d cl1))
[K1342 Fibration]
7 (setf E1 (fibration-total taul))
[K1348 Simplicial-Set]
? (homology E1 3)
Homology in dimension 3 :
Component Z/2Z
---done---
7 (setf c2 (chml-clss E1 3))
[K1428 Cohomology-Class (degree 3)]
? (setf tau2 (z2-whitehead El1 c2))
[K1431 Fibration]
7 (setf E2 (fibration-total tau2))
[K1437 Simplicial-Set]
? (homology E2 4)
Homology in dimension 4 :
Component Z/4Z
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Component Z
---done---

Le cocycle construit (cf. lalgorithme 4.7) par le programme est un cocycle
a valeur dans la premiére composante du groupe c : Cy(Ey) = Z[/4Z. Si E3
est Uespace total de la torsion 131: Ey — K(Z /27, la suite exacte de Serre
nous assure alors que m;(E3 1) = m;(E2) pour i > 5 et que:

0— 7T5(E3,1) — Z/4Z@ 7 — Z/2Z — 0
est une sutte exacte.

7 (setf c3-1 (chml-clss E2 4))

[K1520 Cohomology-Class (degree 4)]

? (setf tau3-1 (z2-whitehead E2 c3-1))
[K1523 Fibration]

? (setf E3-1 (fibration-total tau3-1))
[K1529 Simplicial-Set]

? (homology E3-1 4)

Homology in dimension 4 :

Component Z/2Z

Component Z

---done---

7 (setf c3-2 (chml-clss E3-1 4))
[K1612 Cohomology-Class (degree 4)]

? (setf tau3-2 (z2-whitehead E3-1 c¢3-2))
[K1615 Fibration]

7 (setf E3-2 (fibration-total tau3-2))
[K1621 Simplicial-Set]

? (homology E3-2 4)

Homology in dimension 4 :

Component Z

---done---

7 (setf c3-3 (chml-clss E3-2 4))
[K1704 Cohomology-Class (degree 4)]

? (setf tau3-3 (z-whitehead E3-2 c3-3))
[K1719 Fibration]

? (setf E3 (fibration-total tau3-3))
[K1725 Simplicial-Set]

7 (homology E3 5)

Homology in dimension 5 :

Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z/2Z

---done---
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Et ainsi:
(S Uy 0) = Z/27
m3(0S° Uy 0) = Z/27
4 (QS3 Uy 0) = Z/AZD 7
7T5(QS3 Us U) = (Z/ZZ)4
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