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EXERCICES — CHAPITRE 1

CRAMER SUR R

[Exercice 1.1l Calculer et dessiner allure des log-Laplace et transformées de Cramér des lois
suivantes :

1. Poisson de parametre p > 0
Exponentielle de parametre p > 0
Géométrique de parametre p €]0, 1]

Bernoulli de parametre p € [0, 1] sur {a,b} (i.e pdy + (1 — pda)

DA

Normale de moyenne m € R et de variance o2 > 0

Soit (X,7) un espace topologique et f une fonction de X dans R. On dit que f
est semi-continue inférieurement (s.c.i) si et seulement si, pour tout réel «, 'ensemble {f < a}
des réels z tels que f(x) < « est fermé. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s)
si et seulement si —f est s.c.i.

1. Soit (f;)ies une collection de fonctions s.c.i de X dans R. Montrer que la fonction sup;¢; f;
est s.c.l.

2. Montrer que f est s.c.i si et seulement si :

Ve e X, liminf f(y) > f(z),

y—x
c’est a dire si et seulement si :

Ve e X, su inf > f(x),
VEVI()x)?JGV\{m}f(y) f@)

ou V() est I'ensemble des voisinages de = (pour 7).

3. Montrer que f est continue sur X" si et seulement si elle est s.c.i et s.c.s.

Soit . une mesure de probabilité borélienne sur R et A sa log-Laplace.
1. Montrer que A est strictement convexe si et seulement si u est non dégénérée.
2. Montrer que A est C°° sur I'intérieur de son domaine Dy, et que :
0 E(Zer)
YA e Dy, AN =L,
A ( ) E(e)\Z)
ol on a noté Z une variable aléatoire de loi pu.

o
3. Montrer que A* est strictement convexe et C* sur 'intérieur de A'(Dy).

[Exercice T.4

1. Soit f : R —]—00, +00] une fonction convexe et s.c.i. Montrer que f est égale au supremum
des fonctions affines qui sont inférieures a f.

2. Soit p une mesure de probabilité borélienne sur R et A sa log-Laplace. Montrer que
A=A



lixercice 1.9

1. Soit p une mesure de probabilité borélienne sur R de support inclus dans [a,b] avec
—00 < a < b < 00. On note A la log-Laplace de i1 et m son espérance.

(a) Montrer que pour tout A € R,

b—me)\a m—ae)\b
b—a b—a

m—a
b—a )’

1—
H(ulup) = ulog S (1 —u)log i
UuQ 1

exp A(A) <

(b) En déduire que pour tout x € [a,b],

r—a

A*($)>H<b_a

fe— uO :
(c¢) Discuter I'égalité

2. Sur un espace de probabilité (Q,F,P), muni d’une filtration (F,)nen telle que Fy soit
triviale, on se donne une martingale centrée (M, ),>o vérifiant presque stirement :

Vn €N, My — M| <1.

Montrer que E(e?/n) < (cosh(\))™, puis donner une majoration de P(M,, < nx).
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FORMALISME DES GRANDES DEVIATIONS

[Exercice 2.1] Mettre le Théoréme de Cramér sous la forme d’un PGD. Quand la fonction de
taux est-elle bonne ?

Soit (pe)eso satisfaisant un PGD de bonne fonction de taux I sur X localement
compact (c’est a dire tel que tout point possede un voisinage compact). Montrer que (fic)e>0
est exponentiellement tendue.

Equivalence exponentielle. Soit (X, d) un espace métrique et ((Zc, Z:))e>0
une v.a a valeurs dans X x X. On suppose que :

1. (Z:)e>o suit un PGD de bonne fonction de taux I,

2. (Z:)eso et (Ze)e>0 sont exponentiellement équivalentes, ¢’est a dire que pour tout § > 0 :

limsup e log P(d(Ze, Z.) > 6) = —o0 .

e—0

Montrer que (Z¢)e~o suit un PGD de bonne fonction de taux I.

[Exercice 2.4] Soit (Z.).~( une suite de v.a réelles satisfaisant un PGD de fonction de taux I.
Soit (X;)e>0 une suite de v.a réelles telle que X, soit indépendant de Z. pour tout ¢ > 0, et X,
vaut 1 (resp. -1) avec probabilité 3 (resp. 3). On pose Yz = Z. + X.. Montrer que (Yz).>¢ suit
un PGD dont on précisera le fonction de taux.

Montrer que la suite de lois (61 + (1 —€)dg)e>0 suit un PGD faible, mais pas de
PGD fort. :

Soit (fte)e>0 une collection de probas boréliennes sur (X, 7) satisfaisant un PGD
de fonction de taux I. Soit O un ouvert de X tel que I soit continue sur O pour la topologie
induite sur O, et :

Ve >0, p(0)>0.

Montrer que (pe(.|O))e>0 suit un PGD et donner sa fonction de taux.

[Exercice 2.7 Soit (Z,)nen une suite de v.a gaussiennes olt Z,, ~ N(0, 2). Soit f une fonction
continue de R dans R. On pose Y;, = f(Z,). Montrer que (Y;,)nen suit un PGD de vitesse n, et
donner la fonction de taux lorsque f(x) = |cosz|™.



Curie-Weiss en champ moyen, avec champ magnétique externe.
Soient 3 > 0 et h € R. On définit des probabilités v, g sur {—1,1}" par :
n(B(32)*+h3n)

Vo€ {—1,1}", vppn(z) ==

Zn,Bh

ou Z, g est la constante de normalisation et S, = 2?21 x;. Enfin, on note u, g4 la loi de la
magnétisation moyenne Sy, /n sous v, g

1. Montrer que (i, g1)nen suit un PGD de vitesse n.

2. Commenter qualitativement les PGD obtenus en fonction de la position de (5, h) dans
R% x R.
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GARTNER-ELLIS-BALDI

[Exercice 3.7] Soient (X, )nen et (£n)nen deux suites indépendantes de variables aléatoires
ii.d symétriques de Bernoulli sur {—1,1}. Dans les deux cas suivants, on définira une suite
n

(Ys)n>1. On demande d’examiner la convergence de Y;,/n, 'application éventuelle du théoreme
de Gértner-Ellis et P'existence d’un principe de grandes déviations.
1. Soient :

St=card{je{l,....,n}: X; =1} et S, =card{je{l,...,n}: X; =-1}
On définit Y,, par :

1+¢ 1—¢, ._
Y, = 2"5:{— 2"5

n -

2. Soient :

n {n si Vied{l,...,n}, X;=1
5E=1 0

sinon

_ {—n si Vje{l,...,n}, X;=-1
X, = .

0 sinon
On définit Y,, par :

1 1-
Y, = J;gnz; n 25”2—

n -

Soit (N(n))nen une suite de variables aléatoires dans N. On suppose que la limite
suivante existe pour tout A € R :

A = Tim 2 log B(eAN™) |

n—oo N

et que A est différentiable sur R. Soit (X;);en une suite de variables aléatoires i.i.d dans R,
indépendante de (N (n))nenr, de log-Laplace finie partout Ax. On note pu, la loi de :

Montrer que p, suit un PGD de vitesse n et donner sa fonction de taux.

Soit (X;)iez un processus gaussien stationnaire réel centré de covariance (k) :
E(X:X¢1k). On suppose que ce processus a une puissance finie, définie par :

n—1

P:= lim > 7(1{:)< —@>.

n
k=—n+1

Soit p, la loi de S, = %22:1 X;. Montrer que pu, satisfait un PGD de vitesse n, dont on
donnera la fonction de taux.



[Exercice 3.4

Soit (Zy)iez une suite de variables aléatoires i.i.d centrées. Soit Az la log-Laplace commune
des Z;. On suppose que Az()) est fini pour tout A € R. Soit (1););cz une suite de nombres réels

telle que :
D Il < oo
1€EZ
On définit un processus stationnaire X par :
Xy => iZii VEL.
1€EZ

Soit g, la loi de S,, = % Z;LZI X;. Montrer que pi,, satisfait un PGD dont on donnera la fonction
de taux.

Soit  la loi sur R de densité :
g(x) = Cyqe ™ Ty>

ou C est une constante de normalisation, et v > 0 et a > 0 sont deux parametres. On note A
la log-Laplace de pu.

o
1. Déterminer Dy et A'(Dy).
2. Trouver Dp~, le domaine de A*, et F, I'ensemble des points exposés x de A* tels qu’il
o
existe un hyperplan d’appui n € Dy pour z.

3. Comparer application des théoremes de Gértner-Ellis et de Cramér a la suite des lois de
o Xi/n, ot les X; sont i.i.d de loi p.

Grandes déviations pour les fonctionnelles additives d’une chaine de
Markov

Soit ¥ = {1,..., N} un ensemble d’états fini et P une matrice de transition irréductible sur X.
On fixe une fonction f de ¥ dans R?, et on s’intéresse aux grandes déviations de :

1 n

Pour tout A € R?, on définit une matrice de transition irréductible Py par :
Py(i.j) = P(i,))eMV) i, jex.

On note p(Py) le rayon spectral de la matrice Py. Montrer que (Z,)nen satisfait un principe de
grandes déviations de bonne fonction de taux I définie par :

VzeRY,  I(z) = sup {(\,z) —log p(Py)} .
AeRd
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CRAMER DANS UN E.V.T LOCALEMENT CONVEXE

[FExercice 4.1] Soit ; une mesure de probabilité borélienne sur R%. On note A la log-Laplace de
. On note p, la loi de %Z?:l X; ou les X; sont i.i.d de loi . Montrer qu’il y a équivalence
entre les quatre propriétés suivantes :

(i) A est finie dans un voisinage de 'origine.
(ii) La suite (pn)nen est exponentiellement tendue.

(iii) La suite (uy)nen satisfait un principe de grande déviation (fort) gouverné par une bonne
fonction de taux.

(iv) La suite (up)nen satisfait un principe de grande déviation (fort) gouverné par A* et A*
est une bonne fonction de taux.

Soit X' un e.v.t localement convexe et f une fonction s.c.i et convexe de X dans
RU{+0o0}. On veut montrer que f** = f, ou f** est la transformée de Fenchel-Legendre de f*.
Le théoreme suivant sera utile :

Théoréme 1 (Hahn-Banach) Soit ) un espace vectoriel topologique localement conveze. Soient
A et B deux sous-ensembles convexes, disjoints et non vides de ). Si A est compact et B est
fermé, il existe A € Y*, a et b dans R, tels que :

Vee A, VyeB (Ax)<a<b< (\y).

1. Montrer que f** est égal au supremum des fonctions continues affines inférieures a f.

Dans la suite, on suppose que f n’est pas identiquement égale a +oc.
2. Soit zg € X tel que f(zg) < 0o et 79 < f(zp). On note F' I'épigraphe de f :

F={(z,r) e X xR : f(z) <r}.

Montrer que F' est un convexe fermé non vide.

3. Montrer qu’il existe un hyperplan fermé séparant (zg, ) de F, et que cet hyperplan ne
peut étre de la forme P x R avec P un hyperplan fermé de X.

4. En déduire que si f(xzg) < oo, f(zo) = f™(x0), et qu’il existe au moins une fonction
continue affine qui est inférieure a f.

5. Soit 1 € X tel que f(z1) = +oo, et r1 € R. Montrer qu’il existe un hyperplan fermé
séparant (x1,71) de F. Si cet hyperplan n’est pas de la forme P x R avec P un hyperplan
fermé de X', montrer que f**(x1) > ry.

6. Suppons que 'hyperplan fermé séparant (x1,71) de F' soit de la forme P x R avec P un
hyperplan fermé de X'. Montrer qu'il existe une fonction affine p sur & telle que p(z1) > 0
et p(y) = 0 pour tout y € P.

7. Soit q une fonction continue affine inférieure & f. En considérant la fonction ¢ 4+ ap pour
« assez grand, montrer que f**(x1) = 7.

8. Conclure.
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SANOV

[Exercice 5.1 On note My (R) (resp. M1 (R?) I’ensemble des probabilités sur R (resp. sur R?).
On munit ces espaces de la topologie de la convergence étroite. Pour z € R (resp. (x,y) € R?),
on note 0, (resp. d,,) la masse de Dirac en x (resp. en (z,¥)).

1. Montrer que I’application p — p ® p de Mq(R) dans M (R?) est continue.

2. Soit Xq,..., X, une suite de v.a.i.i.d & valeurs dans R et :

1 n
1=1

(a) Montrer que U, = L, ® L, satisfait un PGD dans M;(R?) dont on donnera la
fonction de taux.

(b) En déduire que pour tout h € Cy(R?,R), la suite de variables aléatoires :

1
n2 Z h(kasz) (n=1)
1<k, ka<n
satisfait un PGD sur R dont on donnera la fonction de taux.
3. Montrer que :

1
U= 2. Oxyx, (0>2)
1<k #k2<n

satisfait un PGD dans M;(R?) dont on donnera la fonction de taux. On pourra utiliser
I’exercice et utiliser la distance de Lévy-Prohorov, qui métrise la convergence étroite

dans My (R9) :
d(p,v) =inf{e >0 t.q. u(F)<v(F°)+e},
ou Fe={z tq. 3TJyeF:|z—yl<e}
4. En déduire que pour tout h € Cy(R? R), la suite de variables aléatoires :

1
nn=1) > Xk, Xiy) (n>2)
1<k #ka<n

satisfait un PGD sur R dont on donnera la fonction de taux.

[Exercice 5.2] On veut montrer que le théoréme de Sanov peut étre déduit de celui de Géartner-
Ellis-Baldi. Soient X1, ..., X, deloi u sur un espace Polonais 3. On note p,, 1la loi de % Z?:l Ox,.
On note A la log-Laplace de la loi de dx,. On rappelle que la tension exponentielle de (p,,) (de
vitesse n) a été vue en cours, ainsi que l'identification de A* & K (., u). On note F Iensemble
des points exposés v de A* tels qu’il existe un hyperplan d’appui f € Cy(X) tel que :

Iy >1, A(yf) < oo.

1. Montrer que si v € M;(X) est telle que v = gu avec g € Cp(X) et g > a > 0 pour un réel
a >0, alors v € F.



2. En déduire le théoreme de Sanov par une application de celui de Gartner-Ellis-Baldi.

[Exercice 5.3 Un espace est normal si et seulement si pour tout couple de fermés (A, B) disjoints
il existe une fonction continue bornée qui vaut 0 sur A et 1 sur B (ce n’est pas la définition
standard, mais c’est équivalent par le lemme d’Urysohn). Soit ¥ un espace normal. On veut
démontrer que M(X) muni de la topologie faible* est métrisable si et seulement si 3 est de
cardinal fini.

1. Soit E un espace vectoriel, F un espace vectoriel de formes linéaires de E dans R qui
sépare F, c’est a dire :

Ve#AyeE, 3feF flx)#fly).

On munit F de la topologie la moins fine rendant continues les fonctions de F. Montrer que
E est métrisable si et seulement si F est de dimension (algébrique) au plus dénombrable.
On pourra utiliser le résultat suivant : un espace vectoriel topologique de Hausdorff est
métrisable si et seulement si I'origine possede une base dénombrable de voisinages.

2. Soit X un espace normal de cardinal infini. Montrer que si z1,...,x, sont n points dis-
tincts, il existe n fonctions fi,..., f, continues bornées telles que :

En déduire que Cp(X) n’est pas de dimension algébrique finie.

3. Conclure en utilisant le fait qu'un espace de Banach est soit de dimension finie, soit de
dimension non dénombrable.
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SCHILDER

[Exercice 6.1] Soit B un mouvement brownien sur [0, 1] et g une fonction continue de [0, 1] dans
10, +o0[. Montrer que :

2
lim L inf 9(u) .
u€l0,1]  2u

m o5 logP(3t € [0,1] t.q. By > Ag(t)) = —

On pourra considérer ’ensemble :

G={feC(0,1]) t.q. f(0) =0et It €[0,1], f(t) = g(t)} .

et montrer que c¢’est un fermé de C([0, 1]). Enfin, pour évaluer I'infimum de la fonction de taux
du brownien sur G, on pourra considérer les fonctions (f,) définies par :

Vu €]0,1],  fult) = #(i/\u) .

[Exercice 6.2 Soit T' un espace métrique compact. On note C'(T') I'ensemble des applications
continues de 7' dans R, muni de la norme || f||cc = super |f(t)|. C’est un espace de Banach
séparable. On considere (Z;)ier un processus gaussien centré sur 7', défini sur un espace de
probabilité Q et dont les trajectoires appartiennent presque sirement a C(7'). On note @ la
covariance associée :

Q(t,t") =E(ZZy) .
On admettra que @ est continue sur T X T' et on supposera dans la suite que pour tout o > 0,
E(e?lle) < o0 .

1. Montrer que (fin)n>1, la suite des lois de ﬁZ satisfait un PGD sur C(T'). Le reste de
I’exercice est destiné & expliciter la fonction de taux.

2. Soit H la cloture dans L2(Q2) de l'espace vectoriel engendré par (Z;)ier. Montrer que H
est égal a la cloture dans L2(Q) de {{v, Z) t.q. v € M(T)} ot M(T) est I’ensemble des
mesures signées sur 7.

3. Montrer que la fonction ® définie par :

(H - o0
‘I)'{ Y o (e E(YZ)

est bien définie et est une injection.
On note Hg = ®(H) et on le munit d’une structure hilbertienne par :

(h1,h2)q = E(® 1 (hy)D (hy)) .

On va chercher a montrer que :

1712 ;

+00 sinon



4. Soit f € C(T) telle que A% (f) < oo.

(a) Montrer que pour toute mesure v € M(T),

[, )] < 285 (FE((, 2)2)

(b) Montrer qu’on peut définir une forme linéaire F' sur {(v, Z) t.q. v € M(T)} par la
formule :

F({v,Z)) = (v, f) -

(¢) Montrer que la forme linéaire F' est continue et peut étre étendue de maniére unique
sur H.

(d) En déduire qu’il existe Y € H tel que pour tout v € M(T),
v, ) = E(Y (.2)).

e) Conclure que f € Hg et que pour tout f € Hg, on a :

(e) Q Q

1
AL () > 311

5. Finir le calcul de A% et énoncer le PGD pour (pn)n>1.
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Solution [Tk
L AR) = e — 1) et A*(a) = (21og s — 2+ 1).
2.
log —£ 3 A < 1 .
A()\):{ ognx s B A*(az):{ zp— 1 —log(zp) sioo2>0
+o00 sinon +00 sinon
3.
e 1
AQ) = log 5 (?—p)eA st A <log i
+00 sinon
et )
—1)log == —x1 —1 i >1
A*(x):{ (z —1)log 1=, — zlogz —logp s
+00 sinon
4.
A() = log (1= p)e +pe)
et

T—a T—a b—x b—zx .
A* . mlogm+mlogm S1 T € [a,b]
(2) .
+00 sinon

2

5. A(N) = Am + ZX et A*(z) =

202

Solution
1. Soit « € R, on a :

fsupfi<a} ={fi<a}.

iel

Une intersection de fermés étant fermée, on en déduit que si toutes les f; sont s.c.i, la

fonction sup;c; fi I'est aussi.

2. Soit f une fonction s.c.i, et z € X tel que f(z) € R. Soit £ > 0. L’ensemble {f > f(z)—¢}
est un ouvert contenant x, donc il existe V € V(z) tel que V C {f > f(z) — €}, ce qui

implique :

yeivn\f{m} fly) = f(x) —¢.

Donc :

su inf > f(z) —¢,
VevI()x)yev\{x}f(y) f@)

et comme ceci est valable pour tout € > 0, on a :

su inf > f(z) .
VEVI()x)?JGV\{m}f(y) /@)



Si x est tel que f(xr) = —oo, la derniere inégalité est triviale. Enfin, si x est tel que
f(z) = 400, on peut refaire le méme argument que ci-dessus avec 'ensemble {f > A},
pour A réel quelconque. Réciproquement, supposons que pour tout z de X on ait :

su inf > f(x) .
VevI()x)yev\{x}f(y) i)

Soit @ € R un réel fixé, et = tel que f(x) > «. L’hypothese implique qu’il existe un
voisinage V' de x tel que :
inf >«
e {x}f (y) >,
et donc que V' C {f > a}. On a donc montré que {f > a} est un ouvert, pour tout o
donc f est s.c.i.

. Soit f une fonction continue et o € R. Comme | — 00, a] et [, +oo[ sont fermés, les

ensembles {f > a} et {f < a} sont fermés, donc f est s.c.i et s.c.s. Réciproquement, soit
f une fonction s.c.i et s.c.s. Soit z € X et € > 0. Par la propriété montrée précédemment,
il existe un voisinage V7 de x tel que :

VyeVi, fly)=f(z)—¢.

De méme, comme — f est s.c.i, il existe un voisinage V5 de x tel que :

VyeVa, [fly) <flx)+e.

Ainsi, sur Vi N V5, on a :
VyeVinVa, f(z)—e< fly) < f(z)+e,

et f est donc continue en x.

Solution

1.

Az
9y

(a) Soit A € R. En utilisant la convexité de la fonction x — e, on a :

bz | p7—a b—=x T—a
Vo € [a,b], = AMetatizs) < M+ e’

b—a b—a
ce qui donne le résultat en intégrant contre la loi p. Remarquons qu’il y a égalité
(b) Soit v la loi de Bernoulli %‘_’g 0a + =20y On sait que (cf. Exercice [LT)) :

m-—a
b—a )’
or on vient de montrer que A < Av. Donc A* > Av*.
(c) Si A* = Av*, alors A = Av (cf. Exercice [[4), et ainsi p = v.

Tr—a

A;@;):H(b_a

2. Puisque |M,,+1 — M,| < 1 presque siurement pour tout n > 1, on a, en utilisant le 1a),

avecm=0,a=—-letb=1":

E <e)\(Mn—Mn—1)|}"n_1> < cosh(A) ps.



[n+1
) = & [TLewnon]
Li=1

M n+1
— EI|E (HeA(MZ_Mll)‘fTL)] ,

i=1

= E ﬁeA(Mi—Mifl)E <6A(Mn+1—Mn)|fn>] 7
i=1

cos_h()\)E(e)‘M") ,

N

d’ou, par récurrence :
E(eM) < (cosh(\)" .

Dongc, en utilisant Chernoff :
]P(Mn < nx) < e—nsupkemf{)\:c—cosh()\)} )
Pour x < 0, on obtient :

]P)(Mn < ’I’Lﬂj‘) < e_n(ml()g(m-l-\/m)—\/m) ‘

Pour x > 0, la borne est triviale, égale a 1.

Solution 2Tk Commencons par la borne sup. Soit F' un fermé de R. On note m la moyenne
de la loi p (finie par hypothese), i, la loi de S, /n et on pose :

my = sup{FN] — oo, m|} et mg = inf{F N [m,+oo[} .

Comme F est fermé, remarquons que si F'N|—oo, m| # 0, my € F, et de méme, si FN[m, +oo[#£ 0,
mg € F. Faisons le raisonnement lorsque FN] — oo, m| # 0 et F N [m,+oo[# (), les autres cas
étant similaires. Par le lemme sympa puis le théoreme de Cramér,

1 1 1
limsup —log p1,, (F) < max{limsup —log (] — o0, m1]),limsup — log i, ([m, +00[)}
noo N noo N noo N
< max{—Aj(m1), —Ay(m2)},
S Chp @)

Pour la borne inf, utiliser le lemme a I'intérieur du théoréme de Cramér, ou bien utiliser une
hypothese supplémentaire : supposer que A est finie dans un voisinage de 0. Plus précisément,
en profiter pour voir que si A(\) = +o0 pour tout A > 0, alors A*(x) = 0 pour tout x > m, et
si A(X) = 400 pour tout A < 0, alors A*(z) = 0 pour tout < m. Montrer aussi que A*(x) >0
pour tout z > m si A(\) < co pour au moins un A > 0, et idem de Pautre c6té. O

Solution Pour tout z, notons K, un voisinage compact de x et V, un voisinage ouvert de

x inclus dans K. Soit a € RT. L’ensemble {I < o} est compact, recouvert par I'union des V.
On peut donc extraire un recouvrement fini :

N N
{I<a}c|JVe c K,
=1 =1



avec I1,...,xy dans {I < a}. Posons K, = Uf\il K,,.Ona:

limsupelog pe (KS) < —inf I .
K

Puisque U,]i 1 Vi, est ouvert,

N C
K¢ C (Uvm> c{I>al,
=1

donc :
limsup elog p(K5) < —c.

Solution Borne inf. Soit O un ouvert, € O et § > 0 tel que B(z,d) C O.
~ ~ 5 ~ )
P(Z. € O) 2 P(Z. € B(x,9)) = P(Z: € B(x, 5)) —P(d(Z:, Z.) > 5) ,

Comme limsup, e logP(d(Z., Z.) > §/2) = —o0,

lim inf € log <]P’(ZE €0)+ ]P’(d(ZS, Z.) > g)> ,

lim iélfslog P(Z. € O)
e—

d
> liminfelogP(Z. € B(x, 5)) )
> — inf I,
B(x,g)
> —inf[.
0]

Borne sup. Soit F' un fermé. On note F® = {z t.q. d(z, F) < 6}. En utilisant le lemme sympa,
pour tout § > 0,

P(Z.€ F) < P(Z.c F)+Pd(Z.,Z.) > 6),
limsupelogP(Z. € F) < limsupelogP(Z. € F?),
e—0 e—0
< —infr.
Fd

Ainsi,
limsupelogP(Z. € F) < —supinf [ .
£—0 6>0 F?

Il reste & montrer que sups.ginfps I > infpI. Posons v = sups.ginfps I. Siy = 400, le
résultat est clair. Supposons que « soit fini, fixons 7 > 0 et posons a = vy + 7. Les ensembles
(FON{I < a})so forment une suite de compact emboités. Leur intersection F N {I < a} est
donc non vide, ce qui implique que infr I < a = v+ n. Ceci étant vrai pour tout n > 0, cela
prouve l'inégalité désirée.

O

Solution 2.4k Soit A un ensemble mesurable.

1 1
]P’(YaeA):E]P’(XaeA—l)JrEP(XEeA+1), (2)
donc, par le lemme sympa,

limsupelogP(Y: € A) < —min{inf 7, inf I} = — inf J(x),
c0 A1 ALl z€A




ou on a posé J(x) = min{I(x + 1), I(x — 1)}. De plus, a partir de

limionfelog P(Y: € A) > max{lim i(I)lfz—:log P(X. € A— 1),limionfz—:log P(X. € A+1)},
E—> £E— £—
> —min{inf I, inf I},
aZ1 ah
— inf J(z) .
zeA

WV

Solution Soit K un compact de R. On a :

0 si 0eK

lim sup € log p(K) = { —00 sinon

E—

Soit O un ouvert de R tel que 0 € O. On a :
liminf e log p.(O) > 0 .
E—

Donc, en posant :
I(2) = { 0 si z=0

+o00 sinon

on obtient un PGD faible pour p., de fonction de taux I (la borne inf est triviale pour O ouvert
ne contenant pas 0. Supposons maintenant que p. suive un PGD fort de fonction de taux J.
Soit F' le fermé [1,4o00]. La borne sup du PGD fort donne :

i%fJ < —limsupeloge =0,

mais la borne inf sur ]a, b[ avec 0 < a < b donne :

inf J =+o00.
la,b[
D’ou infjg 5 00| J = 100, ce qui contredit inf(; o[ J < 0. O

Solution
Remarquons tout d’abord que infp I = infy I, puisque I est continue sur tout O pour la
topologie induite sur O. Par conséquent,

lim e log p(0) = —inf I = —inf I .
e—0 o) (@]

Soit A un ensemble mesurable. En remarquant que ANO C AN O, et en utilisant la borne
supérieure du PGD pour .,

limsupelog pu.(A|O) = limsupelogu(ANO)+infl,
e—0 e—0 o

< —inf I +inf7,
ANO 0]

< —inf I +inf7,
ANO o

= —infJ,
A



en posant : B
_ ) Fo0 si x¢0O
@) = { I(z) —infsI si z€0

o
On vérifie facilement que J est positive et s.c.i. Pour la borne inf, en remarquant que AN O C

Ar%O:

lilall_}(l)lfalog pe(A]O) = lilan_)iélfalog pe(ANO) + i%fl ,
> —inf I+inf],
a0 O
> —inf I +inf[,
Ano ©
— _inf T+4infT,
AnO
= —infJ,
A

ou l'avant-derniere égalité découle du fait que I soit continue sur tout O pour la topologie
induite sur O. On a donc montré que . (.|O) suit un PGD de fonction de taux J. O

Solution BTk En loi, Z, ~ L 3" | X; avec X; i.i.d de loi N(0, 1). Donc, en utilisant le théoréme

de Cramér, (Z,) suit un PGD de vitesse n et de fonction de taux [(z) = % Donc, f étant
continue, le principe de contraction nous donne que Y,, = f(Z,) suit un PGD de vitesse n et
de fonction de taux J, avec :

J(x)= inf I.
1 {=})

Dans le cas ou f(z) = |cosz|™, pour tout z € [0,1], on a :

fo)=z & |cosy|=a,
&y € (arccos zr + 7Z) U (— arccos xr + 7Z) ,

d’ou
() = S(arccoszt/™?2 sz €0,1]
10 sinon
O
Solution BTk
1. Comme S + S, = n,

1 € 1 n

Sy, =g s oDy

n 2 * n( " 2)

Comme 1 (S;F — 2) converge en loi (et presque stirement) vers 0, 1Y;, converge en loi vers
%(5_; +d,1). Examinons I'application de Gértner-Ellis-Baldi. Notons A;, la log-Laplace
2 2

de la loi de Y;,/n (qui a pour domaine R) :

An(nd) = logE(eM"2"+55=%))

= logE(e’\(T)) + logE(e)‘SI—%)) ,

= log (%(e”’\/2 + e_”’\/2)> + nlog <%(e’\/2 + e_)‘/2)> )



D’ou :

A(A) :=lim lAn(n)\) = % + log(cosh(\)) .

noo M

A est dérivable sur R # 0, mais n’est pas dérivable en 0 (donc les hypotheses de Gértner-
Ellis ne sont pas vérifiées). Par contre, les hypotheses de Gértner-Ellis-Baldi sont Vériﬁées,
et en plus les lois sont exponentiellement tendues. On peut voir que A* est nulle sur [—3 T 2]

et strictement positive sur [—5, 5] Du coup, on ne peut pas déduire de PGD fort de
Gértner-Ellis-Baldi. En fait, un PGD fort est obtenu a partir de I'exercice 24l de fonction

de taux : ) )
J(x) = min{I(x + 5),[(95 — 5)} ,

ou I est la fonction de taux du principe de grande déviation de (%S:{ — %) :

N[ —
N[ —

]

9

I(z) = { ixol— Hlog(2z +1) + (3 — ) log(1 — 22) Silslion ze|[—

On peut montrer que A* est la plus grande fonction convexe inférieure a J.

2. On voit facilement que :

1 1
L(Yn/n) = 2n+15 +2n+15 1+ (1_2_n> 9 -

Puis :

e LAy [0 si e [—log2,log?2]
A = %g EE(E )= { A —log2 sinon

Ce qui donne :

A*(z) = { |z|log2 si  xe€[-1,1]

+o00 sinon

Gértner-Ellis ne s’applique pas (probleme de différentiabilité) et I’ensemble des points
exposés est réduit & {—1,0, 1}, ce qui ne suffit pas pour obtenir un PGD. On peut obtenir
un PGD directement, de fonction de taux I :

log(2) st xze{-1,1}
I(z)=4¢ 0 si =0

+oo sinon

On peut montrer que A* est la plus grande fonction convexe inférieure a 1.

Solution B4t Remarquons que la série > [¢); Z;_;| converge presque strement. En effet, les Z;
sont indépendants, Y. [¢;[E(|Z;—i|) < oo et > |1|*Var(|Z;—;|) < co. On pose S = Y, ¥; et
8" =73%"icz [¥il. On peut écrire, presque stirement :

n n—1
ZXFZXM—ZZ% neivi = 2 In- kZW i
i=1 =0

1=0 jEZ keZ



Donc, en notant A,, la log-Laplace de Y | X;/n :

1 _ 1 Mo S0 s
nAn(n)\) = nlogE (He 0 ,

keZ

1 AZ SR
= ZlogE ([T
n og ( e J s

leZ

_ ! log H E (e)‘Zl it wi) ,
n leZ
l+n

= %ZAZ MY |

ez j=I+1
ou l'interversion du produit infini et de I'espérance sera justifiée par convergence dominée en

remarquant que pour tout L € N|

L
)
H e)\Zl Zji7+1 d}j
l=—L

A L_ 7 l_tn .
< MEie Al I@D]I’

A V4 l_tn .
< 6‘ |ZleZ‘ l|ZJ_l+1 |¢J| ,

dont la moyenne est égale, par convergence monotone, & :

eZZEZ A\Z\(W Z;'l:Hl Wj‘) — eE(‘ZD ZZGZ W Z?:l«rl |¢j‘+ZleZA\Z\7IE(\Z\)(\)\| Z;'l:Hl W’j‘) .

Notons Ay = A|z|_g|z|- On sait que Al est C™ sur R et que A1(0) = 0. En utilisant 1'inégalité
de Taylor-Lagrange, pour tout A € R,

l+n l+n
MDD ) < Y Tl sup 1
j=lt1 j=lt1 [0S S k]
< ALYyl sup A
=11 [0,[A[57]
D’ou :
l+n l+n
SOAAN DY ) < DI D [l sup A
=7 j=1+1 €2 j=l+1 [0,IA[57]
= nS'|\ sup A,
[0,[A[S7]
< +o0.
Ce qui finit de justifier la formule :
1 1 l+n
SAn(nd) == Az (A DY
leZ j=l+1

On fixe A € R et on note ¢p(z) = Az(A\r). La fonction ¢ est C! sur R, et en réutilisant de
maniere similaire 'inégalité de Taylor-Lagrange, on obtient I'existencec d’une constante c telle

que, pour tout L :
I4+n

S A w<e Y Il

IS—L  j=l+1 j<—L+n



et :

l4+n
Z¢ D ) <ed Il
ISl =it J=L
Soit € > 0. Il existe donc Lg tel que :
l+n
S Ay v <=
l>Lo j=l+1
et
l+n

oo o) w|<e

I<—Lop—m  j=Il+1

Puis, pour n assez grand,

I4+n
Z oD vyl <e,
—vn  j=l+1
et
vn—n l+n

SN eY w)|<e

I=—Lo—n j=l+1

Notons alors que :

I+n F—vn k+3
Z (Y )= D o D W)
I=y/n-n j=l+1 k=yA-7  j=k—2+1

Soit 7 > 0 tel que |z — S| < n = |p(x) — ¢(S)| < e. Il existe N tel que pour tous n; et ng
supérieurs a N,

n2
. wi—SI<n
Jj=-n1

Donc pour tout n assez grand, et tout k € {\/n —§,..., 5 —/n} on aura :

ket 2

> ¥ =S| <n

j=h—141

ce qui implique :
ket

j=k—2+1
D’ou, pour n assez grand :

vn I+n

1
n2¢2w] <
=

Vvn-n  J=l+1
En recollant les bouts, on a, pour n assez grand :

Ln(nn) - ¢<S>' <c,

n

Donc 2A,(n)) converge vers Az(AS), pour tout A réel.



Comme Ay est finie et différentiable sur R, on peut appliquer le théoreme de Géartner-Ellis
pour en déduire que ;" | X;/n suit un PGD de vitesse n et de fonction de taux :

I(x) = Az (x/S),

si S # 0. Si S vaut 0, alors I vaut +infty partout sauf en 0, ou elle vaut 0. O

Solution

1.

Dy =] —o0,y[sia<let Dy =] —00,7]sia>1 Sia>1,

x —a+l d
i Ay = LT
A—y fl T dx

Donc :

[zt dy

ot Co = “p=agy

. On sait (cf. Exercice [[3) que A* est finie, strictement convexe et C'*° sur U'intérieur de

o
N (Dy). 11 est facile de voir (cf. la preuve du théoréme de Cramér) que A*(1) = +oo.
Donc, si a < 2, le domaine de A* est |1, +00], et c’est également I’ensemble F.

Soit @ > 2 et © > C,. La fonction A — Az — A(\) est dérivable sur [0,7], de dérivée
positive, et vaut —oo sur |y, +oo[, donc son maximum est atteint en «y :

Ve > Co, A(x)=7z—A(y) <.

Dong, si a > 2, le domaine de A* est |1, +o00[ également, mais I’ensemble F est réduit a
11, Cy .

. Lorsque a < 2, le théoreme de Géartner-Ellis et celui de Cramér donnent tous les deux

le méme PGD fort, de fonction de taux A*. Par contre, lorsque a > 2, le théoreme de
Gartner-Ellis n’implique pas le PGD fort, alors que le théoreme de Cramér le donne.

0

Solution cf. cours O

Solution Tk cf. [T], page 94. O

Solution BTk

1.

2.

M1 (R?) muni de la topologie de la convergence étroite (topologie faible*) est un es-
pace métrique d’apres 1’énoncé (cf. question 3). Donc, la continuité peut étre vérifiée
séquentiellement. Soit (1, ) une suite de probabilités de Mj(R) convergeant vers p. Soient
(Yy,) et (Y;)) deux suites indépendantes de variables aléatoires de lois (u,,) et Y et Y/ deux
v.a indépendantes de loi u. Donc Y, et Y, convergent en loi vers Y. On sait bien que
dans ce cas, le couple (Y;,,Y,)) converge en loi vers (Y,Y”’) (vérifier sur les fonctions ca-
ractéristiques par exemple). Donc p, ® p,, converge étroitement vers p ® p, ce qui montre
la continuité.

(a) Par le théoreme de Sanov, L,, satisfait un PGD de vitesse n, de bonne fonction de
taux K (.,p) ou :

fg—Zlogg—Zdu si v
+00 sinon

K(V,u)z{



Donc par le principe de contraction, U, satisfait un PGD de vitesse n, et de bonne
fonction de taux I :

@), 1= { K 8 Asverar <
+00 sinon
(b) Soit h € Cy(R% R) fixée. L’application de M;(R?) dans R, qui & A associe [ hdX
est continue (pour la topologie de la convergence étroite. Donc, par le principe de
contraction,
1
n2 Z h(XkuXkQ) (n=1)

1<k kasn
satisfait un PGD sur R de vitesse n, et de bonne fonction de taux I}, :

1 = inf K .
h(:E) {VEMl(R),I?h dv@dv=x (V,U)

3. On montre facilement que :

1

n
Dong, en utilisant I'exercice 23 on voit que U, et U/ sont exponentiellement équivalentes
et donc U, satisfait un PGD de bonne fonction de taux Ij.

4. Comme au 3. (b), méme fonction de taux.

Solution

1. Soit v € M;(X) telle que v = gu avec g € Cp(X) et ¢ > o > 0 pour un réel o > 0. On
pose f = logg. alors, si v/ € M; (%),

/fdu’—A*(z/):—K(z/,y)<0:/fdu—A*(u),

avec égalité ssi Y = v. Donc v est un point exposé de A*, avec f comme hyperplan
d’appui. De plus, comme g est bornée, A(vyf) est fini pour tout v > 0.

2. La tension exponentielle a été vue en cours. On peut appliquer Gartner-Ellis-Baldi, la seule
chose qui reste a comprendre est comment déduire de la borne inférieure de Gértner-Ellis-
Baldi la borne inférieure du PGD. Soit v telle que A*(v) < 0o. On sait que v < . Soit g
la densité de v par rapport & pu. On définit, comme dans le cours, pour A et B strictement
positifs :

gas=AVI(gNB),

et on pose ¥4, g = ga pp. On peut montrer (comme dans le cours) que :

lim lImA*(va,B) < A*(v).
A—0t Boo
D’autre part, par convergence dominée, il est facile de voir que v4 g converge étroitement
vers v lorsque B tend vers I'infini puis A tend vers 0. Comme v4 g € F, on en déduit que
pour tout ouvert G de M(X) :
inf A" =inf A*,
GNF G

ce qui donne la borne inf du PGD.



Solution ATTENTION : il y avait une erreur importante dans I’énoncé : il faut que
I’ensemble de fonctions F soit un ensemble de formes linéaires sur F.
cf. Théoreme 16.9 dans [2] (attention, cadre légérement différent, puisqu’il regarde la topo-
logie vague).
d

Solution ATTENTION : il y avait une petite erreur dans 1’énoncé (B, a la place de
f(t) dans la définition de G, corrigé dans cette version du pdf, et un ¢ remplacé par un u dans
la premiére équation).

G est clairement fermé (f — Sup[oﬂ( f — g) est une application continue pour la norme
infinie). De plus, inftcq I(f) = inffeé I(f). En effet, soit f € GNH} et v > 0. Alors, (1+7)f €

o

G, et en notant I la fonction de taux du théoréme de Schilder, I((1+7)f) = (1 +~)2I(f). Par
conséquent :
Vy >0, inf I(f) < inf I(f) < (1+)* inf I(f) .
7>0, inf (f) ;IelG (f)<@+9) Inf (f)

En faisant tendre 7 vers 0, on obtient infrcq I(f) = inffeé I(f).

Evaluons l'infimum de la fonction de taux du brownien sur G. Soit f € G N H}. Notons t¢
le premier instant ou f dépasse g :

ty=inf{t € (0,1] tq f(t) > g(t)} .

En utilisant Jensen :

1 ! / 2 1 tf / 2
1) =5 [ rapa > 5[ rera.
2 Jo 2 Jo
trl ! 12
= —— t t
2tf/o Fw?d,
2
(5 [ o)
> o \ 2 f t) dt ’
_glty)?
2tf
Donc : )
infl > inf 9(u) .
G u€l0,1]  2u

Pour montrer I’égalité, on considere les fonctions (f,) définies par :
(

Vu €]0,1],  fult) = T“>(MU) .

On vérifie facilement que ces fonctions sont dans F et qu’elles sont des cas d’égalité dans la

minoration de I ci-dessus : )

Vu €]0,1],  I(fu) = %

2
infl = inf 9(u) .
G u€l0,1]  2u

Donc :




Enfin, pour répondre a la question initialement posée, on applique le théoréeme de Schilder
au fermé G. Grace au fait que infreq I(f) = inffeé I(f), on a une vraie limite dans le PGD

appliqué a G, et on obtient :

lir%slog]P’(Elt € [0,1] t.q. vVeB; = g(t)) = — inf
£—

ce qui est exactement le résultat anoncé, en posant A = % O

Solution Soit T" un espace métrique compact. On note C(T') 'ensemble des applications
continues de T dans R, muni de la norme || f||oc = sup;er |f(t)]. C’est un espace de Banach
séparable. On considere (Z;)ier un processus gaussien centré sur 7', défini sur un espace de
probabilité Q et dont les trajectoires appartiennent presque sirement a C'(7'). On note @ la
covariance associée :

Qt,t) =E(ZZy) .
On admettra que @) est continue sur 17" x T' et on supposera dans la suite que pour tout a > 0,
E(eZlle) < o0 .

1. On applique le théoréeme de Cramér, puisque ﬁZ a méme loi que %Z?:l Z; lorsque les
Z; sont i.i.d de méme loi que Z. Les hypotheses de Cramér sont vérifiées car C'(T') est un
Banach séparable.

2. 1l est clair que H est inclus dans la cloture dans £2(Q2) de {(v, Z) t.q. v € M(T)} (prendre
des mesures a support fini). Réciproquement, soit ¥ dans M(7T"). Admettons pour l'instant
qu’il existe une suite de mesures (v )nen & support fini qui converge étroitement vers v.
Alors, ({vy,, Z)) est une suite de gaussiennes qui converge presque stirement (puisque Z est
p.s continu) vers (v, Z). Donc, elle converge dans L?, voir par exemple la proposition 1.1
du cours de J-F Le Gall, http ://www.dma.ens.fr/ legall/DEA96.pdf.

Il reste a montrer que pour tout v dans M(T), il existe une suite de mesures (v )nen 2
support fini qui converge étroitement vers v. C’est la méme technique que sur [0, 1]. Pour
tout n, I’ensemble des boules ouvertes de rayon % recouvre 1, donc on peut en extraire

un sous-recouvrement ﬁnl : 1
ko n

puis on pose Uy = B(z7, %) et pour tout i € {2,...,k,} :
n n 1 i—1
U = B(a7, ﬁ) \ Uj:lUj :

T est alors la réunion disjointe des (U;")1<i<k,, €t Ui C B(x}, %) pour tout 7. On pose
alors :

Up = andx?V(Ui”) .
i=1

/fdyn:/fndu,

In = Zf(:l?zn) ]IUZ.” .
=1

Soit f € C(T). On a alors :

ou f, est la fonction étagée :

On conlut alors par convergence dominée.


http://www.dma.ens.fr/~legall/DEA96.pdf

3. SiY € Vect((Zi)ier), ®(Y) est bien continue car @ est continue par hypotheése. Puis,
si Y € H, il existe une suite Y, de Vect((Z;)ier) qui converge vers Y dans L2, et, par
Cauchy-Schwartz :

sup [E(Y'Zy) = E(Y, Z)[| < Y = Yy, [ sup [ Zel2 -
teT teT

qui tend vers 0 (supep || Z¢||2 est fini car @ est continue). Ceci montre que t — E(Y Z;)
est continue.
Enfin, ® est linéaire, pour voir qu’elle est injective, soit Y tel que ®(Y) =0, i.e :

VteT, E(YZ)=0.

H, muni du produit scalaire usuel dans L2, est un espace de Hilbert (s.e.v fermé dans un
Hilbert), et (Z;)ter) est une famille totale dans H, donc l'orthogonal de Vect((Z;)er) est
réduit a {0}.
4. Soit f € C(T) telle que A% (f) < oo.
(a) On a :

Ay(f) = sup {(v,f) —logE(e™#)}.
veM(T)

Or (v, Z) est une gaussienne centrée, donc :
. 1
AZ(f) = sup {{v,f) = SE[((», 2))"]} .

veM(T)

Et par conséquent, pour tout A € R :

2
AS(F) = A, ) + Bl 2)” > 0.

le discriminant du trinéme ci-dessus est donc négatif ou nul, ce qui donne :

[, 1] < 3285 (DE(, 2)2)

(b) I suffit de vérifier que si v; et vy sont telles que (11, Z) = (1o, Z) , alors (v, f) =
(va, ). C’est une conséquence direecte de la question précédente en prenant v =
V1 — Vy.

(c) C’est encore une conséquence de la méme formule :

(1, 1) = (2, )] < 205 (PEL(v, 2) — (v, 2))7]

La forme linéaire F' est bien continue. Elle est donc définie et continue sur un s.e.v
dense d’un espace de Hilbert, on peut donc I’étendre de maniere unique & H tout
entier.

(d) H, muni du produit scalaire usuel dans L2, est un espace de Hilbert. Donc toute
forme linéaire sur H est de la T forme :

{82 Eon

pour un certain Y € H. Donc il existe Y € H tel que pour tout v € M(T),

(v, f) =EY (v, 2)) .



(e) On a donc, par Fubini, pour tout v € M(T) :
<V7f> = <V’E(YZ)> )

d’ot f(t) = E(Y Z;) pour tout t € T, ce qui signifie que f € Hg et Y = ®71(f).
Par ailleurs, si Y est de la forme (v, Z) pour une mesure 1y, alors on peut prendre
v = vy dans la définition de A% (f), et on obtient :

. 1 1
Ay (f) = §HYH2 = 5HfH2; .

Dans le cas général (Y € H), il existe une suite (1,) telle que (v, Z) converge vers
Y dans L2. 11 est alors facile de voir que :

1 1
(vn, ) = 5E[((vn, 2))] = B(Y (vn, 2)) = SE[((n, 2))7]
converge versz||Y[|? = %Hng2 Donc :
. 1 1
M) = SIVIP = SIA1

5. Pour toute mesure v de M(T'), par Cauchy-Schwartz :

)~ 5B 2)?) = E(V{.2)) ~ E[(r 20,
< WYl 20— 5w 213
1
< sup|[Ypa —5a’,
= SIVI3,
= Sl

Donc A% (f) = %Hf”é On a montré que (py)n>1 satisfait un PGD de vitesse n dans C(T),
de fonction de taux I définie par :

Hﬁ:{am@si / € Ho

+o0 sinon
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