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Introduction

Ces notes correspondent a un cours donné au premier semestre 2011-2012
dans le cadre du M2 recherche de I'institut Fourier, a Grenoble.

0.1 Présentation du personnage principal : G(n, p)

Un graphe (simple, étiqueté, non orienté) est la donnée d’'une paire G =
(V,E), ou V est un ensemble, et E est un sous-ensemble de I’ensemble (‘2/) des
paires d’éléments de V. Les éléments de V' sont appelés les sommets de G et les
éléments de E sont appelés les arétes de G.

Soient n > 1 un entier et p € [0, 1]. On note [n] ensemble des entiers de 1 &
n et 2, Pensemble de tous les graphes d’ensemble de sommets exactement [n].
Un de ces graphes est K, la clique(i.e graphe complet) d’ordre n : son ensemble
d’arétes est ([g]). G(n,p) est un graphe aléatoire & n sommets inventé par Erdos
et Rényi dans les années 50 (en fait, le modele original d’Erdos et Rényi était
légerement différent, cf. section 1.4 dans [JLR00]). C’est & dire que c’est une
variable aléatoire & valeurs dans €2,,, obtenue comme suit. On considere une col-
lection de variables aléatoires i.i.d (Xe)e e(t) de loi de Bernoulli de parametre p.

G(n,p) est alors le graphe ayant pour ensemble de sommets [n] et pour ensemble
d’arétes celles telles que X, = 1. Autrement dit, on part de K,,, et on supprime
chaque aréte avec probabilité (1 —p), indépendamment des autres. On voit aussi
que la donnée de G(n,p) est équivalente & la donnée de la collection (X.), e(t):

L’entier n est le nombre de sommets de G(n,p). Que représente le réel p?
C’est la densité moyenne d’arétes (par rapport & K,). En effet, le nombre
d’arétes de G(n,p) suit une loi binomiale de parametres (g) et p. Donc en
moyenne, le nombre d’arétes de G(n,p) est (5)p. Lorsque p augmente de 0 &
1, on voit donc qu’en moyenne, le nombre d’arétes augmente. Il est en fait pos-
sible de réaliser les lois de G(n,p) pour tout p de [0, 1] sur un méme espace de
probabilité en faisant en sorte que G(n,p) C G(n,p’) pour tout p’ > p, au sens ot
I'ensemble des arétes de G(n, p) est inclus dans 'ensemble des arétes de G(n,p’).
On dit qu’on couple ces différentes lois et on appellera ce couplage le couplage
standard. Considérons une collection de variables aléatoires i.i.d (Ue), e(tm) de

loi uniforme sur [0, 1], et notons, pour toute aréte e, X.(p) = ly,<p. En as-
sociant G(n,p) a (Xe(p))ee([n]) on voit qu'on a la méme loi que ci-dessus, et
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qu’on a bien la propriété de croissance désirée. En faisant croitre p de 0 a 1, on
voit ainsi un graphe sur n sommets, initialement vide (i.e sans aréte), puis se
comblant d’aréte petit a petit jusqu’a devenir plein, i.e égal au graphe complet
K,.

Ce cours sera avant tout consacré a I’étude du graphe aléatoire G(n,p) d’un
point de vue asymptotique : la question principale est “quelle est ’allure, quelles
propriétés possede G(n,p) lorsque le nombre de sommets n est grand ?”. Gnp
étant une variable aléatoire, on examinera cette question sous I'angle des pro-
babilités asymptotiques, en donnat des résultats de convergence en loi ou en
probabilité lorsque le nombre de sommets n tend vers l'infini. Remarquons déja
que l'existence du deuxieme parametre p donne la liberté de le faire évoluer
avec m, et on verra qu’'une des parties les plus intéressantes de 1’étude de G(n, p)
nécessite de le faire. On dira qu’une propriété est vérifiée a.p.s (“asymptotique-
ment presque stirement”) par G(n,p) si la probabilité que G(n,p) vérifie cette
propriété tend vers 1 lorsque n tend vers Uinfini (p pouvant étre une fonction
de n).

A quoi sert donc d’étudier G(n,p) ? Voici quelques éléments de réponse :

1. c¢’est un modele amusant, et méme joli!

2. Iétude des grands graphes peut étre trés compliquée et les propriétés
des grands graphes peuvent étre tres difficiles a déterminer de manieres
déterministes. Par exemple, savoir si un graphe est hamiltonien, savoir si
son nombre clique est supérieure a un entier k fixé, ou s’il est colorable
avec k couleurs sont des exemples de problemes NP-complets. Il est alors
intéressant d’avoir une étude en moyenne, en probabilité, pour pouvoir
répondre a ces questions de maniere approchée et avec grande probabilité
(on dit souvent “pour un graphe typique”).

3. c’est un modele tres simple mais déja riche :

— notons déja qu’il contient la probabilité uniforme sur les graphes de
Q,,, obtenue pour p = 1/2.
— il posséde une dynamique lorsque p évolue de 0 a 1. Ainsi on montrera

que le schéma suivant est vrai a.p.s.¥***** Schéma d’évolution
sk sk sk sk e o

4. D'étudier permet d’utiliser des outils amusants de probabilités, comme la
méthode du premier et du second moment, les arbres de Galton-Watson,
les marches aléatoires ou les martingales.

5. enfin, c’est un modele intéressant car il permet de montrer 'existence
de certains graphes ayant des propriétés contre-intuitives, ou bien dont
Iexistence est difficile & montrer sans faire appel aux probabilités. Ceci
est relié a ce qu’on appelle la méthode probabiliste en théorie des graphes.
L’idée de base est simple : pour montrer qu’un graphe existe ayant une
propriété A donnée on construit un graphe aléatoire et on montre que
ce graphe aléatoire possede la propriété A avec probabilité strictement
positive. Cela donne des résultats d’existence, non constructifs en général.
Un exemple d’application de cette méthode est I'obtention de graphes
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avec simultanément une maille et un nombre chromatique grands. La
maille d’un graphe est la taille du plus petit cycle. Le nombre chromatique
d’un graphe est le nombre minimal de couleurs nécessaires pour colorier
les sommets du graphe de sorte que deux sommets adjacents ne soient
jamais de la méme couleur. La méthode probabiliste permet de montrer
que pour tous entiers k et [ il existe un graphe de nombre chromatique
supérieur a k et de maille supérieure a I.

Remarquons tout de suite que G(n,p) est trop peu réaliste pour pouvoir
modéliser correctement des réseaux réels, comme ceux du web par exemple.
Notamment, la loi des degrés, I'indépendance des arétes et la dynamique crois-
sante sont irréalistes. Plusieurs généralisations ont été étudiées, notamment les
modeles d’attachement préférentiel ou les modeles de configuration (cf. [Durl0]).
Néanmoins, le modele d’Erdos-Rényi reste un exemple fondateur a partir duquel
il est utile de penser ces modeles plus réalistes.

0.2 Plan

Petits sous-graphes
Connexité
Un peu de concentration

Transition de phase d’Erdos-Rényi : apparition de la composante géante

Al

Nombre d’indépendance, k-colorabilité

0.3 Phénomeénes de seuil

Revenons un instant sur le schéma d’évolution pour noter que de nombreuses
propriétés apparaissent soudainement : lorsque p est petit devant une certaine
valeur p;, la propriété est fausse a.p.s et lorsque p est grand devant cette valeur,
la propriété devient vraie a.p.s. On dit dans ce cas que p;, est une fonction
seudl pour la propriété considérée et que la propriété vérifie un phénomene de
seudl. Cela a du sens notamment pour les propriétés croissantes. On dit qu'une
propriété est croissante si pour tout G de €Q,,, si G satisfait la propriété, alors tout
G’ de ,, contenant G la satisfait aussi. Autrement dit, en rajoutant uniquement
des arétes, on ne peut faire disparaitre la propriété. Par exemple, contenir un
triangle, étre connexe, étre hamiltonien ...sont des propriétés croissantes. Si
A est une propriété croissante, le couplage standard montre que la fonction
p— P(G(n,p) € A) est croissante sur [0, 1]. Si €2, N A est différent de €, et de
I’ensemble vide, on peut voir que cette fonction passe continiment de 0 & 1 et
est strictement croissante. On peut donc toujours définir une valeur p}, comme
la valeur de p pour laquelle P(G(n,p) € A) vaut 1/2. On peut alors montrer que
toute fonction monotone vérifie un phénomene de seuil, dans un cadre d’ailleurs
plus général que celui des graphes aléatoires (cf. le Théoreme 1.24 p.20 dans
[JER00]).
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Pour les propriétés monotones, on constatera également que pour certaines
propriétés, la largeur de seuil (c’est & dire la largeur de 'intervalle des valeurs
de p pour lesquelles la probabilité P(G(n,p) € A) appartient a [e,1 — ¢]) est
petite devant la fonction seuil, alors que pour d’autres, elles sont du méme
ordre de grandeur. Dans le premier cas, on parle de seuil étroit (sharp threshold
en anglais), et dans le second, on parle de seuil grossier (coarse threshold). Un
sujet intéressant, qu’on évoquera peut-étre & la fin du cours, est de comprendre
ce qui provoque le caractére étroit ou grossier d’'un phénomene de seuil (cf.
paragraphe 1.6 dans [JLR00]).

0.4 Notions élémentaires de théorie des graphes

Si G est un graphe, on note V(G) l’ensemble de ses sommets et E(G) 'en-
semble de ses arétes. L’ordre de G est le cardinal de V(G), noté vg. La taille
de G est le cardinal de E(G), noté eg.

Si u et v sont deux sommets de G, on dit que u et v sont adjacents si {u, v}
est une aréte de G, et on note u ~ v.

Un morphisme (de graphe) ¢ d’un graphe G vers un graphe G’ est une appli-
cation de V(G) vers V(G’) telle que pour tous z et y de V(G), x ~ y = ¢(x) ~
¢(y). On dit que ¢ est un isomorphisme entre G et G’ si ¢ est un morphisme
bijectif et que son inverse est un morphisme. S’il existe un isomorphisme entre
G et G’ on dit qu'ils sont isomorphes, ou encore que G’ est une copie de G. Un
automorphisme de G est un isomorphisme entre G et lui-méme, on note Aut(G)
le groupe des automorphismes de G.

Un sous-graphe de G est un graphe H tel que V(H) C V(G) et E(H) C
E(G). On notera souvent H C G pour signifier que H est un sous-graphe de G.
Soit W un ensemble de sommets inclus dans V' (G). On note G(W) le graphe de
sommets W et d’arétes E(G) N (VQV) On dit que G(W) est le sous-graphe induit
par W. De méme, si F' est un ensemble d’arétes inclus dans E(G), on note G(F)
le graphe d’arétes F' et de sommets ’ensemble des sommets appartenant a 1'une
des arétes de F'. G(F') est le sous-graphe induit par F.

Un graphe connexe G vérifie toujours e > vg—1, avec égalité si et seulement
si G est un arbre, c’est a dire un graphe sans cycle. e¢ = vg correspond a un
graphe unicyclique, c’est a dire contenant exactement un seul cycle. Lorsque
eq < vg, on dit que G est simple (& ne pas confondre avec la définition de
“simple” signifiant qu’il ne peut y avoir plusieurs arétes entre deux sommets.
Pour nous, tous les graphes seront simples pour ce sens-ci). On dit que G est
complexe si eq > vg + 1.

Quelques mots-clefs qui reviendront dans le cours : coloration ou coloriage, k-
colorabilité, nombre chromatique, cycle, maille, distance, connexité, composante
connexe . ..
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0.5 Les méthodes du premier et du second mo-
ment

Voyons le premier outil probabiliste de ce cours. Pour montrer que des
évenements ont lieu a.p.s, on utilisera beaucoup ce qu’on appelle les méthodes
du premier et du second moment.

La méthode du premier moment consiste a appliquer I'inégalité de Markov.
Par exemple, soit (X, ),>1 une suite de v.a. & valeurs dans N. Si E(X,,) tend
vers 0 lorsque n tend vers l'infini, alors a.p.s X,, = 0. En effet,

P(X, > 0) =P(X, > 1) <E(X,) — 0.

Notamment, si X,, est le cardinal d’un ensemble d’objets présents dans G(n, p),
on en déduira que a.p.s. G(n,p) ne contient aucun exemplaire de ces objets.
La méthode du second moment consiste a appliquer I'inégalité de Tchebycheff
(ou de Paley-Wiener) pour obtenir une conclusion dans I’autre sens.
Par exemple, soit (X,,)n>1 une suite de v.a. a valeurs positives. Si X,, n’est
pas constant égal a 0, et si I’écart-type de X, est petit devant son espérance,
alors a.p.s X, > 0. En effet, en appliquant Cauchy-Schwarz,

E(X,)? ~ Var(X,) 1 Var(X,,)

Application : Exercices 0.1 et 0.2.
Les autres outils probabilistes seront introduits au fur et & mesure des be-
soins.
0.6 Remarques sur les notations
Mg=nn-1)...(n—k+1)
Tous les logarithmes sont en base e si la base n’est pas précisée.
Notations de Landau et Hardy.

0.7 Reéférences principales

[AS08], [Bol01], [JLROO]
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0.8 Exercices

Exercice 0.1 Méthode du premier moment. Compter le nombre moyen de
copies de K4 dans G(n,p). Montrer que si p = o(n~2/3), alors a.p.s G(n,p) ne
contient pas de copie de Ky. Mémes questions pour le graphe G obtenu & partir
de K4 en rajoutant un sommet relié par une seule aréte a I'un des sommets de
K. Mémes questions pour les copies induites de G.

Exercice 0.2 Méthode du second moment. Montrer que si p = o(n=2),
G(n,p) est a.p.s le graphe vide. Montrer que si p = w(n~?2), a.p.s G(n, p) est non
vide.

Exercice 0.3 On suppose que p = ¢/n avec ¢ € R* fixé. Montrer que le degré
d’un sommet v fixé dans G(n, p) converge en loi, lorsque n tend vers Uinfini, vers
une loi de Poisson de parametre c.

Exercice 0.4 On appelle bicycle un graphe constitué soit de deux cycles dis-
joints reliés par un chemin (éventuellement réduit a un point), soit d’un cycle
auquel on a ajouté un chemin entre deux sommets non consécutifs. Montrer
que si p = (1 —¢€)/n avec € > n~ Y3, a.p.s G(n,p) ne contient pas de bicycle.
En déduire que pour les mémes valeurs de p, a.p.s les composantes connexes de
G(n,p) sont simples.

Exercice 0.5 Modele original d’Erdoés et Rényi Soit M un entier inférieur
ou égal a n. On considere un graphe aléatoire G(n,M ) obtenu en tirant un
graphe au hasard, uniformément, parmi tous les sous-graphes étiquetés de K,
ayant M arétes. Appliquer la méthode du premier moment pour le nombre de
copies de Kjy.



Chapitre 1

Petits sous-graphes

Soit G un graphe fixé. La propriété “contenir une copie de G” est une pro-
priété croissante. Dans ce chapitre, on déterminera la fonction seuil de cette
propriété, et pour les graphes dits “strictement équilibrés”, on montrera un
comportement poissonien pour le nombre de copies a l'intérieur du seuil.

Dans la suite, G est un graphe fixé, non vide. On note O(G) l'orbite de G
dans K, c’est a dire ’ensemble des copies de G dans K,. Remarquons que :

o (n)vc
0(G)| = TG

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de copies de G dans
G(n,p) :
Xo= Y lacgmp -
G'e0(Q)

Remarquons que :

E(Xq) = |0(G)|p*@ = O(n"p) .

1.1 Seuil d’apparition d’une copie d’un petit sous-
graphe

L’exercice 0.1 a mis en évidence les choses suivantes. Pour tout graphe H, si
p = o(n=¢/°¢) a.p.s G(n,p) ne contient pas G. Mais pour que G apparaisse, il
faut que tous les sous-graphes non vides de G apparaissent, ce qui ne peut arriver
si p = o(n~v#/¢1) pour un sous-graphe H de G. Remarquons que n~"4/¢H est
une fonction croissante de 2ey /vy qui est le degré moyen de H. Les graphes
les plus “denses” (au sens de degré moyen le plus élevé) sont les plus difficiles a
obtenir : il faut plus d’aréte & G(n,p) pour les voir apparaitre. On note :
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Nous allons voir que n~ /") est la fonction seuil pour ’apparition d’une copie
de G. Pour cela, on cherche a appliquer la méthode du second moment. D’une
maniere générale, soit X une somme d’indicatrices, X = ) - I,. Pour tout
couple d’indicatrices (I, ), on note a ~ 3 si a # 3 et Cov(ly,I5) # 0. On a
alors :

Var(X) = > Var(l.)+ Y Cov(Ia,Is)

ael an~f3
Var(X) < E(X)+A, (1.1

[\
— ~—

ol on a noté :
A= E(I.Ig) .
an~f
On voit alors que si E(X) tend vers I'infini, on aura Var(X) = o(E(X)?) des
que A = o(E(X)?). Examinons la situation lorsque X = Xg. Notons H un
ensemble contenant un représentant de chaque classe d’isomorphisme des sous-
graphes non vides de G, en excluant les copies de G.

A = E pQCG—EGmGQ ,

G1#£G2€0(G)
E(G1NG2)#£0

_ Z Z p2€G7€H 7

HEH G #G2e0(G)
GlﬂGQEO(H)

IN

3 P70 [0(G)][{Gz € O(G) t.q. G1 NGy € O(H)}| .
HeH

ou (G est une copie fixée de G. Or, en notant ¢(H,G) le nombre de copies de
H dans G,

‘{GQ S O(G) t.g. G1 NGy € O(H)}‘ < C(I‘I7 G)2 (13)

En effet, en notant H; une copie fixe de H incluse dans Gj,
H{G2 € O(G) t.q. GiNGy € O(H)}| < e(H,G)|{G2 € O(G) t.q. H C G2} .
De plus,
|0(G)|c(H,G) = |{(H,G2) € O(H) x O(G) t.q. HC Ga}|,
= |O(H)|.{G2 € O(G) t.q. Hy C G2},

ce qui montre (1.3). Par conséquent,

2€G*8HC 2|O(G)|2
A < HZE;{p (& 5
c(H,GE(X¢g)?

GH#O
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On a donc prouvé le lemme suivant.
Lemme 1.1.1. Pour tout graphe G non vide,

c(H,G)E(Xq)

Var(Xg) < E(Xg) + Z E(Xf)

HCG
6H750

On en déduit facilement la fonction seuil pour le fait de contenir une copie
de G. En effet, si p = o(n~1/™¢), alors notamment E(Xg) tend vers 0, donc
a.p.s G(n, p) ne contient pas G. Si p = w(n~1/™¢), alors E(Xy) tend vers I'infini
pour tout H C G non vide. Donc le lemme précédent et la méthode du second
moment permettent de conclure que G(n,p) contient une copie de G a.p.s.

Théoréme 1.1.2. Pour tout graphe G non vide fizé, la fonction seuil pour le
fait de contenir une copie de G est n='/™c.

1.2 A lintérieur du seuil pour les sous-graphes
strictement équilibrés

Définition 1.2.1. On dit qu’un graphe G est équilibré si eq/ve = mg, c’est
a dire si son degré moyen est supérieur ou €gal a n’importe lequel de celui de
ses sous-graphes. On dit qu’il est strictement équilibré si son degré moyen est
strictement supérieur a ceuxr de ses sous-graphes propres.

Lorsqu’un graphe G est strictement équilibré et que E(X¢g) = ©(1), on voit
que A = o(1) car E(Xg) > 1 pour tout sous-graphe propre H de G non vide.
On en déduit que la différence entre la variance de X et son espérance est
petite, et que les indicatrices qui composent X sont peu corrélées. On peut
alors s’attendre & avoir une convergence de X en loi vers une loi de Poisson
si E(Xg) converge vers une constante A € R*. On en déduira alors que la
probabilité de voir une copie de G dans G(n,p) vaut :

P(Xg>1)~1—e?. (1.4)

Le but de cette section est de montrer la proximité entre la loi de Xg et une
loi de Poisson. On verra dans le chapitre 3 une facon de montrer directement
(1.4) & Vaide d’inégalités de corrélation, qui peuvent d’ailleurs étre utiles dans
un contexte plus large.

1.2.1 Convergence en loi et distance en variation totale

Rappelons la définition de la convergence en loi.

Définition 1.2.2. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans
un espace topologique mesurable X. Soit p une mesure de probabilité sur X et
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tn la loi de X,,. On dit que (X,,)n>1 converge en loi vers p si et seulement si
pour toute fonction continue bornée f de X dans R,

[t [ san.

Lorsque X = R, on a les équivalences suivantes de la convergence en loi.

Proposition 1.2.3. Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires a valeurs
réelles, p une mesure de probabilité sur les boréliens de R et uy, la loi de X,,.
Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) (Xn)n>1 converge en loi vers p.

(ii) Convergence des fonctions de répartition. Pour tout x réel tel que

p({z}) =0,

pin(] = 00, z]) —— p(] — 00, 2]) .

n—oo

(iii) Convergence des fonctions caractéristiques. Pour tout réel t,

n—oo

/e”"” dpin () —— [ € du(z) .

Soit maintenant un espace E au plus dénombrable, muni de la tribu discrete
& et de la topologie discrete. Pour mesurer la proximité entre deux lois, on peut
utiliser la distance en variation totale définie, pour deux mesures de probabilités
wet vsur E, par

drv(p,v) = sup [u(A) —v(A)].

Cette distance définit en général une topologie plus fine que la topologie de la
convergence en loi, mais sur un espace dénombrable comme FE, nous allons voir
que les deux topologies sont équivalentes.

Lemme 1.2.4.

drv(ur) =3 sw | [ fau [favi=3 3 ute) - v

fE—[-1,1] 2€EE
Démonstration: Soit f: E — [—1,1].

[ = [ 1< 3 1@t - vi)] <supl) 3 luta) - v(o)]
v€E E o ucE
et I'inégalité est saturée pour f = 1p — 1% avec :
B={z€ E t.q plx)>v(x)}.
Ceci montre la deuxieme égalité. Pour la premiere,
2u(A) = v(A)] = |u(A) = v(A)] + [p(A°) = (A9 < Y |u(z) = v(@)]
2€E

et I'inégalité est saturée pour A = B. O
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Proposition 1.2.5. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires o valeurs
dans E, p une mesure de probabilité sur E et p, la loi de X,,. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

(1) (Xn)n>1 converge en loi vers p.

(i) Pour toute fonction f bornée de E dans R,

/fdunm/fdw

(i4i) Pour tout x de E,
pin(x) —— p(x) .

n— oo

(iv) drv (pn, ) —— 0.

n—oo

Démonstration: Exercice! O

11 est facile de voir que si (X,Y) est une variable aléatoire telle que X a pour
loi p et Y pour loi v (on appelle (X,Y") un couplage de p et v), alors :

drv(p,v) <P(X #Y).
Il se trouve que I’égalité est atteinte pour un certain couplage.
Proposition 1.2.6.

dpy (u,v) = min P(X#£Y).

(X,Y) couplage de p et v

Démonstration: Soit p=>"_pu(x) Av(z). Ona :
dpv(p,v) =1-p.

Sip € {0, 1}, faire une preuve séparée. Sinon, prendre U, V', W et B des variables
aléatoires telles que (U, V, W) soit indépendante de B, B soit de Bernoulli de
parametre p, U de loi p~*(p Av), V de loi (1 —p)~t(u—pAv)et W de loi
(1 —p)~Y(v — uAv). On pose alors :

X=Y=UsiB=1,
X=VetY=WsiB=0.
On vérifie que c’est un couplage, et que :

P(X #Y) <P(B=0)=1-p=dpy(uv).
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1.2.2 Approximation poissonienne par couplage

Le premier résultat est un résultat général sur 'approximation poissonienne
des sommes d’indicatrices. Pour mesurer la proximité entre deux lois, on utilisera
la distance en variation totale.

Prenons par exemple n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli, X1, ...

avec X; de parametre p;. On a alors le résultat facile suivant.

Lemme 1.2.7. Soit pu laloi de X =Y., X; et v la loi de Poisson de paramétre
A=>" pi. Alors,

dTV :uv Z

Démonstration: On réalise un couplage de u et v de la fagon suivante. Soient

Ui,...,U, des v.a.i.i.d uniformes su [0, 1]. On note :
. 4 k—1 (p1)’
, 7!
j=0

X; = 1y, >1-p, et Y; = k lorsque U; € [y}, Yhiq -

Les X; sont indépendantes, de loi B(p;) et les Y; sont indépendantes, de loi
P(pi). Ainsi, Y = >, Y est de loi P()), et donc (X,Y) est un couplage de p et
de v.

P(X; # Yi) = P(Ui € [1—ps, e P )+P(U; € [e P (14p;), 1]) = pi(1—e ) < pj .

Donc :
n

drv (p,v) SP(X #Y) < Z (X £Yi) <) pi.
i=1

O

On consideére maintenant, comme dans la section précédente, une collection
finie d’indicatrices (1o )aer, €ventuellement dépendantes. On note X = I,
leur somme, p, = E(I,) et on s’intéresse & 'approximation de X par la loi de

Poisson de parametre :
A=) po=EX

Théoréme 1.2.8. On note p la loi de X, pio la loi de (Ig)pza conditionnelle-
ment & {I, =1} et v, la loi de (I8)p2a-

dTV /’1'7 < Zpa + QZPadTV ,U/ouya) .
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Démonstration: On va coupler p avec la loi d’'une somme de Bernoulli indépendantes
de parametres p,. Le Lemme 1.2.7 permettra ensuite de mesurer I’écart entre
la loi de la somme de Bernoulli indépendante et la loi P()).

Soit m le cardinal de I'. On ordonne les éléments de I" de maniere arbitraire,
et on les renomme 1,...,m. Notamment p; = E(I;). Soient Uj,...,U,, des
v.a.i.i.d uniformes sur [0, 1]. On pose, pour (z1,...,7;_1) € {0,1}*1:

p;(ibl, e ,l’ifl) = ]P(Il = 1|I1 =Ty, Ii,1 = Iifl) .
et on définit :
I} = ly,<p, et I = Ly, <piry,r0_ ) -
Alors les (I})1<i<n ont méme loi que les (I;)1<i<n €t les (If)1<i<n ont pour loi
®;1B(pi). De plus,
P(I} #I7) = E[P(L # 7|, ..., L)),
= Ele - p;(Iiv cee 711(—1)|] ’
Ellpi —E(L|L, ..., Li—1)]]
E[‘pl - ]E(Ii‘llv ) Iifla I’i+17 e 7]71)‘] )

> P = allpi — BULI) 2 = @),

IA

ze{0,1}n1

= > PI))pi = 2] [P = 1) = P(L; = 1(I}) 1 = )| ,
z€{0,1}»—1

= Y P(Li=0)[P[(L)m = 2] — P((Ij) = 2L = 1]|
ze{0,1}n1

= 2P(L; = V)dvr(pi,vi) ,

avec p; la loi de (I;);%; et v; la loi de (I;)j; conditionnellement & {I, = 1}.
Enfin, en notant v la loi de >_1" , I*

i=1"1"

dyr(p, P(N) < dyr(p,v) + dvr(v, P(N) <2 pidvr (i, vi) + Y pi -
i=1 i=1

O

On peut facilement appliquer le Théoreme 1.2.8 pour obtenir une approxima-
tion poissonienne pour une v.a qui compte un certain nombre de configurations
contenues dans le graphe aléatoire.

Théoreme 1.2.9. Soit T' un ensemble de parties de E(K,). Pour a € T, on
note :

o = Lacg(ny) -
Onnotea~pfB sia# B etanB#0. On définit :

A= P(ly=1letlz=1).
anp
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Alors,
drv (L£(X),P(N)) < Zpi +2A.

Démonstration: Soit X = (X.)eck, une collection de variables aléatoires de
Bernoulli de parametre p. On note X' la collection obtenue & partir de X en
remplacant par 1 les X, pour e € a. On définit, pour g € I":

Is =[] Xcet 15 =[] X,
eep eep

Ainsi, en conservant les notations du Théoremel.2.8, (I5)g.q a pour loi g et
(I8)Ba & pour loi v4. On a alors :

drv(pa,va) < P((I5)pza # (Ig)pa) 5
< PO Ip>1),
Bra
= P(Y_Ip= 1l =1),
Bra

et donc :

Y padrv(pave) < S PN Ig>letl, =1),
«

a Bra

IN

> PUg=1letIo=1).
Bra

O

Remarquons que le Théoreme 1.2.8 n’est pas optimal lorsque X est grand. En
fait, la stratégie de preuve du Lemme 1.2.7 est trop grossiere : le couplage choisit
n’optimise pas le fait que les différences entre les X; et les variables de Poisson
correspondantes peuvent se compenser dans la somme. Il existe une méthode,
dite méthode de Stein, qui améliore le Théoreme 1.2.8 lorsque A est grand (cf.
[BHJ92], notamment P'introduction et le chapitre 5).

Derniere remarque, le Théoreme 1.2.8 implique une convergence vers la loi
normale pour A™*/2(X¢g — A) si A tend vers Dinfini.

1.2.3 Meéthode des moments

Une autre fagon de montrer la convergence vers une loi de Poisson (ou une
autre loi) est la méthode des moments.

Théoréme 1.2.10. Soit p une mesure de probabilité sur R caractérisée par
ses moments. Soit (X, )n>1 une sutie de variables aléatoires réelles dont les
moments convergent vers ceux de p. Alors (X, )n>1 converge en loi vers p.
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Si k € N| le k-eme moment factoriel d’une v.a X est défini par :
E[(X)g] =EX(X-1)...(X —k+1)].

Pour une variable de Poisson de parametre A, le k-éme moment factoriel vaut
AF. Par conséquent, la méthode des moments pour la loi de Poisson se réduit &
la proposition suivante.

Proposition 1.2.11. Soit X,, une suite de variables aléatoires a valeurs entiéres
et A un réel strictement positif. Si pour tout entier k > 1, le k-éme moment fac-
toriel de X,, converge vers \¥, alors X,, converge en loi vers la loi de Poisson
de parameétre .
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1.3 Exercices

Exercice 1.1 Soit X = " _ I, une somme d’indicatrices telle que sup, E(I,) =
0(1). Avec les notations du cours, montrer que :

Var(X) ~E(X)+ A .

Exercice 1.2 Calculer la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre
A, puis calculer son k-éme moment factoriel.

Exercice 1.3 Soit G un graphe équilibré de degré moyen d et G’ un graphe
de degré moyen d’ > d. Montrer que toute union de G et G’ a un degré moyen
supérieur ou égal a d. En déduire qu'une union de copies de G a un degré moyen
supérieur ou égal a d. Donner un contre-exemple lorsque G n’est pas équilibré.

Exercice 1.4 Déterminer une fonction seuil pour le graphe Cj, cycle de longueur
4 ainsi que pour le graphe G obtenu a partir de Cy en ajoutant un sommet et
une unique aréte reliant ce sommet a C4. A-t-on un comportement poissonien
pour X¢, a lintérieur du seuil ? Et pour X (on pourra donner une idée de la
loi limite) ?

Exercice 1.5 Soit G un graphe strictement équilibré et Yz le nombre maxi-
mal de copies induites et disjointes de G dans G(n,p). On suppose que p =
en~1/™(G) Montrer que Yg converge vers une loi de Poisson.

Exercice 1.6 Soient n < N deux entiers naturels. Soit une urne a N boules
numérotées. On considere deux facons de prélever un échantillon aléatoire de
n boules dans 'urne. Soit on tire les boules avec remise, et on note X =
(X1,...,X,) Péchantillon obtenu. Soit on tire les boules sans remise, et on
note X’ = (X1, ..., X},) I'échantillon obtenu.

1. Calculer la distance en variation totale entre les lois de X et X’ en
utilisant un couplage.

2. On suppose que les boules sont de deux couleurs : il y a M < N boules
blanches et N — M boules noires. On note S (resp. S”) le nombre de boules
blanches obtenues en tirant n boules avec remise (resp. sans remise).
Préciser les lois de S et S’ et majorer la distance en variation totale
entre ces deux lois.



Chapitre 2

Connexité

Dans ce chapitre, on étudie le seuil d’apparition de la propriété monotone
“étre connexe”. On montrera que ce seuil est situé en loi", avec une largeur de
seuil d’ordre 1/n. C’est donc un exemple de seuil étroit.

Pour étre connexe, il faut bien stir ne pas avoir de sommet isolé. Il se trouve
qu’au moment ou le graphe devient connexe, la seule obstruction a sa connexité
est la présence de sommets isolés. Ainsi les seuils de la propriété “ne pas contenir
de sommet isolé” et “étre connexe” coincident. La raison de ce comportement
est la suivante : lorsque p > 1/n, le graphe aléatoire posseéde une grande com-
posante connexe, appelée “composante géante”, contenant n — o(n) sommets, et
les autres composantes ont peu de sommets (cf. chapitre 4). Lorsque p grandit,
une composante de taille k£ + 1 a plus de chances d’étre “avalée” par la grande
composante qu’'une composante de taille k, car le nombre d’arétes joignant la
composante de taille £ + 1 & la composante géante est équivalent & (k + 1)n
alors que le nombre d’arétes joignant la composante de taille k a la composante
géante est équivalent & kn. Ainsi, les derniéres composantes connexes a étre
avalées par la composante géante sont les plus petites.

2.1 Disparition des sommets isolés

Soit X le nombre de sommets isolés dans G(n, p).

n
X = § ]li est isolé -
=1

E(X)=n(l—-p)"*.
Lorsque p = o(1), ce qu’on supposera dans la suite,

E(X) — elogn—np—np2/2+o(np2) ]

11
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Si np — logn tend vers +o00, G(n,p) ne contient pas de sommet isolé, a.p.s. Si
np — logn tend vers —oo, E(X) tend vers +o00. Examinons le second moment :

E(X?)

E(X) + Z]P’(z’,j sont isolés) ,
i#]

= E(X)+ (n)2(1-p)*" 7,

= EX)+EX)*(1+0(1)),

Donc si E(X) tend vers I'infini, E(X2) ~ E(X)? et on peut appliquer la méthode
du second moment. On a montré :

Proposition 2.1.1. Si np — logn tend vers —oo, G(n,p) contient au moins
un sommet isolé, a.p.s. Si np — logn tend vers +00, G(n,p) ne contient pas de
sommet isolé, a.p.s.

On peut imaginer que dans l'intervalle de seuil, X a un comportement pois-
sonien, vue la faible corrélation entre les indicatrices la composant. Calculons le
k-éme moment factoriel de X pour k fixé :

E[(X)x] = Z P(i1, ..., sont isolés) ,

(31,--0s0k)
2 a 2 distincts

(n)k.(l _ p)(§)+k(n—k) ’
E[X]* .

Donc si E(X) converge vers une constante A, X converge en loi vers la loi de
Poisson de parametre A. Or, si np — logn converge vers ¢ € R, E(X) converge
vers e~ €. On en déduit le résultat suivant.

Théoreme 2.1.2. Soit X le nombre de sommets isolés dans G(n,p). Sip =

loen 4 c 4 5(L) quec c € R, X converge vers une loi de Poisson de paramétre
n n n ’

e~ ¢. En particulier, la probabilité que G(n,p) posséde au moins un sommet isolé

converge vers e=¢

Remarquons qu’on aurait pu également utiliser la méthode par couplage
(Exercice!).

2.2 Connexité

Nous allons d’abord montrer le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Sinp > alogn avec « > 2/3, alors a.p.s. G(n,p) ne posséde
pas de composante connexe d’ordre appartenant a [2,n/2].

Par conséquent, les composantes connexes de G(n, p) ne peuvent étre que de
deux types : des sommets isolés et une composante “géante”, de taille strictement
supérieure & n/2 (il ne peut contenir plus d’une composante connexe de taille
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strictement supérieure a n/2). On en déduira donc que a.p.s. G(n, p) est connexe
si et seulement si il ne contient pas de sommet isolé, ce qui donne, avec le
théoreme 2.1.2 :

Théoréme 2.2.2. Sip= 10% +5o+o (%) avec ¢ € R, la probabilité que G(n,p)
s0it connexe converge vers e~¢

Démonstration: (du Lemme 2.2.1). Supposons que p = o(1) et np > alogn avec
a > 1/2. Examinons séparément le cas des composantes connexes d’ordre 2 (les
arétes isolées). La probabilité que G(n,p) contienne une composante connexe
d’ordre 2 est inférieure a :

(Z)p(l —p)""% = O(pn2e ") = O(nlogne 2*1°em) = (1) .

Toute composante connexe d’ordre r contient un arbre couvrant dont tous les
sommets sont isolés des sommets en dehors de la composante connexe. Le
nombre d’arbres étiquetés sur r sommets est égal & "2 d’apres la formule
de Cayley (cf. le cours de Michel Mollard). Donc, la probabilité que G(n,p)
contienne une composante connexe d’ordre appartenant a [3,n/2] est inférieure

[n/2] n
Z (r) rr72pr71(1 7p)r(n7r) )

a:
r=3

Pour borner cette quantité, on peut utiliser la formule de Stirling. Il existe une

constante universelle C' telle que :

() ey 0 ()

Lorsque r < n/2, on obtient :

n r—2 Cl r.r
r < ne .
()<

D’autre part, lorsque r < n/2,

(1 _p)r(n—r) < e—npr/Z ]

Ainsi,

1
(n) 7ﬂr72p7‘71(1 7 p)r(nfr) S 7[enpefnp/2}r )
r p
Comme np tend vers l'infini, enpe="?/2 tend vers 0 et donc, pour n assez grand,
la probabilité que G(n,p) contienne une composante connexe d’ordre apparte-
nant & [3,n/2] est dominée par :

[n/2] 1 1
D lenpe ) S (enpe ") = ne” 0 (np)?
r=3

Pour np > alogn avec a > 2/3 ceci tend vers 0. (|
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2.3 Exercices

Exercice 2.1 Montrer que si np tend vers 'infini, a.p.s. les composantes connexes
de G(n,p) de taille inférieure & n/2 sont toutes des arbres, de taille o(logn).

Exercice 2.2 Montrer que lorsque np tend vers I'infini, a.p.s le nombre de points
en dehors de la composante géante est o(n).

Exercice 2.3 Montrer que si np ~ alogn avec a < 1, pour tout € > 0, le nombre
X de sommets isolés de G(n,p) appartient a.p.s a [n!=%(1 — &), n'~*(1 + ¢)].
En déduire que si a €]1/2,1[, G(n,p) est a.p.s. constitué de O(n'~*) sommets
isolés et d’une composante géante contenant n — O(n!~%) sommets.



Chapitre 3

Inégalités de concentration
pour des sommes de
variables aléatoires
indépendantes

Ce chapitre est un interlude technique pour appréhender facilement 'ordre
de grandeur des sommes de variables aléatoires indépendantes.

Les sommes de v.a. indépendantes interviennent régulierement dans 1’étude
de G(n,p). Notamment, la loi binomiale joue un rdle important : par exemple,
le degré d’un sommet fixé ainsi que le nombre total d’arétes de G(n,p) suivent
une loi binomiale. Plus généralement, d’autres types de sommes de variables
aléatoires indépendantes apparaitront dans la suite du cours, et il sera crucial
de quantifier leur dispersion. En général, une telle somme Z est proche de son
espérance (penser & la loi des grands nombres), et un moyen de quantifier cela
est de produire une inégalité de concentration, qui est une borne supérieure
sur P(|Z — E(Z)| > t) pour t > 0. Le comportement a gauche et & droite de
la moyenne n’étant pas toujours symétrique, il est souvent préférable d’obtenir
séparément, pour ¢ > 0, des bornes sur P(Z—E(Z) > t), on parle alors d’inégalité
de déviation supérieure, et sur P(Z —E(Z) < —t), on parle alors d’inégalité de
déviation inférieure.

Dans ce chapitre, nous obtiendrons via la méthode de Cramér-Chernoff des
inégalités de déviations nommées inégalités de Hoeffding, Bennett et Bernstein.

Remarque : on supposera toujours les variables aléatoires intégrables lorsque
c’est nécessaire.

15
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3.1 Meéthode de Cramér-Chernoff

Concentrons nous sur le cas des déviations supérieures. L’outil de base est
I’inégalité de Markov : si Z est une v.a positive ou nulle, et £ > 0, alors :
E(Z
P(Z>t) < ¥ :
On peut faire fructifier un peu la méthode en prenant Z et ¢ de signes quel-
conques et ¢ une fonction croissante et strictement positive sur R, pour obtenir :

E(¢(%))
JON

Il y a toutes sortes de fonctions ¢ intéressantes. Le choix de ¢t > 0, ¢(z) = x
et Z = |X — E(X)| donne l'inégalité de Tchebycheff. Lorsqu’on a affaire & des
sommes de variables aléatoires indépendantes qui ont des moments exponentiels,
il y a toute une famille de fonctions ¢ pour lesquels on peut faire des calculs
assez aisés : ce sont les fonctions de la forme x — e** avec A > 0 (le choix A <0
donne des inégalités de déviations inférieures). En effet, notons Z = sup?_; X;
une somme de variables aléatoires indépendantes. On obtient, pour A > 0 :

P(Z > t) <P(¢(Z) > ¢(t)) <

2

n
]P)(Z > t) < €7>\t]E(e>‘ it Xl) < e*)\t HE(B)\Xl) )
1=1

Il reste alors & controler A +— E(e*Xi) et & optimiser en A. En fait, cette
méthode, dite méthode de Cramér-Chernoff, est utile méme avec une seule va-
riable aléatoire, car elle permet souvent d’obtenir des bornes simples sur sa
queue de distribution. On peut écrire, pour tout t € R :

< — AT (AL
P(Z >1t) < }\réfo{e E(e™)} .

De méme,
P(Z <t) < )i\réfo{e_)‘tE(eM)} .

Notons Ay la log-Laplace de Z :
Az(A) =logE(e*)

et pour une fonction f de R dans R U {+oo}, on définit sa transformée de
Legendre :

fr(t) = sup{xt — f(N)} .

AER
A%, est appelée transformée de Cramér de Z.

Proposition 3.1.1. Pour tout t > E(Z),
P(Z >t) <ez®)

et pour tout t <E(Z), .
P(Z <t) < e M0
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Démonstration: 11 suffit de vérifier que pour t > E(Z),

AZ(t) = igpo{kt —Az(N}.

et pour t < E(Z),
A% () =sup{it — Az(\)}.
A<0
Remarquons d’abord que A% (t) > 0 (prendre A = 0 dans la définition de A%).
L’inégalité de Jensen assure que Az(A) > AE(Z). Donc lorsque t = E(Z),
A% (t) = 0 et dans la définition de A}, I'égalité est atteinte pour A = 0. De
plus, lorsque t > E(Z), et A <0, At — Az(\) <0 < A%(), ce qui montre que :

Az (t) = igpo{kt —Az(M)}-

Idem pour t < E(Z) et A > 0. O

Quelques exemples : cf. Exercice 3.2.

3.2 Inégalités de Hoeffding, Bennett et Bern-
stein

Il est souvent intéressant d’utiliser la méthode de Cramér-Chernoff lorsque
Z est une somme de variables aléatoires indépendantes Xi,..., X, et qu’on
ne dispose pas exactement de la loi des X; mais seulement d’hypotheses plus
générales comme une borne sur leurs supports ou sur leurs variances. Le premier
exemple est I'inégalité de Hoeffding, qui repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Soit Y une variable aléatoire d’espérance nulle prenant ses va-
leurs dans un intervalle [a,b]. Alors,

et

+2

P(Y < —t) <e 2G-o7
Démonstration: Tout d’abord,

¥~ St < 20-a),

N =

donc :

Var(Y) = Var(Y — %(a +b)<=(b—a)?.

1
— 4



18 CHAPITRE 3. INEGALITES DE CONCENTRATION

Ensuite, soit @ la loi de Y. On note Z une variable aléatoire ayant pour loi @y,
avec :

dQx (z) = e —Ar ()

dQ

Z est & valeurs dans [a, b], donc sa variance est majorée par i(b — a)?. Mais,

A;()\) _ e—Ay(A)]E(Y2€AY) _ e—2Ay(/\)(E(Ye)\Y))2 ’
= Var(Y).

D’apres la formule de Taylor, il existe 6 € [0, A] tel que

)\2 " )\2 b—a 2
Ay(A) = ?Ay(e) < % .

Enfin, la transformée de Legendre de A — $A? est t — 1¢2. O

Théoréme 3.2.2 (Inégalité de Hoeflding). Soient Xi,...,X,, des variables
aléatoires indépendantes avec X; a valeurs dans [a;, b;]. Soit S = >0 (X, —

E(X;)). Alors,
2 n
M) < 2 S (b — ag)?

=1
+2

P(S>t) <e  Siatie?

— b

et .
o2
P(S < —t) <e St

Démonstration: Par indépendance des X,

As(N) = Ax, (N -
i=1
D’apres le Lemme 3.2.1,

Ax,—rx,)(A) <

et on conclut en prenant la transformée de Legendre. O

Prenons des variables aléatoires X; i.i.d sur [—b, b]. Lorsque b est nettement plus
grand que D’écart-type des X;, I'inégalité de Hoeffding peut étre trés mauvaise
pour des valeurs de ¢ qui ne sont pas trop grandes (penser au théoréme central
limite de Lindeberg). Une meilleure inégalité est alors la suivante.

Théoreme 3.2.3 (Inégalité de Bennett). Soient X1, ..., X, des variables aléatoires
indépendantes majorées par un nombre b > 0. Soit S = Y1 | (X; — E(X;)) et
v=">3" E(X?). Alors, pour tout t > 0,

P(S > t) < e—b‘—’zh(bt/v) ,
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h(u) = (14+u)log(l+u)—u.

Démonstration: On peut supposer b = 1. On note :
plr)=e"—ax—1.
La premiere remarque est que :

en utilisant logu < u— 1. Ensuite, la fonction u + u=2¢(u) est croissante sur R
(par exemple, utiliser la formule de Taylor avec reste intégral). Ainsi, pour tout
A >0,

d(AX;) < XPo(N),
donc :

As(X) <wvop(N) .

Il suffit alors de calculer la transformée de Legendre du membre de droite, qui
est la log-Laplace d’une loi de Poisson de parametre v recentrée. O

En remarquant que, pour 0 < A < 3,
)\2
AN <
oA S s m
on peut montrer que (prendre A = u/(1 + u/3)) :

u2

h(u) > ——m—— .
(u) 2 2(1+u/3)
On obtient alors le corollaire suivant qui peut étre plus facile a interpréter.

Corollaire 3.2.4 (Inégalité de Bernstein). Soient Xi,...,X,, des variables
aléatoires indépendantes magjorées p.s. par un nombre b > 0. Soit S = > | (X;—
E(X;)) etv=>"_E(X?). Alors, pour tout t > 0,

2
P(S > t) < e~ THwrm |

Remarquons que l'inégalité de Bernstein peut étre démontrée sous des hy-
potheses plus faibles portant sur les moments des X; plutoét que sur leurs sup
essentiels, mais nous n’en auront pas 'utilité.
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3.3 Exercices

Exercice 3.1 Montrer que les transformées de Laplace et de Cramér sont des
fonctions convexes.

Exercice 3.2 Calculer les transformées de Laplace et de Cramér des lois de
Bernoulli et binomiales, des lois de Poisson et des lois gaussiennes.

Exercice 3.3 Comparer I'inégalité de Hoeffding et celle de Bernstein pour une
somme de Bernoulli i.i.d de parametre p < 1/2.

Exercice 3.4 On suppose que p = 1/2 et r > logn. Montrer qu’a.p.s, dans
G(n,p), tout couple (U, V) d’ensembles de sommets disjoints de taille supérieure
a r vérifie :

3

r

e(U,V) —p’ < Clogn
ULV

pour une constante C' bien choisie. On a noté e(U, V') le cardinal de I'ensemble
des arétes menant de U a V.



Chapitre 4

Transition de phase
d’Erdos-Rényi : apparition
de la composante géante

On a vu dans le chapitre 2 que lorsque p = 10% —|w(1/n)|, G(n,p) n’est pas
connexe et lorsque p = 107% + |w(1/n)|, G(n,p) est connexe. On a vu également
qu’un peu avant ce seuil, il existait une composante géante contenant de ’ordre
de n sommets. Ceci suggere les questions suivantes : quelle est I’allure des compo-
santes connexes lorsque p €]0, lofi" [? A partir de quel instant G(n, p) contient-il
une composante connexe de taille macroscopique (i.e contenant une proportion
strictement positive de I’ensemble de tous les sommets) ? Peut-il y avoir plu-
sieurs composantes connexes de taille macroscopique ?

Pour £ > 1, on notera C la k-éme plus grande composante connexe et
L = |V(Ck)| son ordre. Si v est un sommet, on note C'(v) sa composante
connexe.

Le but de tout ce chapitre sera de montrer le théoreme suivant qui montre no-
tamment qu’une unique composante géante (i.e macroscopique) apparait lorsque
p franchit le seuil 1/n. Pour comprendre le comportement fin de cette transition
lorsque p est proche de 1/n, on utilise une paramétrisation p = (1 +¢)/n =
(1+An~1/3)/n avec ¢ et A dépendant de n.

Théoreme 4.0.1. Soit p = c/n avec c € RY.. Les événements suivants ont lieu
a.p.s.
Cas sous-critique : ¢ < 1 fixé :
— Toutes les composantes connexes sont simples.
— L; = O(logn).
— De plus, pour tout k > 1 fiz€, Ly ~ Ly.
Cas a peine sous-critique : p = 1%5 avec € = n1>\/3 , < A< nl/s,
— Toutes les composantes sont simples.
— L1 = 0(s2log \) = O(n?/3A~21n \).

21
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— Pour tout k > 1 fixé, Ly ~ L;.
Fenétre critique : p = W avec A = O(1).
Pour tout k > 1 fizé, Ly = ©(n?/3).
Cas a peine sur-critique : p = zj avec € = #, 1< X< nl/3,
— Ly ~ 2en = 2\n?/3
— La complezité de Cy tend vers linfini.
— Toutes les autres composantes sont simples.
— Ly = 0(s72log \) = O(n?/3A721n \).
Cas sur-critique : ¢ > 1 fixé :
— L1 ~ yn avec y = y(c) solution strictement positive de :

l—y=e¢. (4.1)

— La complezité de Cy tend vers linfini.
— Toutes les autres composantes sont simples.
— Ly = O(logn).

Faisons deux commentaires. Lorsqu’on regarde uniquement la paramétrisation
p = ¢/n avec ¢ fixé, on assiste & un “double saut” dans la taille de la plus grande
composante connexe : si ¢ < 1, cette taille est d’ordre logn, lorsque ¢ = 1 elle
est d’ordre n?/3 et lorsque ¢ > 1 elle devient d’ordre n. Ensuite, il n’y a jamais
plus d’une c.c. d’ordre macroscopique.

Comment arriver a un tel résultat 7 Une idée simple pour analyser l'ordre
d’une composante connexe est la suivante : on part d’'un sommet fixé et on
examine C(v) de proche en proche, en examinant a chaque fois les voisins des
sommets rencontrés. On organise les sommets rencontrés en arbre. En premiere
approximation, un sommet posséde a chaque fois en moyenne np enfants. Au
niveau k, on trouve donc de l'ordre de (np)* sommets et ainsi la taille totale
de C(v) serait de l'ordre de Y, (np)*. Ceci explique déja pourquoi la position
de np par rapport a 1 est importante. Pour rendre cette heuristique rigoureuse,
il faut rendre rigoureux l'analyse “en moyenne” du nombre de descendant. On
va faire ceci avec la notion de processus de branchement et plus précisément
d’arbre de Galton-Watson. Mais il faut également prendre en compte le fait
qu’a chaque étape le nombre de nouveaux voisins possibles diminue. Ceci sera
fait en effectuant une comparaison avec un vrai processus de Galton-Watson.

4.1 Processus de Galton-Watson

4.1.1 Construction par génération

Les processus de Galton-Watson sont des modeles d’arbres aléatoires généalogiques.
L’arbre en question est un arbre enraciné (et étiqueté) et sa loi dépend d’un
parametre p qui est une mesure de probabilité sur N et qui représente la lo:
de reproduction. La racine correspond a l'ancétre de la population. L’ancétre
se reproduit : il a k enfants avec probabilité u(k), puis meurt. Par la suite,
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chaque enfant se reproduit indépendamment des autres enfants et de ses pa-
rents, puis meurt. Ce processus se poursuit indéfiniment ou jusqu’a ce que la
population s’éteigne. Le terme “processus de Galton-Watson” fait référence en
général a la suite de variables aléatoires (Z,)n>0 0U Z,, est la taille de la n-éme
génération. Il peut également faire référence a la suite d’arbres (7,,) ou 7, est
I’arbre généalogique jusqu’a la n-eme génération. Formellement,

i

)iZLnZO i.i.d de loi 12

Zy=1
Zy =2 L oy > 1

%

On supposera toujours que u({1}) # 1 pour exclure le cas trivial ou arbre
de Galton-Watson est isomorphe a N de maniére déterministe. Remarquons que
(Zp)n>0 est une chaine de Markov a valeurs dans N, avec 0 comme unique état
absorbant. L’arbre de Galton-Watson, T = U, 7T, peut étre soit fini, on dit que
la population s’est éteinte, et ceci arrive lorsque Z,, atteint I’état absorbant 0,
soit infini. Notons enfin que la donnée de l'arbre de Galton-Watson permet de
retrouver le processus de Galton-Watson.

Peut-on déterminer facilement la probabilité que la population s’éteigne ?
Remarquons tout de suite que le fait que cette probabilité vaille 1 ou non dépend
certainement de la position de ¢ par rapport a 1. En effet, il est facile de voir
que la taille moyenne de la n-éme génération Z,, vaut :

E(Z,) =c"

Dong, si ¢ < 1, la taille totale de ’arbre de Galton-Watson a une moyenne finie :

B(T)) = Y EB(Z) =Y ¢ = .

n

T est donc fini presque stirement, et la population s’éteint. Lorsque ¢ > 1, la
taille moyenne de I'arbre devient infini. Cela ne signifie pas que la population
ait nécessairement une probabilité strictement positive de survivre. Nous allons
voir que c’est le cas si et seulement si ¢ > 1. Il est commode d’introduire f, la
fonction génératrice de la loi p :

f(2) = E[%] =E[:1"].
On note f(™ la n-eme composée de f.
Proposition 4.1.1. La fonction génératrice de Z,, est donnée par :
E[z7"] = f™)(2) .
La probabilité d’extinction est donnée par :

q = lim f(”)(O) .
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q est la plus petite racine de ’équation f(z) = z dans [0,1], et

g=1<c<1.

Démonstration: Pour n > 1,

Elz”"] = E[E[*|Z,-]],

— E[]] B4,
= E[f(2)%],

donc par récurrence,

E[7] = f™(2) .
L’évenement “extinction” est la réunion des événements {Z,, = 0}, qui forment
une suite croissante. Ainsi,

q=1lmP(Z, = 0) = lim f™(0) .

Donc ¢ est la limite de la suite définie par ug = f(0) < 1 et upt1 = f(un).
Comme f est une fonction continue sur [0, 1], ¢ est solution de f(z) = z. De
plus, f est croissante et f(0) > 0 donc f est stable sur [0,¢*] ou ¢* est I'inf de
{z t.q. f(x) = x} (ensemble non vide car 1 est dedans). Ainsi, ¢ = ¢* et c’est
la plus petite racine de ’équation f(z) = z dans [0, 1]. De plus, ¢ = 1 implique
que f(z) <z pour tout 0 < z < 1, donc f(1) — f(z) < 1— 2 done f'(1) < 1,
or ¢ =E(Z;) = f'(1) donc ¢ < 1. Enfin, si L; prend seulement les valeurs 0 et
1, et que f/(1) < 1, alors par hypothese, comme P(L; = 1) <1l ona f(z) < z
pour tout z < 1, et donc ¢ = 1. Sinon, f est strictement convexe et donc ¢ < 1
implique que f(1) — f(x) < 1 —z pour tout « < 1, et donc g = 1. O

Donnons deux exemples de calcul de probabilités de survie. Si u est une loi de
Poisson de parametre c, alors :

flz) = eV

Si ¢ <1, le processus de Galton-Watson s’éteint avec probabilité 1. Si ¢ > 1, il
survit avec probabilité y définie par :

y>0etl—y=e Y. (4.2)

Comme le nombre de voisins d’un sommet dans G(n, ¢/n) est & peu preés une loi
de Poisson de parametre ¢, ceci explique 'apparition de ’équation 4.2 dans le
théoreme 4.0.1, %*ksksksoksiokiokk Doggin FH*F**kkskk

Prenons un autre exemple, ol i est une loi binomiale de parametres m et p.
Alors,

fle)=(1=p+p)™.

Si mp < 1, le processus de Galton-Watson s’éteint avec probabilité 1. Si ¢ > 1,
il survit avec probabilité y définie par :

y>0etl—y=>1—yp)™. (4.3)
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4.1.2 Codage par une marche aléatoire

Nous utiliserons surtout un codage de I'arbre de Galton-Watson sous forme
d’une marche aléatoire (Si)icn associée. Dans ce cas, I'indice des temps n’est
pas celui des générations, mais correspond & un parcours en largeur de I'arbre.
L’ancétre se reproduit et meurt, ses enfants sont ordonnés, puis les enfants se
reproduisent dans cet ordre (et meurent). Chaque progéniture est ordonnée, ce
qui fournit un ordre des petits-enfants etc. On associe ainsi a chaque noeud de
Parbre un numéro, ’'ancétre ayant le numéro 1. ¥*¥*** dessin **** Soit L, le
nombre d’enfants de l'individu ¢ : (L;);>1 est une suite i.i.d de loi . Notons S,
le nombre d’individus vivants au temps t. Entre les temps ¢t — 1 et ¢, I'individu
t a L; enfants puis meurt. Ainsi,

(Lt)t21 i.i.d de loi 12

So=1
{ Sy =Sia+Li—1, Wt>1 (44)

On voit donc que (S;)¢>0 est une marche aléatoire a valeurs dans Z, partant
de 1. Une caractéristique importante de cette loi est que la seule valeur stricte-
ment négative qu’elle peut prendre est -1. Ainsi, elle ne peut pas sauter d’entier
lorsqu’elle descend (en anglais, on dit qu’elle est skip free).

Rigoureusement, ceci ne peut étre défini que tant que le processus de Galton-
Watson ne s’éteint pas, c’est a dire tant que t < T, ou T est 'instant d’extinction
défini par :

T =inf{t > 0t.q. Sy =0}.

Néanmoins, il est plus pratique de définir la marche aléatoire ci-dessus avec une
suite infinie de L;. Cela ne change pas, bien stir, la loi de T'. Notons que T est
le nombre total de noeuds de I'arbre de Galton-Watson.

Supposons que ¢ = E(L;) < oo. Lorsque ¢ < 1, la marche aléatoire posséde
ce qu'on appelle une dérive négative, puisque E(S;) = (¢ — 1)t + 1. Notamment,
la loi des grands nombres nous dit que S; tend p.s. vers —oo, donc la population
va s’éteindre presque strement. Si ¢ > 1, Sy tend p.s. vers 400, et ceci suggere
que la population a une chance d’exploser. Lorsque ¢ = 1 la marche aléatoire a
une dérive nulle, c’est le cas le plus délicat a traiter.

Le second résultat que nous utiliserons est une formule exacte pour la loi de
T en fonction de la probabilité que S, vaille 0.

Théoréme 4.1.2. Si on part de Sy = k > 1 ancétres,
Yn>0, P(T=n)=-P(S,=0).
n
En particulier, lorsque So = 1,

vn>0, P(T=n)=
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Démonstration: Cela revient a montrer que :

]P’(T:n|Sn:0):%.

On pense & l'intervalle de temps {1, ...,n} modulo n, arrangé sur un cercle. Re-
marquons que la loi de (L1, ..., L,) conditionnellement & S,, = 0 est invariante
par permutation circulaire de {1, ...,n}. Le théoréme est alors une conséquence
du Lemme 4.1.3. g

Lemme 4.1.3. Pour toute suite d’entiers (l1,...,1l,) tels que l; > —1 et k +
Yol =0, 4y a exactement k indices i tels que :

Démonstration: On note s; = Z;Zl ;. On note R = {i; < ... <4} I'ensemble
des instants auxquels (ly,...,[,) atteint un record inférieur :

R:{Z t.q. V5 <4, S5 <Si}.
Notons m le minimum de la suite sq,...,s,. Comme [; > —1, on a :

Sh:k‘, Sizzk_la“wsiv:m- (45)

7

Notons I I'ensemble des indices i tels que :
n=min{j >1tq k+l+...+0; =0}.
un indice ¢ appartient & I si et seulement si c’est un élément de R tel que :
Vj>i,8;—8>—-k+1,
ce qui revient a demander :
m—s; > —k+1.

Au vu de (4.5), il y a exactement k indices de R vérifiant ceci, ce sont les k
instants de plus petits records. O

Notamment, si p est une loi de Poisson de parametre ¢, la loi de ¢t + S; — S est
une loi de Poisson de parametre ct, donc :

e—ct

BT = 1) = et

(4.6)

Si p est une loi binomiale B(n,p), avec p = ¢/n, la loi de t + Sy — Sy est une
binomiale B(nt,c/n), donc :

BT =1) = 1<t Tit1) (%)t_l (1 - %)"t—t“ ' (47)
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4.1.3 Processus de branchement du graphe

Le processus de branchement du graphe aléatoire G(n, p) est le processus de
branchement obtenu en parcourant en largeur la composante connexe C'(v) d'un
sommet v dans le graphe aléatoire G(n,p). Ce n’est pas tout a fait un proces-
sus de Galton-Watson, mais on I’analysera en le comparant a des processus de
Galton-Watson. Décrivons plus précisément ce processus. On part de la racine
v. Tous les sommets du graphe seront soit vivants, soit morts, soit neutres. Au
temps 0, seul v est vivant, et tous les autres sommets sont neutres. A chaque
instant ¢ > 1, on examine le sommet w qui est en téte de la liste des sommets
vivants et on examine I'ensemble des arétes {w,w’} avec w’ neutre. Si I’aréte
{w,w’} est dans G(n,p), on ajoute w’ au bout de la liste des sommets vivants
et on I'enleve de la liste des sommets neutres. Dans tous les cas, on déplace w
de la liste des sommets vivants a la liste des sommets morts. On peut arréter la
procédure quand la liste des sommets vivants est vide. On note T cet instant. Au
temps T ’ensemble des sommets morts est exactement la composante connexe
de v, et ainsi T' = |C(v)|. Reprenons maintenant la procédure d’exploration &
Iinstant T" et poursuivons-la comme suit : comme il n’y a plus de sommet vivant,
on choisit un nouveau sommet parmi les sommets neutres, et a 1’étape d’apres
(au temps T+ 1) on recommence ’exploration de sa composante connexe : on le
déclare mort (on l'enleve de la liste des sommets neutres), et on déclare vivants
tous ses voisins qui étaient neutres. On note A; le nombre de sommets vivants
A Dinstant ¢, N; le nombre de sommets neutres et L; le nombre de sommets
auparavant neutres ajoutés a la liste des sommets vivants & 'instant ¢. Si on
note Ty = 0 puis, pour ¢ > 0, T;41 = inf{t > T; t.q. A, =0} alors T;41 — T; est
la taille de la i-eme composante connexe explorée et T3 = T. Remarquons que
A = Ay +Et+1 —1, sauf lorsque ¢t est 'un des T;, auquel cas A; 11 = At+l~/t+1.
De plus, conditionnellement au passé jusqu’a l'instant ¢t — 1 compris, L, est de
loi B(Nt_l —14,_,—0,p). On a donc :

Nozn—l, Aozl

Ly ~ B(Z\th_l — 14, _,—0,p) conditionnellement & Ny
VE>18 Ar=Ar 1+ L —1+14, - (4.8)
Ny=Ny 1 —Li =14, -0

A obéit a une équation similaire & (4.4). Remarquons que (A;);>0 n’est pas
une marche aléatoire au sens usuel, notamment car les variables aléatoires L,
ne sont pas i.i.d. L’irruption du terme 14, ,—¢ dans la définition de I~/t est la
plus génante. On définit un processus plus simple de la fagon suivante :
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N():’I’L—]., S():].

L; ~ B(N;_1,p) conditionnellement & N;_q
VE>14 S, =8, 1+ L, —1 (4.9)
Ny =Ny — Ly

On peut voir ce processus de la fagon suivante, sur le graphe d’Erdés-Rényi :
on explore les composantes connexes de la facon classique, sauf qu’a chaque fois
qu’on a fini d’explorer une composante, on introduit un nouveau sommet, qu’on
relie aux sommets neutres par des arétes selon la loi de Bernoulli usuelle, puis ce
sommet meurt tout de suite. S; désigne alors le nombre de sommets vivants dans
la composante connexe en cours d’exploration moins le nombre de composantes
déja totalement explorées. L’avantage principal de S; est qu’on peut calculer
simplement sa loi a 'instant ¢, et le comparer qu processus original A;.

Proposition 4.1.4. A chaque instant t > 0,
St+Nt+t:n etAt+Nt+t:n

De plus, Sy est de loi B(n—1,1— (1 —p)t) —t+1 et on peut coupler A et S de
sorte que pour toutt >0 :

t—1

A > Sy ZAt—Z]lAFo-
s=0

Notamment, Ay = S; tant que t < T.
Enfin, si 0 < t1 < ta, conditionnellement a St,, St, — Sy, suit une loi B(n —
St1 7151,1 — (1 7p)t27t1) —to +11.

Démonstration: Il est clair que Sy+ Ny +t = n, puisque S;—S;_1 = Ny_1—N;—1
et que So+No = n. De méme, A;— A, = N;_;—N;—1 montre que A;+N;+t =
n.

Soit (Xt ;)¢>1,i>1 une collection de variables aléatoires i.i.d de loi de Bernoulli
de parametre p. X; ; va désigner I'état de la i-eme aréte inspectée au temps t,
lorsqu’on examine les voisins possibles d’un sommet. On peut coupler A et S
comme suit :

= Nf,—l—]lAt,lzo
Ly=3 Xt

i=1

Vi>14 Ar=Ar1+Li— 1414, ,—0
Moo=y T (- X
et : N
Ly =320 X
th]. St:St_1+Lt—1
Nt—l
Ne=32i (1= Xe4)
On voit donc (par une récurrence immédiate) que pour tout ¢, N, < N,. Comme
S;+ Ny +t=mnet Ay + N; +t = n, on en déduit que S; < A;. Et d’apres les
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formules pour L; et I~/t, on en déduit aussi que L; > I~/t. Et donc que S; >
t—1
At - Zs:() ]lAs:O'
Par ailleurs, on peut aussi réaliser les N; de la fagon suivante :

n—

1t
Ne=> [0 =X,

i=1 s=1

en voyant la situation depuis le stock des n — 1 sommets neutres du début : a
chaque instant ¢, le sommet ¢ est retiré du stock des neutres si X;; = 1. Donc
Ny suit une loi B(n — 1, (1 — p)?), et par conséquent Sy est de loi B(n — 1,1 —
(1 —p)") —t+ 1. On voit aussi que pour t; < ta,

n—1 t ta Ny to
Ny, =Ny, =Y [J(1-X.0) <1 - II a- XS,Z-)> => (1 - II a- XS,Z-)> :

1=1 s=1 s=t1+1 =1 s=t1+1

Donc conditionnellement & Ny,, Ny, — Ny, suit une loi B(Ny,,1 — (1 — p)t2—),
et donc conditionnellement & Sy, , Sz, — S, suit une loi B(n — Sy, —t1,1— (1 —
p)Th) —ty +ty. U

4.2 Cas sous-critique et sur-critique : premiers
résultats

Nous allons d’abord démontrer quelques résultats du Théoreme 4.0.1 qui

ont lieu loin de la transition, c’est & dire quand p = ¢/n avec ¢ fixé différent de

1. Dans cette section, on utilise les notations du processus de branchement de
graphe.

4.2.1 Cas sous-critique

Nous allons montrer que lorsque p = ¢/n avec ¢ < 1 fixé, pour tout 6 > 0,
a.p.s,

L <

logn ,

ol
J(e)=c—1—1logc.

On peut aussi montrer une inégalité dans l'autre sens, mais ceci sera fait de
maniere plus générale plus tard. Soit ¢ > 0. Remarquons que

P(C@)| > 1) =P(T > 1) <P(S; > 1) .
En utilisant la proposition 4.1.4,

P(S; >1)=PBn—-1,1-(1-p)")>1t).
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On veut montrer que ceci est petit lorsque t = %8) log n. Dans ce cas, 1—(1—p)*

est d’ordre tp, donc on ne perd pas grand chose & majorer 1 — (1 — p)? par tp et
n — 1 par n. On obtient :

P(S; > 1) < P(B(n,tp) > 1) .
On utilise alors la borne de Cramér-Chernoff (cf. chapitre 3) :
P(B(n,q) > t) < e s ®m)

Or,
—u
Y
—q
On va 'utiliser avec u = t/n et ¢ = tp = tc/n, donc u et g tendent vers 0 et u/q
tend vers 1/c. On a alors :

" U 1
Blg (W) = uloga +(1—wu)log T

1
Ap(g)(u) = ulog S Teu—ut o(u) = uJ(c) + o(u) .

Donc :
nA g (t/n) = J(e)t +o(t) .
D’ou :
P(|C(v)| > t) < e~ 1+ +o(1)logn
Donc,

P(Ly > t) <nP(|C(v)] >t) =o(1) .

4.2.2 Cas sur-critique
Nous allons montrer les résultats suivants lorsque p = ¢/n avec ¢ > 1 fixé.
1. Ly ~ny(e),
2. Ly = O(logn) ,

3. la complexité de C; est au moins d’ordre n, les autres composantes
connexes sont simples.

Existence d’une grande composante

L’idée générale est simple : soit « € RTx et ¢ < n de la forme ¢t = ny(c)a.
On remarque que :

E(S;) = n(l—(1—-p)")—t+1,
= n(l—z—e—ﬁf) +0(1),
E(S:) = no(y(c)a) +0(1). (4.10)

ol ¢(x) = 1 — x — e °*. De plus, une inégalité de concentration comme celle
d’Hoeffding (cf. chapitre3) montre que les fluctuations de S; autour de sa moyenne
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sont au plus d’ordre y/n. Or ¢ est strictement concave, s’annule exactement en 0
et en y(c). Donc elle est strictement positive sur |0, y(c)[ et strictement négative
sur Jy(c), +oo. Fixons ¢ €]0,1/3[. Ainsi, avec trés grande probabilité, on va voir
que S; est strictement négative pour ¢ > (1+9)ny(c) et strictement positive pour
t dans [0ny(c), (1 — §)ny(c)]. Le premier point permettra de montrer qu’a.p.s,

L1 <ny(c)(1+9) . (4.11)
Le second point implique que A; > 0 sur cet intervalle de temps, et donc que :
L1 > ny(e)(1 — 26) (4.12)

On peut alors trouver § = §,, une suite tendant vers 0 telle que les convergences
alent encore lieu, ce qui montre que Ly ~ ny(c), a.p.s.
Prouvons (4.11). Pour ¢t = ny(c)(1 + §), E(S;) est éngative d’apres (4.10).
En utilisant I'inégalité de Hoeffding,
BIC@) > 1) < B(S:>0),
= P(S: —E(S) = —E(5))
< 672LSJ)2 ,
— e 2n0?(y(0)(1+6)+0(1)

Par conséquent,
P(Ly > ny(c)(1+6)) < ne—2n¢* (y(©)(1+0))+0(1) _ o(1) .

Passons & la preuve de (4.12). Pour ¢ € [dny(c), (1 —)ny(c)], E(S;) est positive,
donc :

P(S; <0)

IN

P(S; — E(S:) < —E(Sy)) ,

E(Sy)?
—2250)"

IA

e
e 21" (y(c)(1+6))+0(1)

Ainsi,

P(L; < (1—-20)ny(c)) < PEte [ony(c), (1 —3)ny(c)] S¢ <0),

(1=8)ny(c)

< > PB(Si<0),
t=dny(c)

< pe 2@’ (y(Q+6)+0(1)

= o(1)

Unicité de la grande composante

On a montré que si p = ¢/n avec ¢ > 1 fixé, la plus grande composante
connexe a une taille équivalente & ny(c). On veut maintenant montrer qu’il ne
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peut y avoir deux composantes de cette taille. On choisit p, = n~3/2 et on pose

p' =1—(1—p)(1—p3) ~ ¢/n = p. Prenons maintenant un graphe G de loi G(n, p)
et un graphe G5 indépendant de G et de loi G(n, p3). Alors G’ := GU G5 est de
loi G(n,p’). Si G contenait au moins deux composantes de taille équivalente a
ny(c), avec probabilité tendant vers 1, ces deux composantes seraient reliées dans
GUGS5. En effet, ces deux composantes étant fixées, il y a un nombre équivalent a
y(c)?n? arétes qui les relient. La probabilité qu’aucune de ces arétes ne soit dans
G est inférieure (1 — po)¥(@*n*(1=e(1)) = 5(1). On aurait donc une composante
de taille équivalente & 2ny(c) dans G’. Mais d’apres le paragraphe précédent,
a.p.s G’ ne contient pas de composante de taille supérieure a (1+§)ny(c). Donc,
G ne contient pas plus d’'une composante géante.

Dualité

Soit G ~ G(n,p). Maintenant, on consideére la loi du graphe G \ Cy, o on a
enlevé la plus grande composante connexe (qui est unique avec proba tendant
vers 1). A isomorphisme pres, et conditionnellement & |C1] = n — k, la loi de
ce graphe est la loi G(k,p) conditionnée & ne pas contenir de composante de
taille supérieure ou égale & n — k (cf. Lemme 4.2.1 et le fait qu’avec proba
tendant vers 1 il n’y a qu’une composante connexe de taille maximale). Or, avec
proba tendant vers 1, |C1| est équivalente & ny(c). Pour un entier k équivalent
a n(l - y(C))’

c

1 k 1
P—g—gcﬁwgc(l—y@)%

Or ¢(1 —y(c)) < 1, car:

1 1 1/ 1 y
= -1 - 1) =—Y .
Y cogl—y<0<1—y ) c(1—y)

On est donc dans la phase sous-critique : G(k,p) = G(k, (c* + o(1))/k) avec

c¢* = ¢(1 —y(c)). Ainsi, si 6 > 0, a.p.s. G(k,p) ne possede pas de composante

de taille supérieure a l(tf) log k, et donc pas de composante de taille supérieure

a n — k. Ainsi, pour tout ce qui est propriété de graphe, la loi de G \ C; est,
sachant |C1| = n — k (& un événement de proba tendant vers 0 pres) la loi de
G(k, (c*+0(1))/k). Notamment, G\ |C1| ne contient pas de composante connexe

de taille plus grande que }('Zf) log k, donc Ly < ﬁ logn.

Lemme 4.2.1. Soit | et k deux entiers tels que | + k < n. Soit G distribué
comme G(n,p). On note C la réunion de toutes les composantes connezes de G
de taille supérieure ou égale a l et G' = G\ C. Alors, pour tout graphe G a k
sommets,

P(G" € On(G)|card(V(G)) = k) = P(G(k,p) € O(G)lcard(Cr(G(k,p))) <1) .

ot Oy, (G) Vorbite de G dans K,,.
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Démonstration: Soit G = (V, E) un sous-graphe de la clique K, tel que |V| =k
et tel que C1(G) soit d’ordre strictement inférieur & I. On note B(V¢) I’événement
“V¢ est la réunion de composantes connexes (pas nécessairement toutes) de G
de tailles supérieures ou égales & [”. C’est un évenement indépendant de G[V].
De plus, sa probabilité ne dépend que de k : notons-la ay.

PG’ = ) = i B(GV] = G)
Si C1(G) > 1, P(G' = G) = 0. Donc,

PG €0n(G) = Y.  aP@V(H)=H),

De méme,

P(|V (calG")| = k) > PlealG' =G),

GCK'VL
|C1(@)|<i
IV(G)|=Fk

_ ak(’;) S Bl = H),

HCK}y,
|C1(H)|<

= () Fter Gt < 1)
Donc, pour tout sous-graphe G de la clique K, tel que |V| =k,
P(G" € 0n(G)) =P([V(G")| = k)P(G(k, p) € Ok(G)|card(C:(G(k,p))) <1) .

Et plus généralement, pour tout sous-graphe G de la clique K,,,

P(G' € O0n(@)) = > _P(V(G)] = k)P(G(k,p) € Ok(G)|card(Cr(G(k,p))) <1) .

k=0

n

Dit autrement,
P(G' € 0,(Q)|card(V(G")) = k) = P(G(k,p) € Ox(Q)|card(C1(G(k,p))) <) .

O
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Complexité de la composante géante

On note p; = (1 4+ (¢ —1)/2)/n et py tel que p =1 — (1 — p1)(1 — p2). Soit
Gy ~ G(n,p1) et Go ~ G(n,p2) indépendants et G = G; U Gy ~ G(n,p). On
remarque que ps ~ (c —1)/(2n) et que ¢ =1+ (¢ —1)/2 > 1. Donc il existe
a.p.s. une unique composante connexe de taille équivalente & ny(c’) dans Gy.
Dans G U G, il existe une unique composante connexeC; de taille équivalente
a ny(c), et cette composante connexe est la seule de taille supérieure & ﬁ logn
donc la composante géante de GG; est en fait incluse dans celle de G. Mais 'ajout
de G5 apporte un grand nombre d’arétes internes en exces a cette composante
connexe : un nombre qui suit au moins une loi B(("y(c)z(l_5)) —ny(c)+1,c/n),
donc un nombre d’arétes qui est équivalent a ny*(c)c’(1 — §)?/4 = Q(n). Par
dualité, on montre également que les autres composantes connexes sont simples.

4.3 Explication de la paramétrisation dans le cas
a peine sur-critique

On peut maintenant comprendre la paramétrisation justifiant que la com-
posante géante apparaisse apres (1 + An~Y/ 3)/n. En se souvenant du cas sur-
critique, on voit que I'apparition d’une composante géante est diie a la forme
de la fonction ¢ — E(S;) donnée par (4.10). Cette moyenne dépasse 0 sur
une longueur d’ordre ny(c) qui est équivalent & 2ne lorsque e tend vers 0 (cf.
Lemme 4.3.1). Apres ny(c)(149), la moyenne plonge trop vite pour qu’on puisse
encore explorer une grande composante. Mais quand ¢ est d’ordre ne (pour t/n
dans Pintervalle ]0,y(c)[), S; a une moyenne d’ordre (¢ — 1)t ~ ne? et des fluc-
tuations d’ordre v/ct ~ y/ne. Ainsi, S; ne va suivre sa moyenne d’assez pres
et rester positive sur presque tout [0, ny(c)] que si les fluctuations sont petites
devant sa moyenne, c’est & dire si \/ne < ne?, ce qui donne € > n~1/3,

Lemme 4.3.1 (Probabilité de survie du processus de Poisson quand ¢ tend vers
0). On suppose que € > 0 et on note y(c) la probabilité de survie d’un processus
de Galton-Watson ayant une loi de reproduction de Poisson de parameétre c.
Alors, quand € tend vers 0T,

y(l+e)=2c+o0(e) .

Démonstration: On note y la probabilité de survie. D’apres I’équation (4.2), on
sait qu’elle est définie comme la plus petite solution de :

y>0etl—y=e"Y.

Donc, en utilisant y # 0 pour diviser par y :

2

l—yc+%+0(y2)7

—_

-y

y2 2
Loro?) = v,
y+oly) =2e.
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D’ou le résultat. O

4.4 Cas critique

Nous voulons montrer que L; est d’ordre n?/3 dans le cas critique, c’est a dire
lorsque p=(1+4+¢)/nete= An~1/3 avec \ d’ordre 1. Lorsqu’on veut analyser
plus en finesse ’exploration d’une composante connexe dans le graphe d’Erdos-
Rényi, on se retrouve naturellement avec trois processus de branchement. En
effet, on peut penser que si p = ¢/n, et tant que ¢t n’est pas trop grand, le
processus de branchement du graphe va se comporter comme un processus de
Galton-Watson de loi de reproduction B(n — 1,¢/n), qui lui-méme va se com-
porter comme un processus de Galton-Watson de loi de reproduction P(c). On
a donc 3 processus différents : le processus de graphe, le processus binomial et
le processus de Poisson. On utilisera les annotations gr pour graphe, bin pour
binomial et po pour Poisson pour distinguer ces trois processus lorsque ce sera
nécessaire. On indiquera leurs parametres en indice.

4.4.1 Borne supérieure sur [,

Nous allons majorer la taille d’'une composante connexe par la taille d’un
arbre de Galton-Watson poissonien.

Lemme 4.4.1. Pour toutt > 1,
P(IC(v)] > ) <P(T;™ ) > 1) -
et si ¢ > 3/2, pour n assez grand, et pour tout t > 1,

P(TY" ) > t) <P(TF°) > t) .

n—1,p

Démonstration: La premiere inégalité est claire, puisque les incréments de S
dans le processus de graphe sont majorés par des incréments de loi B(n—1,p)—1.
Soit X une v.a de loi B(¢/(n + 1)) et Y une v.a de loi P(c/n).
c
n4+1’
c c
= 1——+—4+0(n?),
n  n2 +0(™)

P(X=0) = 1-

vl
= =
< =
T
° =

+

pour n assez grand, si ¢ €]0,3/2]. On en déduit que X est inférieure stochasti-
quement & Y, donc que B(n — 1,p) est inférieure a P(c), et donc que T5™,  est
inférieure a T?°.
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L’analyse du processus de branchement de Poisson dans le cas presque critique
est menée dans le Lemme 4.5.1. Soit A > 0 un nombre réel. On obtient :

—+oo
by

S35 3% dy
nl/

P(400 > TP° > An?/3)
AN2

De plus, P(T?° = +00) ~ max(2¢,0). Donc :

P(L; > An?/3) < #MC(UH > An?/3)
n
1/3
,S TLA P(Tcpo > An2/3) ,
n!/? Al oo 3
e AN —-3/2 —=x
S I (maX(QE,O)—i— Vel x> e dx) ,
|)\| +o0
< = (2+/ 327 dx) ,
A AAQ

2|)\|< 1 )
S — (1+—=,
A IAVA

Ce qui montre que L; = Op(n?/3).

4.4.2 Le cas des arbres

Nous allons montrer qu’a.p.s, il existe au moins un arbre d’ordre n?/3 dans la
fenétre de transition. Pour simplifier les calculs, on prendre p = 1/n exactement.
On note T} le nombre de composantes connexes qui sont des arbres d’ordre k,
et pour b > a > 0 fixés, on note

bn?/3

X = Z Ty .

k=an?2/3

On calcule d’abord le premier moment de X.

n _ kY _(f_
E(T}) = (k) kk72pk71(1 _p)k(n k)+(5)—(k=1)

En utilisant la formule de Stirling pour & de ordre de n?/3,

n—k k
n n n
(k) (nk} kk2rk

. .2 3
6("4“) ( i z(nk_‘k)? +3(nk—k)3 ) oM _ M
kF\ 27k

k

bl

k

2 3

= eki%fekﬁJrO(l) _n
kkv/2rk

)
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et :

2
(1= p) =+ G0 — (1= )=t (14 0(1))
=B O (1 4 (1))
= e*k”p+/7(1 +0(1)) .
Do, pour p=n_"1:

E(T;) = k5/;iﬁe w7 (14 0(1)) .

. . _ k _ 1
AIHSI, en posant T = 2739 Tyl — T = 273

bn?/3
n 3
E(X) = Z ——=—=¢ =2 (1+0(1)),
k=an2/3 k512 2m
bn2/3

1 gt
= 75 —¢ © (Tpr1 — k) (1 +0(1)) ,
k:;n?/B I2/2\/27T
3

[

~ ———dx

o 3221

On remarque que cette limite tend vers oo lorsque a tend vers 0. Par ailleurs,

EX(X -1)] = Z P[TetT’ sont des c.c.],

T£T’
de taille€[an?/3 bn?/3]

n2/3 bn2/3

- LB 00w

k=an?/3 k'=an?/3

/
(1 — )(k+k)(n k—k")+kk +(5)+(" ) —k+1— k+1’
bn?/3 bn?/3 (n—k)
_ E E k' kk'
= Tk/ (nfk) p) .
k=an?/3 k'=an?2/3 k'
Or,
2
- e RO
"e) _ Pk
— - 2 3 9
(&) eE et
kk\27mk
’ 12 2,/
= T hE i)
et

(1- p)_kkl = ekv]f +o(1)
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Donc :
E[X(X —1)] SE(X)*

Soit A ’évenement “il existe une c.c. qui soit un arbre de taille supérieure a

an?/3”.
E(X)
>
P > gk
2 ;1

Et ce nombre tend vers 1 quand a tend vers 0.

4.5 Analyse du processus de branchement de
Poisson

Dans cette section, on analyse la formule (4.6) avec ¢ € RY . Lorsque ¢ = 1,

on obtient :
e kEk-1 1

NG

Ainsi, P(Ty > t) ~ \/% qui décroit lentement vers 0. Remarquons que T3 est
p.s. fini, mais de moyenne infinie. En général, quand ¢ tend vers l'infini,

P(Ty =t) =

1
P(T, = t) = ——t32c¢"Hce 7)1 + 0,(1)) . 4.13
(T = 1) = =t e =) (1 + 0,(1) (4.13)
Remarquons déja que ceci décroit vers 0 a vitesse exponentielle si ¢ # 1 est fixe.
Dans ce cas,
P(400 > T, > u) < e~/ (@+o() (4.14)

o J(¢) = ¢—1—1Inc > 0. Pour analyser les cas critique et & peine sous- ou
sur-critique, il faut aussi comprendre la distribution de 77, avec € qui tend vers
0 par valeurs positives ou négatives. Le lemme suivant résume le comportement
de P(+o00 > T, > u) lorsque u tend vers l'infini. On note I'_; /() la fonction
gamma incompleéte de parametre —1/2 :

+oo
F71/2(x) = / t*3/267t dt ~os oo x73/267I .

Lemme 4.5.1. On suppose que u tend vers l'infini. Alors,
J1/2( ) J1/2( )
cV2m 27

Notamment, si ¢ = 1+ ¢ avec € tendant vers 0, positif ou négatif, et uJ(c) tend
vers linfini,

——=T12(uJ(¢)) SP(+00 > T 2 u) S —="T_1/2((u—1)J(c)) -

2u—3/2

€2\ 2m

P(4+o00 > T, > u) ~ —ue?/2
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Démonstration:

P(4o0o>T, >u) = Zt‘3/26_t‘](c) (1+o04(1)) .
cV 2 o

“+00 “+00
/ t=3/2¢=17(0) gt < ng/zefu(c) S/ =3/2=t7() g |

t>u u—1
et :
+o0
/ t73/2e7t(0) gt = J1/2(c)1"_1/2(uJ(c)) .

On en déduit le résultat. O

Rappelons que nous avons vu dans le Lemme ref que P(T71. = +o0) ~ 2¢
lorsque ¢ tend vers 0F.

4.6 Compléments

Les cas a peine sous-critique et a peine sur-critique n’ont pas été vus en
cours, faute de temps. Vous pourrez trouver des preuves dans le Chapitre A.
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Chapitre 5

Coloriages, nombre clique
et nombre d’indépendance

Un coloriage (par sommets) d’un graphe est une fonction de ’ensemble des
sommets du graphe dans un ensemble fini, ’ensemble des couleurs, de sorte
que deux sommets voisins ne se voient pas associés la méme couleur. Le but de
ce chapitre est principalement de montrer que minimal de couleurs nécessaire
pour colorier G(n,1/2) est équivalent & ﬁ. Ce nombre est appelé le nombre

chromatique.

5.1 Introduction

Historiquement, il semble qu’un réle important dans le développement de
cette notion ait été joué par le coloriage des cartes planaires. A une carte
géographique, on peut associer un graphe ou chaque pays est représenté par
un sommet et une frontiere entre deux pays est représentée par une aréte. On
obtient alors un graphe planaire. Francis Guthrie conjectura en 1852 que toutes
les cartes géographiques pouvaient étre coloriées avec au plus 4 couleurs. Le
théoreme des 4 couleurs fut démontré en 1976 par Appel et Haken : tout graphe
planaire peut étre colorié avec au plus 4 couleurs.

A part le cas des graphes planaires, la coloration de graphes joue un réle
important en algorithmique. Tout d’abord, c’est un probleme utile. Imaginons
par exemple que 'on doive planifier un certain nombre de réunions, chacune
réquérant la présence d’'un ensemble de participants déterminé, et que chaque
réunion dure, disons une demi-journée. Combien de demi-journées seront nécessaires ?
Cela peut se formaliser en termes de coloriage d’un graphe. Par ailleurs, c’est un
probleme difficile : pour k > 3, le probleme de décider si un graphe est coloriable
avec k couleurs ou moins est un des 21 problemes NP-complets de Karp. La dif-
ficulté du coloriage est illustrée par le probleme du Sudoku, qui peut se voir
comme un coloriage de graphe ou certains sommets du graphe ont une couleur
imposée et ol il un unique coloriage optimal (& 9 couleurs).

41
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Notamment, on ne connait pas d’algorithme efficace, général, pour colo-
rier un graphe avec le nombre minimal de couleurs possibles. Donnons tout de
méme quelques idées naives. Tout d’abord, ce qu’on appelle [’algorithme glou-
ton consiste, étant donnée une liste ordonnée des sommets (cette donnée est loin
d’étre innoncente) & parcourir la liste dans 1'ordre, et & colorier chaque sommet
avec la premiere couleur disponible (les couleurs peuvent étre identifiées a N)
cettea dire la premiere couleur qui ne soit pas déja empruntée par les voisins du
sommet courant. En général, on utilisera toujours au plus A(G) + 1 couleurs,
o A(G) est le degré maximal. On s’apercoit vite qu'on a intérét & colorier
d’abord les sommets de plus grands degrés, et a garder les sommets de petit
degré pour la fin : ils seront moins contraints. Notamment, si G a n sommets,
on peut procéder de la sorte : on pose v, un sommet de degré minimal 6(G),
puis on 'enleve de GG, et on recommence en posant v,_1 un sommet de degré
minimal dans G \ {v,}. On obtient alors une liste vy,..., v, avec la propriété
que pour tout 4, v; est de degré minimal dans G|y, ... »,3- Pour colorier v; avec
I’algorithme glouton, il faudra au plus cette valeur plus un. Ainsi,

X(G) < 1+ max6(H) .

Remarquons qu’il existe un unique sous-graphe de G de degré minimal supérieur
ou égal & k qui soit maximal pour l'inclusion. Ce sous-graphe (éventuellement
vide) est appelé le k-coeur du graphe. On peut également I'obtenir en enlevant
récursivement les sommets de degré strictement inférieur a k.

Donnons quelques définitions qui nous seront utiles par la suite. La maille
(ou circonférence) d'un graphe G, notée v(G) est la longueur de son plus petit
cycle. Le nombre d’indépendance d'un graphe G, noté a(G) est la taille du
plus grand ensemble indépendant de sommets (on parle aussi de stable). Un
ensemble indépendant de sommets est un ensemble de sommets ne contenant
aucune aréte intérieure. Le nombre clique de G, égal a 'ordre de la plus grande
clique contenue dans G, est noté w(G). Ainsi, a(G) = w(Q).

Colorier un graphe avec k couleurs revient a partitionner ’ensemble de ses
sommets en k ensembles indépendants (ce qui revient & dire que G est k-parti).
On obtient ainsi la borne suivante pour un graphe G = (V, E) :

a(G)x(G) = V]

Remarquons que cette borne est assez bonne s’il existe un coloriage optimal tel
que le nombre de sommets de chaque couleur est a peu pres le méme.
Bien siir, une clique d’ordre k£ n’est pas coloriable avec moins de k couleurs,
donc :
X(G) > w(G) .

Néanmoins, cette borne est en général tres mauvaise. Une premiere facon de le
voir est la construction suivante, die a Mycielski.

Théoréme 5.1.1. Pour tout entier k il existe un graphe G sans triangle tel que
Xx(G) > k.
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Démonstration: Disposant d’un graphe G sans triangle tel que x(G) = k, on
construit un graphe G’ sans triangle tel que x(G) = k + 1. On part d’une copie
de G avec ensemble de sommets vq,...,v,, et on se donne n-+ 1 autres sommets
Vi, ..., v, w. Pour tout i, on place alors une aréte entre v; et chaque voisin de v;.
Puis on place une aréte entre w et v} pour tout i. On appelle G’ le graphe ainsi
construit. Il est facile de voir que si G est sans triangle, G’ est également sans
triangle. On suppose que x(G) = k, et on considére un coloriage & k couleurs de
la copie de G contenue dans G’. Il existe un ensemble de sommets wy, ..., wy tel
que pour tout 7 w; soit colorié avec la couleur 7 et les voisins de w; utilisent les
(k—1) couleurs restantes. Ainsi, w; (le sommet v; si w; = v;) ne peut étre colorié
qu’avec la méme couleur que w;. Et ainsi w nécessite une nouvelle couleur. Ceci
montre que x(G') =k + 1. O

Le Théoreme 5.1.1 a d’abord été généralisé par Erdos en utilisant la méthode
probabiliste.

Théoreme 5.1.2 (Erdés (1959)). Pour tous entiers k et 1 il existe un graphe
G tel que v(G) > 1 et x(G) > k.

Démonstration: On pose p = n’~! avec § € [0,1]. On note X le nombre de
cycles de longueur inférieure ou égale & I dans G(n,p).

= ()i

IA
I
=%
S

Donc,

Par ailleurs,

P(a(G(n,p)) = x)

IN

(Ha-n®.

< (zePED/2yT

logn
op e
un graphe G & n sommets ayant au plus n/2 cycles de longueur inférieure ou

égale a [ et vérifiant o(G) < x. En supprimant au plus un sommet par cycle de
longueur inférieure ou égale & [, on obtient un graphe G’ ayant au moins n/2
sommets et de maille v(G’) > [. Par ailleurs,

Donc, si x = 3 , P(a(G) > x) = o(1). Donc pour n assez grand, il existe

nG

, n n
> > = .
X&) 2 2a(G") T 20(G)  3logn

Donc pour n assez grand, on obtient x(G’) > k. O
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Remarquons que les graphes obtenus par Erdos sont bien plus petits que ceux
obtenus par Mycielski dans le cas ot [ = 3 : pour obtenir x(G’) > k, il suffit
d’un nombre de sommet polynomial en k : n > k(1 +¢), alors que le graphe de
Mycielski a un nombre de sommets exponentiel en k.

Dans la suite, nous commencerons par étudier le nombre d’indépendance
de G(n,p), puis nous 'utiliserons pour approcher x(G(n,p)). On se restreindra
au cas ou p est loin de 0 et de 1, ce qu’on appelle le cas dense. De plus, pour
simplifier les écritures, on prendra p = 1/2, mais tout ce qui suit peut se faire
de maniere identique avec p fixé dans ]0, 1.

5.2 Nombre d’indépendance et nombre clique
dans G(n,1/2)

Notons X}, le nombre de cliques d’ordre k contenues dans G(n,1/2). Exami-
nons le premier moment de Xk.

flk) == E(Xy) = (Z)z—@),

Pour 1 < k < \/n, on a :

E(Xk) ~ ok log, n—k?2/2—log, (k') _

De plus,

1 1
log,y (k!) = klog, k — @k +3 log, (27k) + o(1) .
On voit donc que E(X}) passe rapidement d'un w(1) & un o(1) pour des valeurs
de k équivalentes a 2log, n. Par exemple, si k < 2log, n—2log, log, n— é -2,
f(k) tend vers l'infini. Mais si k > 2log, n — 2log, log, n, alors f(k) tend vers
0. Plus précisément, lorsque k ~ 2logy n,

flk+1) _n- k2—k _ - lHe(l)
OIS

Notons kg = ko(n) tel que :
f(ko —1) > 12> f(ko) .

Alors, kg ~ 2logyn. f(ko + 1) tend vers 0, donc a.p.s w(G) < kg. On suppose
dans la suite que k£ ~ 2log, n. Regardons la valeur du terme de covariance A

défini dans le chapitre 1.
k—1 ‘
VS () () pe-6)
k) 4 1 k—1
1=2
k
= E(X)?

A

1

g9(i) ,

=2
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ou

On remarque que : ‘
gli+1) 2i(k — )2

g(1) (i+1)(n—2k+14) "
Lorsque i < logy n— K loglog n pour K assez grand, g(i+1)/g(i) tend vers 0, et
lorsque ¢ > logy n+ K loglogn pour K assez grand, g(i+1)/g(i) tend vers +oo.
Ainsi, dans A, les valeurs de ¢(i) pour i < log,n — K loglogn sont majorées
par g(2), et les valeurs de g(i) pour ¢ > log, n + K loglogn sont majorées par
g(k—1). Pour les valeurs intermédiaires, soit i € [logy n+ K loglogn] et prenons
[ petit devant logn mais grand devant loglogn. Alors,

g(io Jrl) oli+l(1—1)/2

1.
9Go) — Gt =

Ainsi, g(ig) est majoré par g(ig) + | qui lui-méme est majoré par g(k — 1). De
plus,

et ok
n
k—1)~ —— .
9= 1)~ Srg(x,)

Notamment, si on prend k = ko — 2, on a E(X) = f(ko —2) > 1 donc A = o(1)
et P(X = 0) tend vers 0. Ainsi, w(G) > kg — 2 donc w(Q) € {ko — 2,ko — 1, ko}
a.p.s. Remarquons qu’en faisant un peu plus attention, on peut montrer qu’il y
a concentration sur deux points seulement (cf. [AS08], section 10.2).

5.3 Nombre chromatique

Théoréme 5.3.1. Asymptotiquement presque sirement,

n

X(Gn.1/2) ~ g

Démonstration: On note G un graphe de loi G(n,p) pour p = 1/2. La borne
inférieure est une conséquence simple de la section 5.2. En effet, a(G) est

équivalent (a.p.s) a 2log, n, puisque a(G) = w(G). Ainsi,

x(G) = (1+0(1)) .

~ 2logyn
On aimerait maintenant “inverser” (approximativement) I'inégalité x(G)a(G) >
n. On peut y arriver si on parvient & recouvrir presque tous les sommets (c’est
a dire tous sauf un o(n/logn)) par des ensembles indépendants d’ordre 2log, n.
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En effet, on pourra alors colorier chaque ensemble indépendant d’une couleur,
puis utiliser o(n/logn) couleurs pour les sommets qui restent. L’idée est alors de
trouver une valeur m = o(n/logn) telle que tout sous-ensemble de m sommets
contienne un ensemble indépendant de taille équivalente a 2 log, n. Pour mener a
bien ceci, il faut qu’il y ait beaucoup d’ensembles indépendants d’ordre 2 log, n.
La premiere chose est donc de choisir un k£ équivalent a 2log, n mais tel que le
nombre moyen d’ensembles indépendants soit grand. Prenons k = ko(n) —4. On
a alors :

f(]{i) > n3+o(1) ,
et le second moment donne :

f(k)?E

AN
n2

)

Par conséquent 'inégalité de Janson (cf. Chapitre B) donne :

2

P(X =0) < e 27 |

On choisit maintenant m = n/(logn)? et k = ko(m) — 4. Alors, pour tout
sous-ensemble de sommets S de cardinal m,

P(a(Gls) < k) < e~ 57 |

Donc,

m 2

P(3S t.q. |S| = m et a(Gs) < k) < (;)e =o(1).

Donc, avec proba tendant vers 1, tout sous-ensemble de m sommets contient un
ensemble indépendant d’ordre k£ ~ 2log, n. On peut alors successivement tirer
un ensemble indépendant d’ordre k, le colorier, le retirer du graphe, retirer un
ensemble indépendant d’ordre k, le colorier etc. jusqu’a ce qu’il ne reste qu'un
ensemble de sommets d’ordre inférieur & m, auquel on donne au plus m couleurs.
On a alors :

n

X(G) < —-+m<

(1+0(1)) .

>3

2logy
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5.4 Exercices

Exercice 5.1 Soit G un graphe a m arétes. Montrer que :

Exercice 5.2 Soit G un graphe connexe, et v un sommet tel que G \ {v} ne
soit plus connexe, mais soit la réunion de r composantes connexes Cf, ..., C,.
On note B; le graphe induit par C; Uv. Calculer le nombre chromatique de G
en fonction de ceux des B;.

Exercice 5.3 Trouver un graphe et un ordre sur ses sommets tels que l’algo-
rithme glouton ne soit pas optimal.

Exercice 5.4 Montrer que pour tout k, il existe ¢ > 0 tel que pour tout n
assez grand, il existe des graphes G & n sommets tels que x(G) > k et pourtant
X(G|s) < 3 pour tout ensemble de sommets S de taille au plus en.

Exercice 5.5 Montrer que tout graphe planaire peut étre colorié avec au plus
5 couleurs.
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Annexe A

Compléments sur la

transition de phase
d’Erdos-Rényi

Les cas a peine sous-critique et a peine sur-critique n’ont pas été vus en
cours, faute de temps. Voici des preuves.

A.1 Cas a peine sous-critique

Nous allons d’abord comparer les 3 processus (cf. Proposition A.1.1), et enfin
appliquer ces approximations pour obtenir une preuve du Théoreme 4.0.1 dans
les cas sous-critique.

A.1.1 Comparaison des trois processus

Le but de cette section est de compléter la comparaison des trois processus
initiée au Lemme 4.4.1. Tout d’abord, on peut approcher également par en-
dessous le processus de branchement de graphe par le processus de branchement
binomial.

Proposition A.1.1. Pour toutt > 1,

P(T,", > 1) < P(TY, > 1) = P(IC(0)] > t) < P(T , > ) .

n—t,p —

Démonstration: La majoration a été vue au Lemme 4.4.1. On conserve les nota-
tions du processus de graphe (4.9) en ajoutant des exposants gr. La proposition
est une conséquence du fait que :

T, = inf{t >0, t.q. N{" =n—t}.

49
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On peut alors coupler les processus de la maniére suivante. On définit un pro-
cessus 2 par Néz) =n—t, S(g2) -1

L® ~ B(N,p) conditionnellement & Ny_; = N
Vs>1{ P =5? +1® 1
N® =N,

De plus, pour tout s > 1, tant que N?"| > n —t, on peut coupler a I'étape s les

trois variables aléatoires Lget ng) de sorte que :
L, <L® .

Ainsi, tant que s < T}, on a toujours S§2) < Sy, ce qui implique que TW <

R W _
T, o T =inf{s > 0 t.q. S’ = 0}. O

Le processus de branchement de Poisson est plus agréable a manipuler que le
processus de branchement binomial. On a déja vu au Lemme 4.4.1 une compa-
raison lorsque ¢ < 3/2.

Pour la minoration, ou pour ¢ > 3/2, on doit utiliser des résultats plus
précis. On suppose que p = ¢/n, avec ¢ = ©(1) et ¢ = 1 + ¢, avec ¢ de signe
quelconque.

Lemme A.1.2 (Comparaison). Soient t et k tels que k> 1 et 0 <t < n. On
pose

Qk = po7 —
P(TE = k)

Alors, sit =0,
supQr < 1+0o(1) .
k

Sinon, si k < n et kt3 = o(n?), alors :

%(QTLE —t)+o(1).

log Qr = >

Démonstration: On omet l'indice k dans Q. D’apres le Théoreme 4.1.2,

P(S]l;in,n—t,p — 0)
P(S7°° = 0)

Q fr—
Ainsi,

((nk—tl)k)pkf%l _ p)(nft)k7k+1
Q = e—kzc(kc)k71 ;
(k—1)!

(nk _ tk)!ekc(l _ %)nkftkfkal
(nk —tk — k + 1)!(nk)k—1
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Gréce 4 la formule de Stirling, en utilisant que t = o(n),
log@ = (k(c—1)+1)+k(n—t)loglk(n — t)]
—HMn—t—U+1ng1—%)—bgMn—t—U+1ﬂ
—(k — 1) log(nk) + o(1) ,
- ks+1+om—tmbg1_%)
—HMn—t—1%+D{bﬁl—i)—bﬁl—i—?ﬁ+iﬁ}+oﬂ%

_ m+1+m%a_§

t _ <
+k(n—t—1) {log(l — —)+1log 1"1} +o(1) .
n L= o —ntm
Or,
1—1)(1=-< —e— 14t
1-D-2) | (efrt)

Notamment, si ¢t = 0, en utilisant log(1 — z) < z,
1
log@Q < ke + 1+ k(—e— E) +o(1)=0(1) .

Sinon, en général on remarque que :

1-20-3)

t 1 1
l-n-—atm

=0(n).

Donc, si k est petit devant n,

2

(Sm) -

Donc :
t 1 tc
1 = 1+k log(l——-)—e— -+ — 1
08Q = 1k|etioni- ) -+ B o),
te t t
= k [ +log(l——)+ ] +o(1),
n n’ o n
kt
= ﬁ(?”g - t) + 0(1) y
en utilisant & la derniere ligne que kt® = o(n?). O

On commence par compléter la majoration pour ¢ grand :
Lemme A.1.3 (Majoration (bis)). Pour tout u > 1,

P(+00 > TP > u) < P(400 > TP > u)(1+o(1)) .
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Démonstration: On prend t = 0 dans le Lemme A.1.2 :

, 1 ,
P(+oo > THm >u) = > %IP[S,T”’"_“’ =0],
k>u
1
< (1+40(1 —P[SP*° = 0],
< ( (1)) gzu " [Sk ]

= P(+o0>TF° >u)(1+0(1)).

Puis, on obtient les minorations utiles.

Lemme A.1.4 (Minoration). Soient u, us et t petis devant n tels que ug > u
et ust3 < n3. Alors,

P(+00 > Tp™, |, > u) > [P(+00 > TP > u)—P(+o0 > TF° > us)]e” 32 17294 (140(1)) .

Notamment, si t < n, u < n, ut® < n?, uJ(c) tend vers linfini et %(t -
2n€)+ < ].,

P(+o0 > T2 > u) > P(400 > TP° > u)(1 + o(1)) .

n—t,p =

Démonstration: On écrit :

P(400 > TP > u)

n—t,p =
o Lo qbinn—1
> 35 Lpggnnto ),
k=u
ugt ]_
> (L+o())e 372w 3T PlSIC =],
k>u

> [P(+00 > TP° > u) — P(+00 > TP > uy)] e 20z 720+

Pour le deuxiéme point, on choisit us tel que u <€ us <€ n, ust® < ndet

;‘Tﬁ(t — 2ne); < 1 puis on utilise le Lemme 4.5.1 qui assure que :

P(+o00 > TP > ug) < P(+o00 > TF° > u) .

O

Enfin, on obtient 'analogue du Lemme 4.3.1 pour le branchement binomial,
lorsque ¢ tend vers 0.

Lemme A.1.5 (Probabilité de survie). On suppose que € > 0 et t = o(en).
Alors, quand € tend vers 0T,

P(TP™, = +o0) = 2¢ + o(e) .

n—t,p —
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Démonstration: On note y la probabilité de survie. D’apres I’équation (4.3), on

sait qu’elle est définie comme la plus petite solution de :
y>0et1—y:(1—g)”’t.
n

On remarque que :

log [(1= £)y1] = (n-1) (—‘f +o (f)) :
= —yc+o(y?) +o(ye) .

Donc, en utilisant y £ 0 pour diviser par y :
2 y? 2
1—y = 1l—yc+oly )+0(y5)+?+o(y ),

y2
T o) = yetolye),
y+o(y) =2 +o(e) .

D’ou le résultat. t

A.1.2 Phase a peine sous-critique

Le fait que les composantes connexes de G(n, p) soient simples dans les phases
sous-critique et & peine sous-critique a été vu dans l'exercice 0.4.

Il nous faut maintenant controler la taille des plus grandes composantes
connexes, en utilisant le travail fait jusqu’ici, qui concerne la taille d’une com-
posante connexe particuliere. Un argument assez général basé sur une méthode
du premier moment est contenu dans le lemme suivant.

Lemme A.1.6. On note :
m = E(|C(v)]) .
(i) Soit u = u,, tel que
n
"B(CW)| 2 u) = o(1) (A1)

Alors,
P(LY > u) = o(1) .

(ii) Soient v =, 8=, et T =T, telles que
B=w(),
TBm <n,

et
TP —1pmp(|C(v)] > u') > 1,

ot Py, désigne la proba selon G(1,p). Alors,
P(LY <u') =o(1) .
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(iii) On suppose de plus que
Prrpmp(IC(0)] = up,) = OP(IC(0)] > uy,)) -
Alors, pour tout r fizé€,
IP(L(T) <)) =o(1).
Démonstration: Notons X le nombre de sommets qui appartiennent a une
composante connexe d’ordre au moins u. On a :
E(X) <nP(|C(v)| > u) .

De plus, s’il existe une composante connexe d’ordre au moins u, alors X est
supérieure & u. Donc,

P(LY >u) < P(X >u),

. PCE)] =)

ce qui montre le premier point.

Pour la minoration, on explore les composantes connexes du graphe de la
fagon suivante. Tous les sommets du graphe sont ordonnés et on va explorer les
T premiéres composantes connexes selon cet ordre (I'ordre d’une composante
connexe étant déterminé par le plus petit sommet lui appartenant).

On examine C(vy), avec v1 = 1, qui est de taille supérieure a v’ avec pro-
babilité ¢ = P(|C(v)| > u'). puis on examine C(vq) olt v2 est le premier som-
met n’appartenant pas a C(vq1). Conditionnellement a |C(v1)| = k, C(vg) vit
dans G(n — k, p). Conditionnellement & |C(v1)| < v, la taille de cette seconde
composante connexe est donc minorée par la taille de C(v), avec v fixé, dans
G(n — u/,p). On continue comme ¢a jusqu’a la T-iéme composante connexe.
Remarquons que :

T

P(Y_1C(v)| = BTm) < 57" = o(1).

i=1
La probabilité qu’aucune de ces composantes connexes ne soit de taille supérieure
a ' est donc inférieure A :

T

/ —TPr—gm,p(|C(v)[ >0’

TP srms|C@0)] < u) < e Prosmmsn (€O 4 (1)

i=1
Ceci montre le deuxieéme point.

Pour le troisieme point, notons Y le nombre de composantes connexes, parmi

les T' premieres, qui sont de taille supérieure ou égale & u’. On note :

4 =Przgmp(|C(0)] 2 u')
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et
i=Pu(|C(v)| =) .

Quitte & augmenter u’, on peut supposer que ¢ tend vers 0. Ainsi,

T
P(Y <r) = P(Y <ret Y |C(v;)|<BTm)+o(1),
=1
< Y PMVEST, Licsw =biet Y _|C(v:)] < BTm) +o(1)
be{0,1}7 j=1
[b|<r
T
< Y TIPesrmp(Cwl < o) P Py, (|C(0:)] = w') +0(1)
be{0,1}7 i=1
lb|<r
< Y (=9 M@ +o(1),
be{0,1}7
[b|<r
< (r+1)(TYTe T+ 0(1)) + (1)

= o(1),

puisque par hypothese, ¢ et ¢ sont du méme ordre et T'q tend vers U'infini. [

La taille d’'une composante connexe fixée est facilement majorée par la Propo-
sition A.1.1 et les Lemmes 4.4.1 et 4.5.1. On a, pour tout sommet v fixé :

n n
—_ < —_ po
UIP’(|C(U)| >u) < UIP(TC >u),

ne—uJ(c)

ub/2¢J(c)V2m

<

On pose A = n'/3.J/2(¢), qui permet d’englober les cas sous-critique et & peine
sous-critique. En effet, dans le cas sous-critique, lorsque ¢ = 1 — € avec ¢ tend

vers 07 mais grand devant n~'/3, on a A tend vers linfini et A ~ n'/3c. En
choisissant

_log(nJ3/%(c))  3log())

- J() G
on obtient :

%]P’(|C(v)| > u) = O(log™*/% \) = o(1) .
Pour la minoration, on pose

,_ log(nJ*(c))

u = J(C) (1_5)a
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avec § €]0,1[ fixé. On remarque que d’apres le Lemme 4.5.1 :

ne—v'J(©

= (u')5/2cJ (c)V/2m
Q ()\3‘5/(log A)5/2) .

ZB(I > ) (1+0(1)),

Si on trouve T et (3 tels que :

P prmp(|C(v)] > ') 2 P(TF? > ')(1 4 0(1)) (A.2)
et
Tu/\3°
—>1 A.
n(log \)>/2 =5 (A.3)

on aura fini. Remarquons que |C(v)| est inférieure stochastiquement & T7°,
donc :

m =E(|C(v)]) <E(T") = =€

Pour appliquer le Lemme A.1.4, et obtenir (A.2) il suffit d’avoir (en prenant 3
tendant vers l'infini assez lentement) :

u'(Tm)* = o(n?), u'(Tm)e=o(n).
Dongc, il suffit d’avoir :

T = o(ne/(u)?), T =o(n/u').

ne/(u)? = O(A\2nt3/\/log ), n/(meu’) = OA2n'/3/log \) .
Et la condition (A.3) est équivalente & :
T > n1/3(10g )\)3/2)\2—36 )

1l suffit donc de prendre par exemple T = n'/3X2/(log \)*/2. On peut donc
appliquer le Lemme A.1.6, et on obtient que :

P(L™Y > 3log A/ J(c)) = o(1) ,
et pour tout r fixé (et tout &’ €]0, 1),

P(L™ < 3(1 —d)log\/J(c)) = o(1) .



A.2. CAS A PEINE SUR-CRITIQUE 57

A.2 Cas a peine sur-critique

A.2.1 Existence de la composante géante

Nous allons montrer que lorsque p = ¢/n avec ¢ = 1+¢, ¢ = A3 et A > 1,
il existe une plus grande composante géante de taille équivalente & ny(c), et il
n’existe pas de composante de taille supérieure & ny(c)(1 + §). Fixons § > 0 et
notons t; = ny(c)d et to = ny(c)(1 — ). Le point crucial est d’arriver & montrer
que :

P(3t € [t1,t2] s.t. S¢ <0) =o(1),

mais ici, on ne peut plus utiliser une borne d’'union comme dans le cas sur-
critique : on perdrait trop. Il faut comprendre que la borne d’union est en
général tres mauvaise. En effet, si S, = 0 pour un & dans [ny(c)d, ny(c)(1 —9)],
alors cela va influer, négativement, sur la valeur de Sy(c)(1-s)-

Lemme A.2.1. Pour tout A <0,
P(3t € [t1, 2] s.t. Sy < 0) < e M2t E(AS) |

Démonstration: Pour k € [t1,ts], notons By I'événement {X; > O0Vi € [t1,k —
1], et X = 0}. Notons également B 1’événement {3t € [t1,t2] s.t. Sp < 0}.
Alors, B est I'union disjointe des événements By, pour k € [t1,t3]. Pour com-
prendre U'influence de By sur la valeur de St,, écrivons :
E(eMe1p,|Sh,...,Sk) = 1, EWIEES275)|G, . 8,
lBkE(e/\(Stz—Sk)|Sk) ,

or d’apres la Proposition 4.1.4, pour A <0 :

E(XS==S0(S, ..., 8)) > e E(Sn=Sksk)
= Mn=S=k)(1-(1-p)27F)—ta+hk]
> A(=Su)p(t2—k))—tatk]
= MbmR)(c(l=8k/n)—1)

Donc :
E(52 15, |, ..., Sk) > 1g,e 2He
D’ou :

t2 t2
P(B) =Y P(By) < e MmhE() " eMelp, ) = e MR (M) |
k:tl k?:tl

O

Notons B léveénement {3t € [t1,t2] s.t. S; < 0}. En optimisant en A < 0 le
Lemme A.2.1, et en notant que e(t2 —t1) ~ ny(c)e(1—26) < E(Sy, )ny(c)e(1—9),

P(A) < ¢ MBip (Slh2=0))
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Or, d’apres la Proposition 4.1.4, S;, suit une loi B(n — 1,1 — (1 — p)*2. Comme
top ~ 2¢(1 — 4), Var(Sy,) ~ 2ne(1 — §) et E(Sy,) ~ (1 — §)2ne?. En utilisant
I'inégalité de Bernstein (on pourrait aussi utiliser la transformée de Cramér de
la binomiale), on obtient :

e—AEtz (e(ta—t1))

P(A)

IA

)

_ (E(Sty—e(ta—t1)?
< ¢ 2Va(S) T (E(Se, —(i—11)/3)
b

(2n552)2
e dne(i=o) (1+0(1))
)

=N’ (1+0(1))/(1-6) 7
= ol).

Ainsi, a.p.s. on est en train d’explorer une composante de taille supérieure a to —
t1 entre les instants t1 et 5. Nous allons montrer maintenant que ’exploration de
cette composante s’arréte nécessairement avant Uinstant ny(c)(1 + §). D’apres
(4.10), E(S) est négative lorsque ¢t = ny(c)(1 + J), et plus précisément, par
concavité :

E(S;) < ndy(c)¢’ (y(c)) + O(1) ~ —2nds? .
De plus, Var(S;) ~ ntp ~ 2ne(1 + §). Donc en utilisant Bernstein,
P(S; >0) = P(S: —E(S:) > —E(S))

_ (E(Sy)?2
e 2Var(SFE(S/3) |

IN

2nde? 2
= e dmeary (o)

e N (+o(1)

On obtient donc qu’il existe une composante connexe de taille supérieure a
ny(c)(1 — 26), explorée entierement entre les instants 0 et ny(c)(1 + 9).

Pour prouver 'unicité de cette composante, on ne peut plus utiliser la borne
d’union, mais on peut la voir comme une conséquence de la dualité.

A.2.2 Dualité, unicité et complexité

Soit G ~ G(n,p), et soit C' la réunion de toutes les composantes connexes
de taille comprise entre ny(c)(1 — 20) et ny(c)(1 4+ J§). On considere la loi de
G\ C. Comme dans le cas sur-critique, la loi de ce graphe est celle d’'un G(n, k)
avec k de l'ordre de ny(c)(1 — 26) au moins (et on sait que n — k est d’ordre n,
Pordre du nombre de sommets isolés), conditionné a ne pas avoir de composante
connexe de taille entre ny(c)(1 —26) et ny(c)(1+ ). Pour un entier k supérieur
a ny(c)(1 —28) ~ 2ne(1 — 26),

- ! kc(l—%) <- ! - (142)(1-25(1-20)) = ﬁ(l—s(l—%)%—o(s)) ,

p:
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et si § est assez petit, on se retrouve ainsi dans la phase a peine sous-critique.
On verra alors (cf. section A.1) qu’avec probabilité tendant vers 1 les r plus
grandes composantes, pour r fixé, sont d’ordre £ 2In\. Notamment, il n'y a
pas de composante de taille comprise entre ny(c)(1 — 26) et ny(c)(1 + ), donc
le conditionnement ci-dessus ne change pas les propriétés de graphes a.p.s. On
en déduit donc qu’il n’y a pas non plus, dans le graphe initial, de composante
de taille supérieure & ny(c)(1 + §). On peut alors faire le méme argument que
dans le cas sur-critique pour 'unicité de la composante géante et sa complexité.
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Annexe B

Inégalités de corrélation

Ce chapitre est un deuxieme interlude technique a propos des inégalités de
corrélation. Il nous servira pour I’étude du nombre chromatique (cf. chapitre 5).

B.1 Inégalité de Harris

Si les indicatrices qui composent X, la variable aléatoire qui compte le
nombre de copies d’un graphe G dans G(n,p), sont corrélées, il semble qu’il y
ait un sens dans cette corrélation : elles sont positivement corrélées, car lorsque
I'une d’elles vaut 1, cela a tendance a aider les autres a valoir 1. Cet argument
semble indiquer que :

P(Xg>1)> ][] P(ScG(np).
Se0(@)

Nous allons voir que c’est effectivement le cas grace a l’inégalité de Harris. Celle-
ci est tres simple & montrer dans le cadre d’un espace produit (elle se généralise
a des cadres plus généraux).

Théoréme B.1.1. Soient f et g deux fonctions mesurables réelles définies sur
un espace de probabilité produit (H?:1 X, @1 1) ot chaque X; est totalement
ordonné. Si [ et g sont des fonctions croissantes (pour l'ordre coordonnée par
coordonnée sur [[;_, X;), et X est un vecteur aléatoire de loi p, alors :

E(f(X)g(X)) = E(f(X))E(g(X)) .

Démonstration: On montre le résultat par récurrence sur n. Si n = 1, c’est
ce qu'on appelle I'inégalité d’association positive de Tchebychev (ou “lautre
inégalité de Tchebychev”). On considere X et X’ deux variables aléatoires
indépendantes de loi p;. Comme X est totalement ordonné et que f et g sont
croissantes,

(f(X) = FXN(9(X) —g(X")) 2 0.
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En prenant ’espérance, on obtient le résultat pour n = 1. Sin > 2,
E(f(X)g(X)) = E(E(f(X)g(X)| X1, ..., Xn-1)) -

L’inégalité pour n = 1 montre que :

E(f(X)g(X)[X1,..., Xpn1) = E(f(X)| X1, ..., Xn1)E(g(X)[ X1, ..., Xna)

Enfin, comme E(f(X)|X1,...,Xn-1) et E(g(X)|X1,...,Xn—1) sont des fonc-
tions croissantes de (X1,...,X,—1), 'hypotheése de récurrence au rang (n — 1)
montre que :

E(E(f(X)|X1,. .., Xp 1)E(g(X)|X1,..., Xn 1))
> EE(f(X)| X1y, Xno1)EEG(X)| X150, Xno1))
E(f(X))E(g(X)) -
Cela donne le résultat au rang n. O

Cette inégalité a une forme plus générale, satisfaite par des mesures qui ne sont
pas nécessairement de forme produit, connue sous le nom d’inégalité FKG.

B.2 Inégalité de Janson

On considere le cadre de 'hypercube {0,1}", muni d’une mesure produit
1= &7, ;. On note G un vecteur aléatoire de loi u qu’on identifie & un sous-
ensemble aléatoire de [n] par la correspondance G — {i € [n] t.q. G; = 1}. Soit
I" une collection de sous-ensembles de [n]. Pour a € T', on note :

Ia = ]laCG Pa :E(Ia> .
On note o ~ Bsi o # B et anN B # (. On définit :
W=> I,
ael

A= Z E(I,15)

anp

Le résultat suivant permet d’obtenir une majoration de P(W = 0) qui est no-
tamment bien meilleure que I'approximation poissonienne du Chapitre 1 lorsque
A, Vespérance de W, est grande.

et

Théoréme B.2.1 (Inégalité de Janson). Pour tout € € [0,1],

BW < (1—e))) < ¢ 05 o Tesma

Notamment,
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Démonstration: Pour t > 0, on note 9 (t) = E[e7tW]. Alors,
wl(t) — —]E[ —tW ZE —tW

On note, pour v € I', W, = In + 35, Ig et Wi/ =W — W,. Ainsi, W est
indépendante de I,. Maintenant,

E(Ioe=W) = poE(e~Wae e |I, = 1) .

Le fait de conditionner par I, = 1 revient & fixer a 1 les valeurs de G; pour
1 € . Ainsi, l'inégalité de Harris implique que :

E(I,e™™) > poE(e We|l, = DE(e Ve I, =1),
= paB(e™a |, = DE(e™)
> paE(eitW(;uoc = I)E(eitw) .

Ainsi, en utilisant Jensen,

U'(t)

IN

Zpa _tW I = ]-) s
bt ZpaefE(tWa\Iazl) ’
Po _ "N Iy=
— _)‘w(t)z 706 E(tW) |1,=1) 7

< Ap(t)e” To BEWLITa=1)
= (e F ZaEWala)
= Mp(t)e TR

IN

b

En intégrant cette inéquation différentielle, on trouve :

A

A
1+A(1_€(1+*)t)~
A

logy(t) < —

On passe alors a la transformée de Legendre. O
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