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Exer
i
e 9 : Tiré de l'examen de rattrapage 2010

Pour tout entier n > 0 on pose

un =

∫ (n+1)π

nπ

cos2 x

1 + x
dx, vn =

∫ (n+1)π

nπ

sin2 x

1 + x
dx

1. Cal
uler an := un + vn et véri�er que la série

∑

n
an diverge.

Solution :

an =

∫ (n+1)π

nπ

cos2 x+ sin2 x

1 + x
dx ,

=

∫ (n+1)π

nπ

1

1 + x
dx ,

≥

∫ (n+1)π

nπ

1

nπ + 1
dx ,

=
π

nπ + 1
.

Soit wn = π

nπ+1 qui est une suite positive. wn est équivalente à 1/n lorsque n tend vers

l'in�ni, or

∑ 1
n
diverge (Riemann), don
 la série

∑

wn diverge également, et don
 la série

∑

an diverge aussi par 
omparaison.

2. En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout n > 0 on a

|un − vn| 6
1

2πn2

Solution :

un − vn =

∫ (n+1)π

nπ

cos2 x− sin2 x

1 + x
dx ,

=

∫ (n+1)π

nπ

cos 2x

1 + x
dx ,

=

[

sin 2x

2(1 + x)

](n+1)π

nπ

∫ (n+1)π

nπ

sin 2x

2(1 + x)2
dx ,

=

∫ (n+1)π

nπ

sin 2x

2(1 + x)2
dx .



Don
 :

|un − vn| =

∣

∣

∣

∣

∣

∫ (n+1)π

nπ

sin 2x

2(1 + x)2
dx

∣

∣

∣

∣

∣

,

≤

∫ (n+1)π

nπ

∣

∣

∣

∣

sin 2x

2(1 + x)2

∣

∣

∣

∣

dx ,

≤

∫ (n+1)π

nπ

1

2(1 + x)2
dx ,

≤

∫ (n+1)π

nπ

1

2x2
dx ,

≤

∫ (n+1)π

nπ

1

2n2π2
dx ,

=
π

2n2π2
,

=
1

2n2π
.

3. Déduire des résultats pré
édents que

∑

n
un et

∑

n
vn sont deux séries divergentes.

Solution :

On sait que

∑ 1
n
2 
onverge (série de Riemann 
onvergente), don


∑ 1
2n2

π

onverge. Or

0 ≤ |un − vn| ≤
1

2n2
π
don
 par 
omparaison de séies à termes généraux positifs,

∑

|un −
vn|converge. Or la 
onvergen
e absolue implique la 
onvergen
e, don


∑

un − vn 
onverge.

Si

∑

un et

∑

vn étaient de natures di�érentes,

∑

un − vn divergerait, 
e qui est faux. Don


∑

un et

∑

vn sont de même nature. Mais si elles 
onvergeaient toutes les deux,

∑

(un+ vn)

onvergerait, 
e qui est ex
lu (premièer question). Don


∑

n
un et

∑

n
vn sont deux séries

divergentes.

4. Si α est un paramètre réel, on pose

fα(x) =
sin2 x

(1 + x)α
∀x > 0

Déterminer les valeurs de α pour lesquelles la fon
tion fα est intégrable sur [0,+∞[.
Solution :

On remarque que fα est positive et 
ontinue sur [0,+∞[. Comme xn = nπ est une suite


roissante de [0,+∞[ tendant vers +∞,

∫ +∞

0 fα(x) dx 
onverge si et seulement si la série

∑
∫

xn+1

xn

fα(x) dx 
onverge. Lorsque α = 1, 
ette série est la série

∑

vn qui diverge d'après

la question pré
édente. Don


∫ +∞

0 fα(x) dx diverge lorsque α = 1.

Si α ≤ 1, pour tout x de [0,+∞[,

fα(x) ≥ f1(x) ≥ 0 ,

Don
 par 
omparaison d'intégrales de fon
tions positives,

∫ +∞

0 fα(x) dx diverge également.



En�n, si α > 1, pour tout x de [1,+∞[,

0 ≤ fα(x) ≤
1

xα

or l'intégrale de Riemann

∫ +∞

1
1
x
α
dx 
onverge, don
 par 
omparaison d'intégrales de fon
-

tions positives,

∫ +∞

0 fα(x) dx 
onverge.


