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TRAVAUX DIRIGES
STATISTIQUE DESCRIPTIVE
[Exercice 1.1] On considere deux séries © = (1,...,2,) et y = (y1,...,yn). On appelle a

coefficient directeur de la droite de régression du nuage (x;, y;)i=1,..n €t a
de régression du nuage (y;, Zi)i=1,... n-

e le

z/y celul de la droite

1. Donner a,/, et a,, en fonction des (x;)i=1,...n €t (¥i)i=1,...n-

2. Montrer que a,/, X a,, = corr(z, y)2.

3. interpréter les cas corr(x,y) = 0, corr(z,y) = 1 et corr(z,y) = —1.

[Exercice 1.2] On considére la méthode de I'ajustement polynomial par moindres carrés ordi-
naires.

1. On suppose que la série peut se décomposer en
Tt :a1t2—|—a2t—|—a3—|—et, t=1,2,...,n.

Donner dans le cadre de I'ajustement polynomial, les valeurs de a1, as et asz en fonction
des observations de x.

2. Soit ¢ € N*. On suppose que sur chaque intervalle de longueur 2¢q + 1, la série peut étre
approchée par un polynoéme de degré 2 :

Tt4i = al(t)i2+a2(t)i+a3(t)+€t+ia (RS {_qa _q_|_13 s 7q_17Q}7 t= Q+1a2a - —q.

Comment procéderiez-vous pour déterminer les valeurs de a1, as et az en fonction des
observations de x 7 Illustrer cette méthode avec ¢ = 2.

[Exercice 1.3 On considere une série chronologique = = (z1, ..., ;) qui s’écrit :
Te=my+e, t=1,2,....n

ou (my); est une tendance et (e;); est stationnaire de moyenne nulle. Soit ¢ € N*.

1. Montrer que si t — m; est linéaire alors la série obtenue par

1 q
Vite{l,...,n}, = i
{Lonl w=g =g 3wy
J=—4q
assure que

Vte{q+1,...,n—q}, w=my.

En particulier montrer que cette transformation permet de conserver la tendance. Montrer
que cette transformation ne conserve pas les tendances polynomiales de degré 2.

2. Soit (0_q,0_g11,...,0-1,60,61,...,04-1,0,) une suite de 2¢ + 1 coefficients tels que
Vjel{0,...,q}, 6;=0_;.

A partir de la série z, on considere la série

1 q
Vte{l,,n}, wt:2q—|—1jzz_q0‘jxt_‘j.



a) Quelles sont les conditions que 'on doit imposer sur (0_g, 6441,

cey0-1,00,61,...,604-1,0,)
pour que cette transformation conserve les tendances constantes ?
b) Quelles sont les conditions que ’on doit imposer sur (0_4, 0 _q41,...,0-1,00,61,...,04-1,0,)
pour que cette transformation conserve les tendances linéaires 7

[Exercice 1.4] Construire une moyenne mobile symétrique d’ordre 5 qui élimine les composantes
périodiques de période 3 et laisse passer les polynomes de degré inférieur ou égal a 2. Remarque :
cette moyenne mobile doit donc s’écrire M = asB~2 + a1 B~ + agl + a1 B + a2 B>.

Un indice : une base des fonctions de période 3 et de moyenne nulle sur toute période est
donnée par (s1,s2), avec :

51(0) =1, s1(1) = —1 et s2(0) = 1,52(2) = —1.



M1 BIBS Orsay
Analyse spectrale et Séries Chro.
2010-2011

TRAVAUX DIRIGES

PROCESSUS STATIONNAIRES - ARMA

[Exercice 2.7] Soit Z = (Z;)icz une suite de variables aléatoires gaussiennes i.i.d centrées, de
variance commune o2 et a, b et ¢ trois constantes réelles. Parmi les processus suivants, lesquels
sont stationnaires au sens large 7 Donner alors I'expression de leur fonction d’autocovariance.

() Yi=2Z1 (b) Yi=t+Z;
() Y=tz (d) Yi=a+bZi+cZi

[Exercice 2.2 Soient A et B deux variables aléatoires réelles centrées indépendantes, de méme
variance.

1. Montrer que le processus X = (X}):cz défini par
s s
Xi = Acos(<t) + Bsin(<t),
3 3
est stationnaire au sens large.
2. Trouver sa fonction d’autocovariance.

3. Tracer une trajectoire de ce processus (choisir A et B) pour ¢t = 1,...,50. Commenter.

[Exercice 2.3] Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable et p leur

coefficient de corrélation :
Cov(X,Y)

Var(X)Var(Y)

1. Montrer que p € [—1;1].
2. Montrer que

|p|=1 < il existe (a,b) € R? tels que X = aY + b p.s.

Calculer a et b en fonction de p, Var(X), Var(Y), E(X) et E(Y).
3. Que vaut p quand X et Y sont indépendantes ?

4. Soit A une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0;1]. On pose X = cos(2wA)
et Y =sin(27A). Calculer p. Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.

[Exercice 2.4] Soient X, Y et Z trois variables gaussiennes centrées réduites et indépendantes.
Onpose U=X+Y —Z et V=aX+0bY, ouaetbsont dans R.

1. Quelle est la loi de (U, V') ? Déterminer la loi de U et la loi de V.

2. Déterminer les lois de U + V et U — V. A quelle condition U + V et U — V sont-elles
indépendantes ?

3. Peut-on avoir U et V indépendantes ainsi que U +V et U — V 7



[Exercice 2.5l Soient X une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite et Y une variable
aléatoire réelle indépendante de X, ne prenant que les valeurs +1 et —1 avec P(Y = 1) =p
(0<p<1).0Onpose Z=XY.

1. Quelle est la loi de Z 7 Le couple (X, Z) est-il gaussien ?

2. Montrer que pour tout p € [0;1], X et Z ne sont pas indépendantes. Montrer cependant
que pour p bien choisi, Cov(X, Z) = 0.

[Exercice 2.6] Soit (X,Y") un vecteur gaussien de matrice de covariance

_(Lr
K_<p 1>’

ou p € [0;1]. Montrer que X+Y et X —Y sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes.

Soit M une moyenne mobile de la forme :

q
M= 6B,
1=—q
et telle que :
1. la variance d’un bruit blanc soit réduite au maximum ;

2. les constantes soient conservées.

Montrer que M est la moyenne mobile arithmétique qui est de la forme suivante :

Remarquer également que M laisse invariantes les tendances linéaires.

[Exercice 2.8 On s’intéresse & 'effet d’une moyenne mobile sur un bruit blanc. Soit M une
moyenne mobile de la forme :

m2
M= > 6B,
i=—m1
et (Z;, t € Z) un bruit blanc de moyenne nulle et variance o2. On pose :
vteZ, Yi=MZ .
1. Montrer que pour tout ¢t € Z, E[Y;] = 0 et, pour tout ¢t € Z et tout k € Z,
Cov[Yi,Yis) = 0 30,01 = 2(h) 1)
JEZL

ouon a posé 0; =0sij < —mqouj>mo.
2. Soit X; = my + s¢ + Zy, avec m; une tendance quadratique et s; une saisonnalité de
période p. On suppose que M laisse invariantes les tendances quadratiques et absorbe les

saisonnalites de période p. Que vaut M X;? Le bruit dans la série M X; est-il un bruit
blanc ? Que vaut sa variance, et sous quelle condition est-elle plus faible que o2 ?
3. Montrer que ~ vérifie :
D oAk) =P M(z)M (L),
keZ
on M(z)=>"
M.

ez 95 27 est la fonction de transfert du filtre constitué par la moyenne mobile
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TRAVAUX DIRIGES

PREDICTION ET MODELES NON STATIONNAIRES

[Exercice 3.7] Soient X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable et p leur
coefficient de corrélation. Dans cet exercice, on s’intéresse a la meilleure approximation de X
par une fonction affine de Y au sens L?(P). C’est a dire que l'on recherche a et b de sorte que
E[(X — (aY + b))?] soit minimale. On note X cette meilleure approximation.

1. On suppose que Y n’est pas constante p.s. En utilisant que E[(X — )?)Y] =0et E[(X —
X)] = 0, montrer que

Var(X)
Var(Y)

X=E(X)+p x (Y — E(Y)).

2. Montrer que la précision de ’approximation est donnée par :

E[(X — X)?] = Var(X)(1 - p?).

[Exercice 3.2 Soit U un bruit blanc de variance 2. Soit X un processus AR(1), c’est-a-dire
que X; —aX;—1 = Uy, avec a € R. On suppose que |a| # 1.

1. Prouver que si |a| < 1, alors

VteZ, X,= ZakUt_k.
k>0

En déduire que I'espace vectoriel fermé HY engendré par les variables {X,, p < n} est
égal a 'espace vectoriel fermé H{; engendré par les variables {U,, p < n}. Calculer la
fonction de covariance de X.

2. Prouver que si |a| > 1, alors

VteZ, Xi=-— ZG_kUt+k-

k>1
Calculer la fonction de covariance de X.
[Exercice 3.3| Prédiction d’un ARMA(1,1)
Soit X = (X})tez un processus ARM A satisfaisant
1 1
\V/ t S Z, Xt - §Xt_1 — Ut - gUt_17 (2)

ot U = (Uy)tez est un bruit blanc de variance o2. On note v sa fonction de covariance.

1. En calculant pour [ > 2, E(X;X;_;), montrer alors que

Vix>2, ~()=2""1y(1).



. Montrer que
1
_ —k
VteZ, thUt+§Zz Uk
k=1
puis que

11X
VteZ, VIeZ, Xy i=U_+5> 2 14 (3)
3 k=1

. En utilisant I’équation ([B]) avec | = 0 et [ = 1 ainsi que I’équation (2)), calculer v(0) et
7(1) en fonction de o2.

. Calculer la meilleure prédiction de X,,+1 en fonction de H;X = vect(X,, p < n).

5. On suppose que le processus W est gaussien. Donner un intervalle de confiance a 95%

pour X, ;1.

. Calculer la meilleure prédiction de X,,; en fonction de HY = vect(Xp, p < n) pour tout
j=> L

. Calculer, a l'aide d’un ordinateur, les coefficients de la prédiction linéaire de X, ;1 en
fonction de (Xo, ..., Xn_1).
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TRAVAUX DIRIGES

STATISTIQUE SUR LES ARMA ET MODELES NON STATIONNAIRES

[Exercice 4.1]

1. Soit ¢ un réel tel que |¢| < 1, Z un bruit blanc de variance 02 et X 'AR(1) causal défini
par :
Xe=0Xt 1+ 2.

Pouri > 0, calculer Py(X;|X;_1,..., Xo), la prédiction linéaire de X; sachant X;_1, ..., Xo,
et r;(¢) la variance de 'erreur de prédiction :

ri(¢) = E[(X; — Po(Xi|Xi1, ..., X0))?] .

2. On observe maintenant une série chronologique aléatoire Xo,..., X1, et on fait I'hy-
pothese que c’est un AR(1) causal défini par une valeur ¢ inconnue. Si on prédit séquentiellement
X; par Py(X;|Xi—1,..., X0, on note :

Su(9, X) = Z

la somme des carrés des erreurs de prédiction standardisées. Calculer (5(1) la valeur de ¢
qui minimise Sy (¢, X).

3. Dans le méme cadre que la question précédente, on note 5(2) I'estimateur du maximum
de vraisemblance de ¢. Montrer que si o) = 0, alors e #* oW,

[Exercice 4.2 Soit ¢ un réel tel que |¢| < 1, Z un bruit blanc de variance 0%, Y ' AR(1) causal
défini par :
Y =¢Yi1 + 2y,

et (X¢)i=0 VARIMA(1,1,0) défini par une variable Xy décorrélé de (Z;).ez et :
Vizl, Xie=Xi1+Y:.

Déterminer la prédiction linéaire & un pas de X; sachant Xg,..., X;_1 pour ¢t > 1.

[Exercice 4.3] Soient oy et ap deux nombres réels, et (x4)i>0 une suite déterministe définie par

la récurrence suivante :
{ To et x1 donnés

VE2>2, x =011 1+ ery o

Soit Z; un bruit blanc. On considére un processus Y; défini par :
Vi20, Vi =011+ ¢2Yeot a1y +agwe—2+ 2y + 6121 .

Ecrire un modele d’état pour Y.
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TRAVAUX DIRIGES

ANALYSE SPECTRALE

[Exercice 5.1] Calculer les transformées de Fourier discretes des séries sur {0, ...,n—1} définies
par les fonctions suivantes :

Lttt
2.t e avec wy € [—, 7] fixé.

3. t+— sin(twy), avec wy € [—m, 7| fixé.

[Exercice 5.2l Phénomeéne de Gibbs discret
Soit m € N et n = 2m. On définit le vecteur x suivant :

YVt € {0,...,?7,—1}, .Z‘(t) = ][tgm—l .

On fixe o €]0,1/2]. On pose J = |an] et :

J
1 iTgs
Vs € {0,...,n—1}, x5(s) = % Z €2T]5L‘\(j)7
=7

Montrer que :

si J est pair

SN

1

zy(n—1) = {

Comparer xj(n — 1) a z(n — 1) et commenter.

N[0 =

si J est impair

d



SOLUTIONS

Solution .4t Une moyenne mobile étant un opérateur linéaire, il suffit d’écrire ce qu’il faut
sur une base des polynémes (1,¢,t?) et sur une base des fonctions de période 3 et de moyenne
nulle :

VteZ, as+a1+ag+a+azy=1

vVt € Z, ag(t—2)+a1(t—1)+a0t+a1(t+1)—|—a2(t+2):t

YVt € Z, as(t —2)% 4+ ar(t — 1) + apt? + a1 (t + 1)? + az(t + 2)% = t?

vVt € Z, agsl(t — 2) + alsl(t — 1) + aosl(t) + alsl(t + 1) + agsl(t + 2) =0
vVt € Z, a282(t — 2) + alsg(t — 1) + aosz(t) + a182(t + 1) + (1252(15 + 2) =0

ce qui est équivalent a :
2a0 + 2a1 +ag =1
4as +a1 =0
VteZ, as+a; —ayg=0

D’ou :

) a = —— .

4 1
9 9

3
an = — alr =
0 9’ 1

Solution 2.7t On cherche donc les coefficients § = (0, ..., 00, ...,0), solution du probleme
de minimisation suivant : .
2
max Z 0;

’szmm
s.C. Z 0;,=1
i=—m
En appliquant la méthode des multiplicateurs de Lagrange, on montre que la solution optimale
est :
Vie{-m,...,m}, 0;=

Solution 5.3k Calculons d’abord la transformée de Fourier discrete X, (A) du vecteur (X7, ..., X,).
1 n
X ()\) - eitwefit)\ ’
R

— 1 < it(w—2X)
= e,
t=1
ou on reconnait la somme partielle d’une série géométrique. Si A = w,
X,(\) =+vn.
Si A # w,
1 ein(w—)\) -1
XN = ———mF—
) Vn oellw=2) — 1
emW=N/2 gin(n(w—\)/2)
Vnel@=2/2 sin((w —\)/2)




On obtient ainsi le périodogramme : si wy =

2km

n ?

I (wr) n Siwp =w
n\Wk) = sin(n(w—w 2 .
’ nsi;(gw—w:%gQ SIOon.

Remarquons que si la fréquence w est une des fréquences wy, alors le périodogramme est nul

partout sauf pour wg = w. Dans le cas contraire, le périodogramme ne donne plus zéro. O

Solution 2.4k

1. Comme X, Y et Z sont trois variables gaussiennes centrées, réduites et indépendantes, le

vecteur (X,Y, Z)T est un vecteur gaussien de moyenne (0,0,0) et de matrice de cova-
riance I3, la matrice identité de taille 3z3. Le vecteur (U, V)7 est I'image de (X,Y, Z)7
par une application linéaire, de matrice :

1 1 -1
A= .
< a b 0 )
Par conséquent, (U, V)7 est un vecteur gaussien, de moyenne A.(0,0,0)” = (0,0)7 et de
matrice de covariance :

o T T 1 a+b
I'=AlLA" = A4 _<a+b a® + b2
Par conséquent, U ~ N(0,1) et V ~ N(0,a® + b?).

. Le vecteur (U +V,U — V)T est I'image du vecteur gaussien (U, V)7 par la matrice :

B:G _11>.

Donc, (U + V,U — V)T est un vecteur gaussien de moyenne B.(0,0)7 = (0,0)7 et de
matrice de covariance :

112_BF1BT_<1+2(a+b)+a2+b2 1—a?—0? )

1—a® -0 1—2(a+0b)+a?+b?

On en déduit que U4V ~ N(0, 1+2(a+b)+a?+b%) et (U—V) ~ N(0,1-2(a+b)+a’+b?).
De plus, comme (U+V, U~V )T est un vecteur gaussien, U+V et U~V sont indépendantes
si et seulement si leur covariance est nulle, c’est & dire si et seulement si a® + b% = 1.
. D’apres la premiere question, U et V sont indépendantes si et seulement si a +b = 0 et
d’apres la seconde, U + V et U — V sont indépendantes si et seulement si a® + b* = 1.
Donc il est possible d’avoir a la fois U et V sont indépendantes et U + V et U — V
indépendantes. Cela se produit exactement lorsque a = —b et a? = 1/2, cest & dire
(a,b) = (1/v2,-1/v/2) ou (a,b) = (=1/v/2,1/V2).

O

Solution
1. Z est de méme loi que X, c’est a dire de loi N(0,1). Cela est dii au fait que la loi de X

est symétrique, que Y est indépendante de X et ne prend que les valeurs 1 et -1. En effet,



soit A un ensemble mesurable de R :

P(ZecA) = P(ZcAetY=1)+P(Z€AetY =-1),
PXeAetY=1)+P(-X€AdetY =-1),
1)+

= P(X e APY = P(—X € AP(Y =-1),
= pPP(XeAd)+(1-pP(-X €A,
= pP(X €A+ (1-pP(X €A,

= P(X € A).

Meéme si X et Z sont gaussiens, le couple (X, Z) n’est pas gaussien. Par exemple, on peut
voir que X + Z n’est pas gaussienne : lorsque Y vaut -1, X 4+ Z vaut zéro, et lorsque Y
vaut 1, X + Z vaut 2X. Donc X + Z est une variable qui vaut 0 avec probabilité 1/2, ce
qui n’est jamais le cas d’une gaussienne. Comme X 4+ Z n’est pas gaussienne, le couple
(X, Z) n’est pas gaussien.

2. On peut remarquer que E[(XZ)?] = E[X?]. Or, E[X?E[Z?] = E[X?]?. Donc :
E[(XZ)?] — E[X?]? = Var(X?).

Si X et Z étaient indépendants, on aurait E[(X Z)?] = E[X?]? et donc Var(X?) = 0, ce
qui implique que X? serait constante, ce qui est faux, bien str. Donc, X et Z ne sont pas
indépendantes. Par ailleurs, en utilisant I'indépendance de X et Y,

Cov(X,Z) = E[XZ]-E[X]E[Z],
= E[X?%Y],
= E[Y]E[X?],
= (2p - 1E[X?].

Donc la covariance de X et Z est nulle si (et seulement si) p vaut 1/2.

Solution Le vecteur (X +Y,X — Y)T est I'image du vecteur gaussien (X,Y)” par la

matrice :
1 1
B_<1 _1>.

Donc, (X +Y, X —Y)7 est un vecteur gaussien de matrice de covariance :

2+2p 0
—_ T _
I'=BKB —< 0 2—2p>'

Solution ?77: Y est clairement de moyenne nulle, et :

Cov(Yirn, V) = Cov(X_4 n, X 4),
COV(thvX()) )
'VX(_h) ’

= x(h).



Donc, Y est SLC, et, pour tout h € Z :

Yy (h) = yx(=h) = vx(h) .

Solution Comme A et B sont centrées, X est clairement centré. Notons o2 la variance
commune de A et B. Comme A et B sont indépendantes, on a :

Cov(Xy, X¢vn) = Cov(A cos(gt) + Bisin( 3t Acos( 3 (t+h)+ Bsm( 3 (t+h)),

2

= o cos(ﬁt)cos(

3 3

9 T

= T Zt+n
JCOS(3 3(+)),

T

—h

3)’

(+ b)) +sin(GH)sin( (¢t + )]

= o2 cos(
ou on a utilisé cos(a — b) = cosacosb — sinasinb. Cov(X;, Xy1) ne dépend pas de ¢, donc X

est stationnaire, et

vx (k) = * cos(%h) .

Solution 2.8t

1. Comme Y; est combinaison linéaire des Z;, alors par linéarité de I’espérance, on a immédiatement

que, pour tout t € Z, E[Y;] = 0.

On peut écrire Y; sous la forme suivante :

—+o0
VteZ, Y= Z 0; %1

j=—o00

en posant 6; = 0 pour j < —mjy ou j > ma. Alors, pour tout ¢t € Z et tout k € Z,

—+00 “+o00
YiYiyr = Z 0;Zt+j ( Z 9hzt+k+h> = Z 0i0nZt+j Zisitn -
(

j:—oo h=—o00 j,h)EZQ
D’ou,
Cov[Yy, V] = B[YiVikl =0 > 0,0, =0>> 0,60, .
(4,h)€Z? JEL
Jj= h+k

Cette covariance ne dépend pas de ¢ mais uniquement de k. Donc, on peut poser Cov|[Y;, Y1 x] =

v (k).

2. M est un opérateur linéaire, donc M Xy = Mm; + Ms; + MZ; = my + Y;. Le bruit
dans la représentation additive de M X; est Y;. Il est bien stationnaire d’apres la question
précédente, mais ce n’est pas un bruit blanc, des que la moyenne mobile n’est pas triviale,
i.e des que deux valeurs des 6; sont non nulles. La variance de ce bruit est v(0), la variance
de Y; pour tout t € Z :

7(0) = var[Y;] = o 29]2 )

JEL.



d’apres I'équation (IJ). Ainsi, une moyenne mobile transfome la variance d’un bruit blanc

d’un facteur 7 égal a :

La variance sera donc réduite si 7 < 1.

3. Pour finir, on a :

> (k)2

keZ

2 i k—
=0 E 00122

keZ

var

V&I‘

=2 0.

JEL

I = O'2M(Z)M(%) .

Solution Pour tout j # 0 (en se rappelant que n = 2m) :

z(4)

Pour tout s :

z(s)

—2itgm/n

e~ 2itim/n
t=0

1 — 672imj7r/n
1 — e—2ijn/n

j7T/2) —imjm/n

L sin(
f n(ﬂr/n
sin(jm/2)

—ijm/n

7, (1—m)jm/n

) e
sin(jm/2)
sin(jm/n)

J
_ 14_32 Sln ]ﬂ/z i(1— m)jﬂ/n+227r]s/n Sln(Jﬂ—/Q i(1—m)jm/n—2imjs/n
2 n ot sm(gw/n sm(mr/n)
1 2 sin(j
= 2+nz:1 Sn(j cos((l—m)jw/n+2j7rs/n) .
J:
Notamment, pour s = (n — 1), on a :

D’ou :

zy(n—1)

cos((1—m)jm/n+2jms/n) = cos(2jm — T _
n

{

w\»—tw\w

%T) = cos(jm/n) cos(jm/2) —sin(jm/n)sin(jr/2) .

Qi sin ]7r/2

Jj=1

si J est pair

K@ \K:

1 .
-= si J est impair

Comme J/n tend vers o quand n tend vers l'infini, et que z(n — 1) = 0, on voit que xj(n —
1) —x(n — 1) tend vers 1/2 — a quand n tend vers l'infini. Donc, si a < 1/2, c’est a dire si on
ne reconstruit le signal qu’avec une proportion 2« des coefficients de Fourier (en gardant les

basses fréquences en priorité), on n’arrive pas a reconstruire correctement z(n — 1).

O



