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Introduction
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Équations de Lotka-Volterra

x : proies
y : prédateurs

{
x ′(t) = a x(t)− b x(t) y(t)
y ′(t) = c x(t) y(t)− d y(t)

z ′ = F (z) où
{

z = (x , y)
F : (x , y) 7→ (ax − bxy , cxy − dy)
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Résolution numérique

z ′ = F (z) où z = (x , y) et F : (x , y) 7→ (ax − bxy , cxy − dy)

Méthode d’Euler
z0 = (x0, y0)

zn+1 = zn + h F (zn)

{
xn+1 = xn(1+ ah − bhyn)
yn+1 = yn(1− dh + chxn)

Méthode de Runge Kutta
z0 = (x0, y0)

zn+1 = zn +
h
6
(
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

)
k1 = F (tn, yn)

k2 = F
(
tn + h

2 , yn + h
2k1
)

k3 = F
(
tn + h

2 , yn + h
2k2
)

k4 = F (tn + h, yn + hk3)
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Résolution numérique
Comparaison des deux méthodes

Méthode d’Euler

Méthode de Runge-Kutta
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Étude des équations de Lotka-Volterra

Rappel : F : (t, x , y) 7→ (ax − bxy , cxy − dy)

Existence et unicité

Positivité des solutions
Soient x0, y0 > 0 et t0 ∈ R.
Alors la solution du problème de Cauchy{

(x ′(t), y ′(t)) = F (t, x(t), y(t))
(x(t0), y(t0)) = (x0, y0)

vérifie pour tout réel t
{

x(t) > 0
y(t) > 0 .
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Étude des équations de Lotka-Volterra

Points d’équilibre
(0, 0) est un point selle
(d

c ,
a
b ) est un point centre

Point moyen
(X ,Y ) = (d

c ,
a
b )
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Étude des équations de Lotka-Volterra

Périodicité des solutions
Toute solution du système de Lotka-Volterra est périodique.
Au voisinage du point d’équilibre (d

c ,
a
b ), la période vaut 2π√

ad .

Effectif des proies et des prédateurs

a = 2
b = c = d = 1
2π√
ad
≈ 4, 4
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Influence de l’homme
Équations

x : insectes
y : oiseaux

{
x ′ = ax − bxy −ex
y ′ = cxy − dy −fy

⇐⇒
{

x ′ = αx − βxy
y ′ = γxy − δy où

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α = a − e > 0
β = b
γ = c
δ = d + f
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Influence de l’homme
Conséquences

Insectes : Xaprès =
δ

γ
=

d + f
c = Xavant +

f
c

Oiseaux : Yaprès =
α

β
=

a − e
b = Yavant −

e
b
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Limites du modèle
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Amélioration du modèle

{
x ′(t) = ax(t) −kx2(t)− bx(t)y(t)
y ′(t) = cx(t)y(t)− dy(t) où k > 0
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