INVARIANTS ET COVARIANTS
DES GROUPES ALGEBRIQUES REDUCTIFS

Notes d’un cours a I’école d’été de Monastir

(juillet-aotit 1996)

Michel Brion

La théorie des invariants étudie les opérations des groupes algébriques dans
les variétés algébriques. Son objectif principal est de construire et de décrire
des variétés quotients, dans un sens en général plus faible que celui d’espace
des orbites.

Dans les notes qui suivent, on trouvera une introduction a quelques as-
pects de la théorie des invariants, sur le corps des nombres complexes. La
premiere partie commence par des propriétés générales des actions des groupes
algébriques affines ; puis on étudie successivement les actions des groupes finis,
des groupes unipotents, et des tores. On termine par un théoreme de Rosen-
licht qui affirme qu’un quotient par un groupe algébrique affine existe toujours
sur un ouvert convenable.

Dans la seconde partie, on introduit les groupes (linéairement) réductifs :
ce sont les groupes algébriques affines dont toutes les représentations ration-
nelles sont semi-simples. On montre que les groupes classiques sont réductifs,
puis on étudie les représentations et les caracteres des groupes réductifs, le cas
de SL, étant traité en détail, avec une introduction a l’algebre des covariants.
On montre enfin le théoreme de finitude pour les invariants et covariants des
groupes réductifs.

Ce théoreme est le point de départ de la construction de quotients par
les groupes réductifs ; ceux-ci font I'objet de la troisieme partie. On obtient
une caractérisation des morphismes quotients, ainsi que le critere de Hilbert-
Mumford qui permet de décrire leurs fibres. Puis on démontre le théoreme
de Hochster-Roberts : 1’algebre des invariants pour une action linéaire dun
groupe réductif est un module libre sur une sous-algebre de polynémes. Ceci
amene a ’étude des systemes de parametres pour les algebres d’invariants.

Dans la quatrieme partie, on applique le théoréme de Hochster-Roberts et
des techniques d’algebre commutative (séries de Hilbert, résolutions libres) a
la détermination des invariants pour les actions linéaires des groupes réductifs.
On conclut par un apercu des invariants des formes binaires ; leur étude a
été le point de départ de la théorie des invariants au siecle dernier, mais leur
structure algébrique reste mal comprise. Par contre, ’approche géométrique
aboutit a des résultats plus satisfaisants.
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Les prérequis de ces notes sont, des notions de base d’algebre commutative
et de géométrie algébrique affine (des notions plus élaborés sont introduites dans
les troisiéme et quatriéme parties). Pour celles-ci, une bonne référence récente
est [Ei]. Par contre, la structure et la classification des groupes réductifs ne sont
pas abordées ; ce n’est pas nécessaire pour la plupart des exemples traités ici,
qui concernent des groupes finis ou classiques, en particulier SLs. Ces exemples
constituent d’ailleurs une source d’exercices, de problemes et de conjectures.

On renvoie aux notes du cours de Schwarz pour une approche analytique
de la théorie des invariants, avec un traitement du théoreme du slice étale, et
a [Fu] et [Ho3] pour les représentations et invariants des groupes classiques.
D’autres introductions & la théorie des invariants sont le classique [Hi] et les
modernes [Sp2] et [Sta]. Pour aller plus loin, le lecteur pourra consulter [Kr]
et [Kr-SI-Sp], ainsi que ’exposé d’ensemble [Po-Vi].

Remerciements. Je remercie chaleureusement Ivan Arjantsev, Dimitri Chmel-
kine et Thierry Vust pour leurs commentaires sur ce texte et pour leurs cor-
rections.
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1. Opérations de groupes algébriques

1.1. Opérations de groupes
Rappelons qu’'une opération (ou action) d’un groupe G dans un ensemble
X est une application o : G x X — X telle que :
(i) a(gh,z) = a(g, a(h,x)) pour tous g, h dans G, et tout = € X.
(ii) a(e,z) = x pour tout x € X, ol e désigne I’élément neutre de G.

Pour une opération a de G dans X, on notera a(g,z) = g - . L’orbite de
x € X est alors ’ensemble

G-x:={g-z|geG}
et le groupe d’isotropie de x est
Gy, ={9geCG|g-z=2x}.

On note X /G l'espace des orbites, et 7 : X — X/G le quotient.

Lorsque G opére dans X et dans Y, une application f : X — Y est G-
équivariante si f(g-x) = g - f(x) pour tous g € G et © € X. En particulier,
f est invariante si f(g-x) = f(x) pour tous g € G et © € X, c’est-a-dire si
f est constante sur les orbites de G dans X. Toute application invariante se
factorise par le quotient 7 : X — X/G.

Dans le cadre des opérations de groupes topologiques ou algébriques (défi-
nis plus précisément en 1.2), le passage au quotient souléve des problemes,
comme le montrent les exemples suivants.

(i) Soit G = C* opérant dans X = C? par multiplication :

t (xay) = (txvty) :

Les orbites sont 'origine et les droites vectorielles privées de ’origine. Ainsi,
I’adhérence de toute orbite contient l'origine ; donc le quotient X /G ne peut
étre muni d’une structure d’espace topologique séparé pour lequel 'application
quotient 7 : X — X /G est continue. Par contre, le quotient (X \ {0})/G existe
; c’est la droite projective complexe.

(i) Soit G = C opérant dans X = C? par

t-(2,y) = (z+ty,y)

La droite ¥y = 0 est formée de points fixes ; les orbites sont ces points, ainsi
que les droites y = yo ou Yy est une constante non nulle. Toutes les orbites
sont fermées, mais X /G n’a pas de structure d’espace topologique séparé pour
lequel le quotient 7 : X — X/G est continu. Sinon, deux orbites distinctes
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auraient des voisinages invariants disjoints ; mais ce n’est pas le cas pour les
points fixes (vérifier).

De méme, X/G n’a pas de structure de variété algébrique pour laquelle
7w : X — X/G est un morphisme. Sinon, on pourrait séparer les points de X/G
par des fonctions rationnelles, et donc on pourrait séparer les orbites par des
fonctions rationnelles invariantes sur X. Mais une telle fonction est fonction
rationnelle de y (exercice) ; de plus, une fonction rationnelle de y ne peut
séparer deux points fixes distincts. Par contre, la restriction de y a 'ouvert
invariant X \ {y = 0} est le quotient de cet ouvert par G.

(iii) Soit G = C* opérant dans X = C?\ {0} par

t(z,y) = (tz, t™'y) .

Toutes les orbites sont fermées, et tous les groupes d’isotropie sont triviaux,
mais les orbites de (1,0) et de (0,1) n’admettent pas de voisinages invariants
disjoints. Ainsi, X n’admet pas de quotient par G ; mais ’application donnée
par (x,y) — xy se restreint en un quotient algébrique sur les ouverts X \{z = 0}

et X\ {y =0}

Plus généralement, pour toute opération algébrique, il existe un ouvert in-
variant non vide qui admet un quotient (théoreme de Rosenlicht, voir 1.6). Pour
une opération d’un groupe algébrique réductif G dans une variété algébrique
affine X, on définira une variété algébrique affine X//G qui est le quotient dans
un sens affaibli : les fonctions régulieres sur X//G sont les fonctions régulieres
invariantes sur X, et les points de X//G sont les orbites fermées de G dans X
(voir 3.1).

1.2. Opérations de groupes algébriques : généralités et exemples

Dans tout ce qui suit, on considérera des espaces vectoriels et des variétés
algébriques sur le corps C des nombres complexes. L’algebre des fonctions
régulieres sur une variété algébrique X sera notée C[X]. Si de plus X est
irréductible, le corps des fonctions rationnelles sur X sera noté C(X). Lorsque
X est affine, C(X) est le corps des fractions de C[X].

Définitions. Un groupe algébrique (affine) est un groupe G muni d’une structure
de variété algébrique affine, telle que la multiplication G xG — G : (g, h) — gh
et 'inverse G — G : g — g ! soient des morphismes de variétés algébriques.

Une opération
a: GxX —» X
(gv x) = g-x
d’un groupe algébrique G dans une variété algébrique X, est dite algébrique
si a est un morphisme de variétés algébriques. On dit alors que X est une
G-variété.



Exemple 1 : les groupes classiques. Soit n un entier positif. Alors le groupe
linéaire GL,,, formé des matrices n x n inversibles, est algébrique. En effet,
GL,, est 'ouvert de I'espace des matrices n x n ou le déterminant ne s’annule
pas. Ainsi, GL,, est une variété algébrique affine, dont 1’algebre des fonc-
tions régulieres est engendrée par les coefficients matriciels et par 'inverse du
déterminant. De plus, les formules pour la multiplication et 'inverse des ma-
trices sont polynomiales en ces fonctions.

Il en résulte que tout sous-groupe de GL,, qui est défini par des équations
polynomiales est algébrique, par exemple :

e le groupe B, formé des matrices n X n triangulaires supérieures inversibles,

e le groupe U,, formé des matrices n x n triangulaires supérieures dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux & 1 (en particulier,

ng{((l) i) [teC)

est isomorphe au groupe additif C),

e le groupe 7}, formé des matrices diagonales inversibles (alors 7}, ~ (C*)™ est

appelé tore de dimension n ; en particulier, 77 = C* est le groupe multiplicatif
de C),

e le groupe spécial linéaire SL,,, formé des matrices n x n de déterminant 1,

e le groupe orthogonal O,, formé des matrices qui laissent invariante une forme
quadratique non dégénérée,

e le groupe spécial orthogonal SO,, = O,, N SL,,,

e le groupe symplectique Sp,, formé des matrices qui laissent invariante une
forme bilinéaire alternée non dégénérée (une telle forme existe si et seulement
si n est pair).

Tous ces groupes operent dans C™ par restriction de 'opération naturelle de
GL,, dans C™ ; ces opérations sont algébriques. Les groupes GL,, SL,, O,,
SO,, et Sp,, sont appelés groupes classiques.

Exemple 2. Un groupe algébrique G' opere dans lui-méme par multiplication a
gauche, via
Ag) - h:=gh .

On a aussi 'opération par multiplication a droite, définie par
plg) - h="hg™"
et opération par conjugaison, définie par
hY := ghg™" .

Ces trois opérations sont algébriques.



Exemple 3. Soit G un groupe algébrique, et soit G° la composante connexe de G
qui contient I’élément neutre. Alors G° est un sous-groupe algébrique distingué
de G, le quotient G/G° est fini, et la variété G est irréductible (exercice).

Définition. Soit G un groupe. Un G-module est un espace vectoriel muni
d’une opération linéaire de G. Si de plus G est algébrique, un G-module V
est rationnel si tout v € V est contenu dans un sous-espace vectoriel W C V
(dépendant de v) tel que W est stable par G, et que 'action induite de G dans
W est algébrique. Un invariant de G' dans un G-module V est un point fixe

de G ; 'ensemble des invariants de GG dans V' est un sous-espace vectoriel noté
V&,

Si V et W sont de G-modules rationnels, leur somme directe V@ W et
leur produit tensoriel V ® W le sont aussi. Les puissances tensorielles V ®¢
sont donc des G-modules rationnels, ainsi que les puissance symétriques SV
et alternées A?V.

Exemple. L’opération naturelle de GL,, dans C" fait de C” un GL,-module
rationnel. Il en est de méme du dual (C")* ou GL,, opére par

(g- ) := f(g~tv) (g e GL,,ve C", f e (CM)*).

Plus généralement, la formule ci-dessus définit une opération de GL,, dans
Clz1,...,zy,] (Palgebre des fonctions polynomiales en n variables) ; cette opéra-
tion préserve le degré. On en déduit que Clzy,...,x,] est un GL,-module
rationnel, somme directe des modules rationnels de dimension finie

Clz1,...,z,)q ~ SHC™)*

formés des fonctions polynomiales homogenes de degré d.

On utilisera uniquement des modules rationnels qui sont réunions crois-
santes d’une famille dénombrable de G-modules rationnels de dimension finie.
Des exemples de tels modules sont donnés par la

Proposition 1. Soient G un groupe algébrique et X une G-variété affine.

(i) L’algebre C[X] des fonctions réguliéres sur X est munie d’une structure de
GG-module rationnel par

(9-N)) = flg™"a).

(ii) Il existe un G-module V, rationnel et de dimension finie, et un morphisme
G-équivariant + : X — V qui est un isomorphisme de X sur une sous-variété
fermée de V, stable par G.

Démonstration. (i) Le morphisme « induit un homomorphisme d’algebres
o* : C[X] = C[G x X] = C[G] ® C[X]
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tel que (a*f)(g,x) = f(g-x). Soit f € C[X] ; soilent uy,...,u, € C[G] et
fiso-o, fn € C[X] tels que f(g-z) =i ui(g9)fi(x). Alors on a :

g-f=> wlg™")fi.
=1

Ainsi, 'espace vectoriel (G - f) engendré par les g- f (g € G), est contenu dans
lespace vectoriel (fi,..., fn). De plus, sil est une forme linéaire sur (G - f),
alors [ s’étend en une forme linéaire (notée aussi l) sur (fi,..., fn), et on a

Wg-f)= Zm(g*)l(fi) :

L’application g — (g - f) est donc réguliere. Il en résulte que le G-module
(G - f) est rationnel.

(ii) Soient f1, ..., f, des générateurs de I’algebre C[X]. On peut trouver un
sous-G-module W de C[X] qui est de dimension finie et qui contient f1,..., fy.
On consideére alors "application

b X = W
r = (w—-w).

Celle-ci est un morphisme G-équivariant, qui induit une surjection de C[W*] sur
C[X] (en effet, ’algebre C[X] est engendrée par W C C[W*]). Par conséquent,
¢ identifie X & une sous-variété fermée de W*.

On va maintenant donner des propriétés générales des orbites pour une
opération algébrique d’un groupe algébrique GG. Observons que les groupes
d’isotropie sont alors fermés dans G ; ce sont donc des groupes algébriques.

Proposition 2. Soient G un groupe algébrique, et X une G-variété.

(i) Toute orbite de G dans X est ouverte dans son adhérence.

(ii) L’adhérence de toute orbite est formée de cette orbite et d’orbites de di-
mension strictement plus petite ; elle contient au moins une orbite fermée.

(iii) Pour tout x € X, on a : dim(G - z) = dim(G) — dim(G,,).
(iv) Pour tout n > 0, I'ensemble des x € X tels que dim(G - z) < n est fermé
dans X.

Démonstration. On va supposer que G est connexe ; le cas général est laissé
au lecteur.
(i) L’application L
G - G-z
g — g-x

est dominante, donc son image contient un ouvert non vide de G -x. Mais
puisque G opere transitivement dans G - z, ce dernier est ouvert dans G - x.
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(ii) On peut supposer que G - z est ouvert dans X. On observe alors que
X \ G -z est un fermé G-stable de X, et de dimension strictement plus petite.
On conclut par récurrence sur la dimension de X.

(iii) Les fibres du morphisme G — G - = sont les translatés ¢gG,, donc
toutes ces fibres ont la méme dimension, égale a celle de GG,,. On conclut grace
au théoreme sur la dimension des fibres d’un morphisme, voir [Ei] §14.3.

(iv) Considérons I'application

GxX — XxX
(g,-fl?) = (.CC,g.CC)

C’est un morphisme, dont la fibre en (g,z) est isomorphe a G,. D’apres le
théoreme de semi-continuité de la dimension des fibres d’un morphisme (voir
[Ei] §14.3), 'ensemble des (g,z) € G x X tels que dim(G,) > n est fermé dans
G x X pour tout entier n. Par suite, ’ensemble des z € X tels que dim(G,) > n
est fermé dans X. On conclut grace a (iii).

Exemple 1 (les formes binaires). Soit G = SLs. Pour tout entier d > 0,
on note Vy 'espace des formes binaires de degré d, c’est-a-dire des polyndémes
homogenes de degré d en deux variables x et y. Alors G opere dans V; par

(5 5) - few) = fdo—cp.—ba+ ap)

et Vg est un G-module rationnel de dimension d + 1. En particulier, V] est
le dual du G-module naturel C2. En fait, V; est isomorphe & C? car on a
une forme bilinéaire alternée non dégénérée et G-invariante sur C?, donnée par
(v,w) — det(v,w). Plus généralement, on a :

Vg = S4C?H* ~ §4C? .
Tout f € V4 s’écrit sous la forme

d

fa,y) =[] iz — ay) -

=1

Si f est non nulle, les points [a; : b;] de la droite projective complexe sont
uniquement déterminés par f : ce sont les racines de f. Le groupe d’isotropie
Gy permute ces racines ; si de plus f a au moins trois racines distinctes, alors
le sous-groupe de G; qui fixe les racines est contenu dans {1, —1}. Par suite,
si f a toutes ses racines distinctes et si d > 3, alors Gy est fini, et donc l'orbite
G - f est de dimension dim(SLs) = 3.

Pour f € V,, on définit le discriminant de f par

A(f) = H (aibj — ajbi)2 .

1<i<j<d
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Alors A(f) est bien défini, et 'application A : V; — C est polynomiale et
G-invariante (exercice). De plus, A(f) = 0 si et seulement si f a deux racines
confondues.

Si f € V; a toutes ses racines distinctes et si d > 2, alors l'orbite G - f est
fermée dans Vy. En effet, on a

G- fClreValAlp)=A(N}.

Ce dernier ensemble est fermé dans V; et ne contient que des orbites de dimen-
sion maximale, d’ou I’assertion grace a la proposition 2 (ii).

Par contre, si f a toutes ses racines confondues, c’est-a-dire si f est une
puissance d’une forme linéaire, alors l'orbite GG - f est de dimension 2, et
l’adhérence de cette orbite contient 'origine (exercice).

Plus généralement, les orbites dont 'adhérence contient I’origine sont celles
des formes qui ont une racine de multiplicité > d/2, voir 3.3 ci-dessous.

Exemple 2. Soit G = GL,, opérant dans X := C"xC" par g-(v,w) = (g-v, g-w).
Sin > 2, alors G a une orbite ouverte dans X, formée des (v, w) tels que v et
w sont linéairement indépendants. Le complémentaire de cette orbite consiste
en lorigine, qui est I'unique orbite fermée, et en les orbites

Oap = {(av,bv) | v e C"}

ol (a,b) € C? n'est pas nul. De plus, Oy = Oy si et seulement si les
vecteurs (a,b) et (a’,b’) sont proportionnels. Ainsi, les orbites de G dans X
sont indexées par la réunion de la droite projective complexe et de deux points.

En particulier, 'adhérence d’une orbite peut contenir une infinité d’orbites.
On verra cependant que si G est un tore, alors I’adhérence de toute orbite de
GG ne contient qu’un nombre fini d’orbites, qu’on décrira de fagcon combinatoire
(proposition 1.5.2 ci-dessous).

Corollaire 1. Tout groupe algébrique (affine) est isomorphe & un sous-groupe
d’un GL,,, défini par des équations polynomiales.

Démonstration. On peut trouver un G-module V, rationnel de dimension finie,
et qui contient G comme sous-variété fermée et stable par G (ici G opére dans
lui-méme par multiplication & gauche). L’opération de G dans V' définit un
homomorphisme de G dans GL(V) = GL,,, qui est injectif car V' contient G.
Par suite, si G opere dans GL,, par multiplication a gauche, alors tous ses
groupes d’isotropie sont triviaux. Ainsi, toutes les orbites sont fermées, et en
particulier 'image de G dans GL,, est fermée.

On démontre de méme le

Corollaire 2. Pour tout homomorphisme de groupes algébriques u : G — H,
l'image u(QG) est fermée dans H.
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Exemple. On fait opérer le groupe GL,, dans I’espace M, des matrices n x n,
par conjugaison. On obtient ainsi un homomorphisme de groupes algébriques
u : GL,, — GL,,2 dont le noyau est formé des homothéties, et dont I'image est
PGL,, (le groupe projectif linéaire).

1.3. Opérations des groupes finis

Pour une opération d’un groupe fini dans une variété affine, I’espace des
orbites est une variété affine, comme le montre la

Proposition 1. Soit G un groupe fini d’automorphismes d’une variété algéb-
rique affine X.

(i) L’algébre des invariants C[X]“ est de type fini. Si de plus X est irréductible,
alors le corps des fractions de C[X]“ est le corps des invariants C(X)“.

On note Y la variété algébrique telle que C[X]9 = C[Y], et 7: X = Y le
morphisme défini par I'inclusion de C[Y] dans C[X].

(ii) Le morphisme w : X — Y est surjectif, et ses fibres sont les orbites.

Démonstration. (i) Soient fi,..., f, des générateurs de 'algebre C[X]. Soit ¢
une indéterminée. Pour 1 <+ < n, considérons le polynéme

Pi(t):= [[¢t—g-fi)-

gead

Alors les coefficients de P; sont des invariants de G, car GG permute les racines de
P;. Soit A C C[X] la sous-algebre engendrée par les coefficients de Py, ..., P,.
Alors chaque f; est entier sur A, car P;(f;) = 0. Il en résulte que l'algebre
C[X] est entiere sur A (voir [Ei] §4.1). Puisque l'algeébre A est de type fini, le
A-module C[X] est de type fini (voir [Ei] §13.3). Enfin, comme

AcC X c Clx],

le A-module C[X]% est de type fini, donc I’algébre C[X]“ I'est aussi.

Il est clair que le corps des fractions de C[X]“ est contenu dans C(X)%.
Réciproquement, soit f € C(X)E. Ecrivons f = uv™! avec u et v dans C[X].
Posons v' :=[] cqg-vet v =ull,cq, 2.9 v Alorsv' € C[X]% et f =
u'v'~!, donc u' € C[X]“.

(ii) On a vu que C[X] est entier sur C[Y]. Par suite, pour tout idéal
premier ) C C[Y], il existe un idéal premier P C C[X] tel que ) = PN C[Y]
(voir [Ei] §4.4). 11 en résulte que 7 : X — Y est surjective.

Soit x € X. Puisque 7 est G-invariante, on a G -z C 7 (n(z)). Si cette
inclusion est stricte, choisissons z' € X tel que 7(z') = n(z) et ' ¢ G - x. Les
orbites G -z et G - x' sont des sous-ensembles finis disjoints de X, donc il existe
f € C[X] telle que f|g.. =1 et que f|g..r = 0. Posons

F::Hg-f.

geG
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Alors F' est invariante, Flg., = 1 et F|g.,» = 0 ce qui contredit le fait que
w(z') = n(x).

Cette démonstration reste valable lorsqu’on remplace C par un corps
algébriquement clos arbitraire. Pour une opération linéaire d’un groupe fini
dans un espace vectoriel complexe, on a le résultat plus précis suivant.

Proposition 2. Soit G un sous-groupe fini de GL(V) ot V est un espace
vectoriel de dimension finie, et soit N 'ordre de G. Alors I’algébre des invariants
C[V]Y est engendrée par les invariants homogénes de degré au plus N.

Démonstration. Soit A la sous-algeébre de C[V]“ engendrée par les invariants
homogenes de degré au plus N. Soit C[V]<n le sous-espace vectoriel de C[V]
formé des fonctions polynomiales de degré au plus N — 1. Montrons que le
produit A - C[V]<n est égal a C[V].

Puisque l'espace vectoriel C[V] est engendré par les puissances des formes
linéaires (exercice), il suffit de montrer que I € A - C[V]«n pour toute forme
linéaire [ sur V', et pour tout entier n > 0. C’est clair sin < N. Sin = N,
alors on a

[[t-9-D=t"+at" "+ +ay
geqG

ou les a; sont dans A. On a donc
NeA+ A+ + AN
et par récurrence sur n > N :
"c A+ Al+ -+ AN C AC[V]cw .

Montrons maintenant que A = C[V]%. Soit f € C[V]“. On peut écrire
F=Y aifi
avec des a; dans A et des f; dans C[V]<n. Soit p : C[V] — C[V] 'application

telle que
1
p(u) = N Z g-u.
g€eq

Alors p est C[V]%-linéaire et envoie C[V] sur C[V]“ en préservant le degré.
De plus, on a

F=p(f) =) aip(f;)
avec des a; dans A et des f; dans C[V]S¢y C A.

Exemple 1 (les groupes cycliques). Soit G C C* le groupe des racines N-iemes
de 'unité. On fait opérer G dans V := C™ par multiplication :

g-(x1,...,xn) = (9T1,...,9%,) -
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Alors l’algebre C[V] est engendrée par les mondmes de degré N en z1, ..., 2,
(exercice). La borne de la proposition 2 est donc optimale dans ce cas (on peut
montrer que c’est le seul cas ol cette borne est atteinte, voir [Sc]).

Pour décrire le quotient, introduisons des indéterminées t4, ..., t, et obser-
vons que les mondémes de degré N en z1,...,x, sont des multiples contants des
coefficients de (t,21+- - -+t, ;)" vu comme polynéomeen t1,...,t,. Autrement
dit, on peut identifier V/G & ’ensemble des polynomes en ti,...,t, qui sont
des puissances N-iemes de formes linéaires. Cet ensemble est une sous-variété
fermée de l’espace des polynomes homogenes de degré N (exercice), et le mor-
phisme quotient est donné par

t1x1+---+tnxn:ur—>uN.

Exemple 2 (les fonctions symétriques). Soit G = S, le groupe symétrique
sur n lettres, opérant dans V = C” par permutations des coordonnées. Alors
I'algebre C[V]¢ est formée des polynémes symétriques en x,...,z, ; elle est
donc engendrée par les fonctions symétriques élémentaires eq, ..., e, ou

ep(T1,...,xpn) = Z Ty ooy Ty -

1<i1 < <ip<n
Autrement dit, le morphisme quotient 7 : V' — V/G est donné par

Ccn — Ccn
(1, n) = (e1,...,en).

On peut reformuler ce résultat en introduisant une indéterminée ¢ et en obser-

vant que
n n

Z en(x1,. .., xp)th = H(l + tx;) .

k=0 =1

Ainsi, on peut identifier V/G a l'espace des polynémes en une indéterminée ¢,
de degré au plus n et de terme constant 1. Le morphisme 7 s’identifie alors a

n

(T, Tp) |—>H(1+txi) :

=1

Exemple 3 (les fonctions multisymétriques). Plus généralement, on considere
Popération du groupe symétrique G = S,, dans V = (C™)"™ (produit de n
copies de C™) par permutations de ces copies. L’algebre C[V] est alors en-

gendrée par les variables xgj ) (1<i<mn,1<j<m) dans lesquelles S, opere
par permutation des indices i. L’algébre des invariants C[V]% est formée des
fonctions multisymétriques.

13



Soient ty ...,t,, des indéterminées. On peut montrer que le morphisme
quotient est donné par

n
(xgj))lgign,lgjgm — H (1 + tlxgl) 4+ 4 tm.%'l(-m))
=1

(voir [Ge-Ka-Ze] Chapter 4, Theorem 2.4). Ainsi, l’algebre des fonctions mul-
tisymétriques est engendrée par les coefficients des mondémes en ty,...,%,,
dans le produit ci-dessus ; ces coefficients sont les fonctions multisymétriques
élémentaires. Pour m > 2, on voit facilement que ces fonctions sont algébrique-
ment dépendantes, mais on ne sait pas expliciter toutes les relations.

Exemple 4 (les groupes alternés). Soit G = A, le groupe alterné sur n lettres,
opérant dans V = C” par permutations des coordonnées. Alors (exercice)

I'algebre C[V] est engendrée par ey, ..., e, et par
d:= H (l‘j — LL'Z) .
1<i<j<n
De plus, d? est un polyndme en e, ..., e,.

Pour n > 6, on ignore si le corps C(V)¥ = C(ey,...,e,,d) peut étre
engendré par n éléments algébriquement indépendants. C’est vrai dans les cas
ou n = 2 (trivial), n = 3 (exercice), n = 4 (voir [Ke-Vu]) et n =5 (voir [Mae]).

1.4. Opérations des groupes unipotents.

Définition. Un groupe algébrique G est unipotent s’il est isomorphe & un sous-
groupe fermé d’un U,, (on rappelle que U,, désigne le groupe des matrices n xn
triangulaires supérieures, dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1).
Théoreme. Soit G un groupe unipotent.

(i) 1l existe une suite
{1}=GoCcGiC---CGn =G

telle que chaque G; est un sous-groupe fermé distingué de G411, et que chaque
Gi+1/G; est isomorphe a C.

(ii) Tout G-module rationnel non trivial contient un invariant non nul de G.

(iii) Toute orbite de G dans une G-variété affine est fermée.

Démonstration. (i) On considére G comme un sous-groupe de U,. Pour 0 <
p < n, on pose

UP:={9g=1(9ij) €Un |9 =0s11<j—i<p}.

Alors (UP) est une suite décroissante de sous-groupes fermés distingués de U,
avec quotients successifs
p /Pt ~ P
UrLJUPT™ ~C .
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On en déduit qu’il existe une suite croissante
{1} =VWwcCcWc---CVy=U,

(avec N = n(n — 1)/2) qui vérifie (i) pour U,.

On pose G; := G NV, ; alors G; est un sous-groupe fermé de G, distingué
dans G411, et le quotient ;41 /G; est un sous-groupe fermé de Vi1 /V; ~ C.
Puisque toute sous-variété fermée de C est C ou un nombre fini de points, on
en déduit que G;41/G; est trivial ou isomorphe & C.

(ii) Soit M un G-module rationnel de dimension finie non nulle. Montrons
par récurrence sur dim(G) que M contient un point fixe non nul.

Si G est de dimension 1, alors G est isomorphe & C d’apres (i). En par-
ticulier, G est commutatif, donc tous les éléments de GG ont un vecteur propre
commun m dans M. On a: g-m = x(g)m ou x : G — C est une fonction
réguliere qui ne s’annule pas. Puisque G est isomorphe a C, la fonction x est
constante, égale a 1 : le point m est fixé par G.

Dans le cas général, on peut trouver un sous-groupe fermé distingué H C GG
tel que G/H est isomorphe a C. D’apres ’hypothése de récurrence, ’ensemble
MH n’est pas réduit & 0. De plus, MH est stable par G ; c’est donc un G-
module rationnel, dans lequel G opére via le quotient G — G/H ~ C. On
conclut grace a la premiere partie de la preuve.

(iii) Soit X une G-variété affine, et soit z € X. Si G - z n’est pas fermé
dans X, alors 'idéal T de G-z \ G - dans G - x n’est pas réduit & 0. D’apres
(ii), I contient un point fixe f # 0. Puisque f est invariante par G, elle est
constante sur GG - & donc sur son adhérence, contradiction.

Corollaire 1. (i) Tout groupe unipotent est connexe.

(ii) L’image d’un groupe unipotent par un homomorphisme de groupes algéb-
riques est un groupe unipotent.

(iii) Dans un groupe algébrique, le produit de deux sous-groupes unipotents
distingués est un sous-groupe unipotent distingué.

Démonstration. (i) résulte de I'assertion (i) du théoreme, par récurrence sur la
dimension de G.

(ii) Soit u : G — H un homomorphisme, ot G est unipotent. On peut
supposer que H = GL,, ; alors C™ est un G-module rationnel de dimension
finie. Si n > 1, soit v; un point fixe de G dans C". Alors le quotient C"/Ce;
est un G-module rationnel. Par suite, si n > 2, on peut trouver v, dans C"
non proportionnel a vy, tel que g-vs — vy € Cuv; pour tout g € G. On construit
ainsi une base de C” dans laquelle toutes les matrices de GG sont triangulaires
supérieures, avec des coefficients diagonaux égaux a 1.

(iii) Si U et V sont deux sous-groupes fermés distingués d’un groupe
algébrique G, alors le produit UV est un sous-groupe fermé distingué de G
(exercice). Supposons de plus U et V unipotents ; alors UV vérifie I’assertion
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(i) du théoreme, car UV/V ~ U/U NV. Comme dans la preuve de (ii), on en
déduit que UV est unipotent.

Il résulte de (iii) que tout groupe algébrique G contient un plus grand
sous-groupe unipotent distingué : le radical unipotent de G, noté R,(G). On
a par exemple R, (B,) = U, et R,(GL,) = {1} (exercices).

Corollaire 2. Soit G un groupe algébrique unipotent opérant dans une variété
affine irréductible X. Alors le corps des invariants C(X)% est le corps des
fractions de I'algébre C[X]“.

Démonstration. Soit f € C(X)“. Notons M Iensemble des ¢ € C[X] telles
que fo € C[X]. Alors M est un sous-G-module de C[X], et de plus M est non
trivial car f est dans le corps des fractions de C[X]. Par suite, M contient un
point fixe non nul de G. Ainsi, on peut écrire f = ¢ ~! avec ¢ € C[X]“ et
Y € C[X]. Mais f est invariante, donc ¢ € C[X]“.

Pour une opération linéaire d’un groupe unipotent, on va voir que le corps
des invariants est une extension transcendante pure de C. Plus généralement,
on a le résultat suivant, di & Miyata (voir [Mi] et aussi [Ke-Vu]).

Proposition. Soit G un sous-groupe du groupe B,, des matrices triangulaires
supérieures inversibles. Pour I’action linéaire de G dans C", le corps des fonc-
tions rationnelles invariantes est une extension transcendante pure de C.

La démonstration repose sur le

Lemme. Soient K un corps et t une indéterminée. Soit G un groupe d’auto-
morphismes de I'anneau K[t], qui laisse stable K. I existe alors p € K[t]“ tel
que K (1)° = KS(p).

Démonstration du lemme. Montrons que le corps des fractions de K[t]“ est
K(t)%. En effet, pour f € K ()¢, écrivons f = uv™! avec u, v € K[t] premiers
entre eux. Si deg(u) > deg(v) > 0, on écrit u = qv + r avec ¢, r € K[t] et
deg(r) < deg(v) ; alors ¢ et r sont uniques. Puisque f est invariante par G, les
polyndmes u et v sont vecteurs propres de G de méme poids y. Par unicité, r est
vecteur propre de G de poids Y, et ¢ est invariant par G. Onauwv™! = g+rv!
avec rv~! € K(t)¥. On conclut par récurrence sur deg(u) + deg(v).

Montrons maintenant Iassertion du lemme. Si K[t]“ est contenu dans K,
on peut prendre p = 1. Sinon, soit p € K[t] \ K de degré minimal. Soit
f € K[t]%. Ecrivons f = pq +r avec deg(r) < deg(p). Comme précédemment,
on voit que ¢, r € K[t} ; Aot r € K¢ et deg(q) < deg(f). Par récurrence sur
deg(f), on en déduit que f € K%[p]. D’ou K[t]% = K%[p], et K(t)¢ = K%(p)
d’apres la premiere partie de la preuve.

La proposition résulte du lemme par récurrence sur n. En effet, soient
Z1,..-,&, les coordonnées sur C”. Posons K = C(xy,...,Tp_1) €t t = xy,.
Alors G est un groupe d’automorphismes de K[t] qui laisse stable K.
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Remarque. En particulier, pour une opération linéaire d’un groupe fini abélien,
le corps des invariants est une extension transcendante pure de C. Mais ce
résultat n’est plus valable pour un groupe fini quelconque, voir [Sa] et aussi
[Ke-Vu]. Lorsque G est un groupe algébrique connexe, la question est ouverte
(probleme de rationalité des corps d’invariants ; voir [Do]).

Exemple. On fait opérer le groupe additif C sur ’espace V; des formes binaires
de degré d par
- N)z,y) = flz—ty,y) .

Pour f € V,, écrivons

d

fa =3 (§)et s

=0

Alors la coordonnée aq est invariante. Notons U C V; 'ouvert ou ag # 0 ; alors
U est invariant. Soit S C U le fermé ou a; = 0. Montrons que ’application

CxS — U

est un isomorphisme. En effet, si ag # 0, il existe un unique ¢t € C tel que
t-fES;onat:—alao_1 et

d
(- Do) = aoa + 3 (17§t

‘ 1
=2
avec

i .
by = (i — 1)al + Z (—1)771 <Z> a‘g_lai_jaj
; J
j=2

(vérifier).

Il en résulte que les fonctions polynomiales b, ..., by sont invariantes, et
que pour toute fonction polynomiale invariante P sur Vjy, il existe un entier
n > 0 tel que aj P est un polynoéme en ag, bs,...,bs. En particulier, le corps
des invariants est engendré par les éléments algébriquement indépendants ag
et bQ,...,bd.

La structure de ’algebre des invariants est plus compliquée. Cette algebre
est engendrée par ap pour d = 1, et par ag et by = a® — apay pour d = 2
(exercice). Mais pour d = 3, 'algeébre des invariants n’est pas engendrée par ag,
by et bs, car le discriminant A n’est pas fonction polynomiale de ces invariants
(exercice) ; en fait, l'algebre des invariants est engendrée par ag, b, bg et A,
voir 2.4. Plus généralement, ’algebre des invariants pour une opération linéaire
du groupe additif est de type fini (théoréme de Weitzenbdck, voir le corollaire
2.5.2 ci-dessous).
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Cependant, il existe des variétés affines X avec une action du groupe additif
G = C, telles que I'algebre C[X]“ n’est pas de type fini. En effet, Nagata a
construit un exemple d’un sous-groupe unipotent N de GL(V) tel que I'algebre
des invariants C[V]" n’est pas de type fini ; voir [Na], et aussi [A], [Ste2] pour
des développements récents. Soit (IV;) une suite de sous-groupes de N comme
dans le théoréme ci-dessus, et soit i maximal tel que I'algébre C[V]Vi est de type
fini. Tl existe alors une variété algébrique affine X telle que C[X] = C[V]":.
De plus, le groupe N;11/N; (isomorphe a C) opére dans C[X] et donc dans X,
avec une algebre d’invariants qui n’est pas de type fini.

1.5. Opérations des tores.

Définitions. Un caractére multiplicatif d’un groupe algébrique G est un ho-
momorphisme de groupes algébriques x : G — C*. L’ensemble des caracteres
multiplicatifs de G forme un groupe pour la multiplication des fonctions ; on
le note X*(G).

Un sous-groupe a un paramétre (multiplicatif) de G est un homomor-
phisme de groupes algébriques A : C* — (. L’ensemble des sous-groupes a
un parametre est noté X,(G) ; c’est un groupe (pour la multiplication des
fonctions a valeurs dans G) lorsque G est abélien.

Proposition 1. Soit T ~ (C*)™ un tore de dimension n.

(i) Tout caractére multiplicatif de T' est de la forme

Xat,...,an (tl, . 7tn) = t(fl Ce th

pour un unique (ai,...,a,) € Z". Ceci identifie le groupe X*(T) a Z".

(ii) Tout sous-groupe a un paramétre de T est de la forme
Noyop, (8) i= (200 t0m)

pour un unique (by,...,b,) € Z™. Ceci identifie le groupe X,(T) a Z".

(iii) Pour tous x € X*(T) et A € X.(T), il existe un unique entier (x, ) tel
que
X(A(8) = 10

pour tout t € C*. De plus, 'application

X*(T) x X(T) —» Z
() = (G A)

est bilinéaire et non dégénérée.

(iv) Tout T-module rationnel V' est somme directe de ses espaces propres
Vy={veV]t-v=xt)vVteT}
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ou x décrit les caractéres multiplicatifs de T'.

Démonstration. On commence par observer que

C[T]:C[tlatflu"'atnatgl]: @ thlll"'tzn .

(a'17~"aan)ezn

(i) Soit x : T'— C* un caractere multiplicatif. Alors x est une fonction
réguliere inversible sur (C*)” donc x est le produit d’'un monoéme de Laurent
Xai,....a, DAr une constante. Puisque x(1) =1, on a bien x = Xa,.....an -

(ii) De méme, un homomorphisme A : C* — T est donné par n fonctions
régulieres inversibles sur C*, qui prennent la valeur 1 en 1. Chacune de ces
fonctions est donc un monéme de Laurent.

(iii) résulte aussitot de la formule
Xal,...7an (Ab1,~..7bn (t)) — ta1b1+"'+anbn

(iv) On peut supposer V de dimension finie. Alors 'opération linéaire
T xV — V définit un morphisme

V - C[TeV
v — (t—t-v).

Grace a la décomposition ci-dessus de C[T], il existe une famille (v,, ... 4, ) dans

V telle que
teo= > Pt
(al,...,an)EZ"

I en résulte que v = > g, ... .4, €st la décomposition de v en vecteurs propres

de T'.

n

Pour tout sous-groupe fermé D d’un tore T', le quotient T'/D est un tore,
ainsi que la composante neutre D° (exercice). Par suite, toutes les orbites d’un
tore sont des tores. On va étudier les adhérences des orbites de T' dans une
variété affine X ; pour cela, d’apres la proposition 1.2.1, on peut supposer que
X =V est un T-module rationnel de dimension finie.

Soit

V = @XEX*(T) VX

la décomposition en sous-espaces propres. Pour v € V, écrivons
V= E ’UX
XEX*(T)

et notons x(v) I'ensemble des x tels que v, # 0. Alors x(v) est un sous-
ensemble fini du groupe X*(T') ~ Z™. On note C(v) le cone convexe engendré
par x(v) dans ’espace vectoriel réel X*(T)r ~ R".
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Rappelons qu’une face d’un convexe fermé C C R"™ est un sous-ensemble
de la forme C'N (f = 0) ol f est une forme linéaire sur R™ telle que f(x) >0
pour tout x € C. Pour chaque face F' de C(v), on note O l'orbite par T' du

vecteur
VF ‘= E Uy -

XEx(v)NF

Proposition 2. Avec les notations précédentes, ’application F — Op est une
bijection de I'ensemble des faces du céne C(v), sur I'ensemble des orbites de
T dans T -v. De plus, pour deux faces F' et F' arbitraires, on a F C F' si et
seulement si Op C Op.

Démonstration. Posons X = T - v, et notons A ’algebre des fonctions régulieres
sur X. L’application dominante 7' — X : ¢ +— ¢ - v induit un homomorphisme
injectif A — C[T] que I'on considérera comme une inclusion. On a

CTl= @ c©Cx

XEX*(T)

et de plus, A est stable par 'opération de T' dans C|[T'] induite par la multipli-
cation a gauche. On en déduit que

A= cx

XES

ou S est un semi-groupe contenu dans X *(7"). Puisque I’algebre A est engendrée
par les fonctions coordonnées sur V', on en déduit que S est engendré par les
X, X € x(v).

Soit ¥ C X une sous-variété irréductible fermée et stable par T ; soit
I C Alidéal de Y. Alors I est un idéal premier de A, stable par T. On peut
donc écrire

ou Sy est un sous-ensemble de S tel que, pour tous « et S dans S, on ait :
a+ [ ¢ Sy siet seulement si « ¢ Sy et § ¢ Sr. On en déduit qu’il existe une
unique face F' de C(v) telle que : x € Sy si et seulement si —xy € S\ F.

Montrons que Y = Op. Puisque F est une face de C'(v), il existe une forme
linéaire sur X*(T)r qui est nulle sur F' et négative sur C(v) \ F. Puisque le
cone C'(v) est engendré par des points de X*(T'), on peut trouver une telle
forme linéaire A dans le réseau dual X, (7). Alors, pour toute f € A et pour
tout z € X, la fonction ¢ — f(A(t)z) a une limite quand ¢ — 0. De plus, I'idéal
engendré par les fonctions z — f(A(t)z) — f(z) (f € A) est égal a I. Cela
signifie que A\(t)z a une limite en 0 pour tout z € X, que cette limite est dans
Y, et que 'application

X=T-v — Y
x = limy_o A(8)x
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est un morphisme surjectif et T-équivariant. Mais ce morphisme envoie v sur
vg, d’ol ’assertion.

On a démontré que toute sous-variété irréductible fermée et stable par T
est de la forme O pour une unique face F. Il en résulte que toute orbite de T
dans X est de la forme Op pour une unique face F. Si de plus F' C F”’, alors
on a pour les idéaux premiers correspondants : I' C I, d’otu Op C Op.

Corollaire. Le tore T n’a qu’un nombre fini d’orbites dans T -v. Pour une
telle orbite O, il existe un sous-groupe a un parameétre A de T' tel que la limite
en 0 de la fonction t — A(t)v existe et appartient a O.

En particulier, on voit que ’adhérence d’une orbite d’un tore dans une
variété affine contient une unique orbite fermée (car tout cone convexe a une
unique face minimale). Ce résultat sera généralisé en 3.1.

On va maintenant décrire les algebres d’invariants pour les opérations
linéaires des tores, ou plus généralement pour 'opération d’un sous-groupe

fermé D C T,, dans V = C". On note x1,...,x, les coordonnées sur C", et
X1, - - -, Xn leurs poids par rapport & D. Chaque monéme
=t ain

est un vecteur propre de D, de poids a;x1 + --- + apXn. Par suite, I’algebre
C[V]P a pour base les monomes z% tels que > ., a;x; = 0.

Soit S I’ensemble des n-uplets d’entiers non négatifs (aq,...,a,) tels que
Yo aixi = 0. Alors S est un semi-groupe pour 'addition. Un élément a de
S est indécomposable si a # 0 et si a ne peut s’écrire comme somme de deux
éléments non nuls de S. Notons Z(S) 'ensemble des éléments indécomposables
de S. On peut maintenant énoncer le résultat suivant dua a Gordan.

Proposition 3. Avec les notations précédentes, I'ensemble Z(S) est fini, et
c’est un systéme générateur minimal du semi-groupe S. De plus, ’ensemble

des monémes z® (a € Z(S)) est un systéme générateur minimal de I'algébre
C[V]P.

Démonstration. Pour a € R, on pose
la] == a1+ -+ ay .

Si a € S est décomposable, alors a = a' + a” avec ', o’ dans S et |a'| < |al,
la"| < |al. On en déduit que Z(S) est un systeéme générateur minimal de S,
puis que ’ensemble des z% (a € Z(S)) est un systéme générateur minimal de
’algebre C[V]P.

Pour montrer que Z(S) est fini, on introduit le cone convexe fermé C' C R”
engendré par S. Alors S = CNZ" et de plus

C={(1,---,mn) € Rx0)" ;|5 > wixi =0} .
i=1
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Il en résulte que le cone C' est engendré par un nombre fini de demi-droites
dy,...,dy, telles que chaque d; rencontre Z™ \ {0}. On note v; 'unique
générateur du semigroupe d; N Z".

D’apres un théoreme de Carathéodory, le cone C' est réunion des cones
engendrés par les familles linéairement indépendantes des ;. Pour une telle
famille (7;);er, on note C7 le cone engendré, et on pose Sy = CyNZ". Alors le
semigroupe Sy est engendré par I’ensemble fini

{x:in’yi;] 0<z; <1}NZ"
iel

(exercice). Par suite, le semigroupe S = Uy S est engendré par la réunion de
ces ensembles finis.

Remarque 1. L’approche précédente conduit & des bornes effectives sur les
degrés des générateurs de I'algebre C[V]P, voir [We].

Remarque 2. Soit V//D la variété algébrique affine dont ’algebre des fonctions
régulieres est C[V]P. Le groupe T}, (qui contient D) opére dans 'algebre C[V]¥
par automorphismes ; il opére donc dans V//D. En fait, T, a une orbite ouverte
dans V//D, et le cone convexe associé n’est autre que C' (exercice).

Réciproquement, si un tore opere dans une variété affine X avec une orbite
ouverte, et si de plus X est normale (voir [Ei] §4.2 ou 3.2 ci-dessous), alors il
existe un groupe diagonalisable D et un D-module V tels que X = V//D
(exercice).

Exemple 1. Soit m un entier positif. Soit D C T3 le groupe cyclique d’ordre m,
formé des matrices diagonales (¢, () ou ("™ = 1. En notant z, y les coordonnées,
'algebre C[V]T est engendrée par les monomes en x et y de degré m.

Exemple 2. Soit D C T} le tore formé des matrices diagonales (u,u™t, ™1, u).
En notant z, y, 2, t les coordonnées, I'algebre C[V]? est engendrée par les

monomes xy, rz, yt et zt. On en déduit que

CVI” =C[X,Y,Z,T]/(XT -Y Z) .

Exemple 3. Soit T le tore de dimension 3 défini par
T = {(t1,t2,t3,ts) € (C*)* ;| trtatzty = 1} .

Pour 1 < i < 4, notons x; le caractere de T tel que x;(t1,t2,t3,t4) = t;. Soit
V' le T-module rationnel dont les poids sont les x; + x; (1 < i < j < 4) de
multiplicité un. Alors 'algebre C[V]“ est engendrée par les mondmes 12734,
T13To4, X314 avec des notations évidentes.

Enfin, toute opération d’un tore est “birationnellement triviale” dans le
sens suivant :
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Proposition 4. Soit T un tore opérant dans une variété affine irréductible X,
et soit Tx C T le noyau de cette opération. Il existe alors un ouvert Xg C X
non vide, affine et stable par T, ainsi qu’une sous-variété fermée Y C Xg tels
que application
(T/Tx)xY — X
(tTx,y) — t-y
est un isomorphisme.

Démonstration. Quitte a remplacer T par T'/Tx, on peut supposer ['opération
fidele. Observons que ’ensemble des groupes d’isotropie 7, (x € X) est fini
(pour le vérifier, on peut supposer que X est un 7-module, et on utilise alors la
proposition 1). De plus, pour tout sous-groupe non trivial 7’ de T', ’ensemble
XT' de ses points fixes est distinct de X, car T opere fidélement. Il existe donc
x € X tel que T, est trivial.

Soit F:=T -2\ T - z. Puisque F est fermé dans T - z, on peut trouver
¢ € C[X] vecteur propre de T, tel que p(z) # 0 et que p|p = 0. Alors
I’ensemble

X, = {z € X | o(z) # 0}

est un ouvert affine de X, stable par T, et contenant T'- z comme orbite fermée
de T
On a
C[T-z]=C[T]= € Cx.
XEX*(T)
On choisit une base (x1, ..., Xn) du groupe abélien libre X*(7T'), ce qui identifie
T a (C*)™. On étend chaque x; : T - x — C* en une fonction réguliere f; sur

X, qui est vecteur propre de T' de poids x;. Soit Xy 'ouvert de X, ot aucun
des f; ne s’annule. Alors ’application

f = (flu"'vfn) :XO — (C*)n

est T-équivariante ; soit Y sa fibre au point (1,...,1) de (C*)™. Les applications

TxY = X,
(t,y) = t-y
et
X, — TxY
z = (f(2),f(z)7!-2)

sont des isomorphismes inverses I’un de 'autre.

Remarque. L’opération d’un groupe algébrique G dans une variété algébrique
X n’est pas toujours birationnellement triviale. Par exemple, soit X 1’ensemble
des matrices n X n ayant toutes leurs valeurs propres distinctes. Alors X C M,
est un ouvert affine, stable par 'opération de GL,, par conjugaison. De plus,
tout groupe d’isotropie de GL,, dans X est conjugué au groupe 7;, des matrices
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diagonales inversibles. Mais aucun ouvert GL,,-stable Xg C X n’est de la forme
(GL,/T,) x Y. Sinon, puisque T, fixe n! points dans GL,/T),, ’ensemble
Xg" aurait n! composantes connexes. Mais XOT" est un ouvert de l'espace des
matrices diagonales ; il est donc irréductible, contradiction.

1.6. Un théoréme de Rosenlicht

On a vu en 1.1 que le quotient d’une variété algébrique X par I’opération
d’un groupe algébrique n’existe pas toujours (comme variété algébrique). Mais
un théoreme fondamental, di & M. Rosenlicht, affirme qu’un tel quotient ex-
iste si on remplace X par un ouvert convenable (voir [Ro]). Pour énoncer ce
théoreme, on doit d’abord préciser la notion de quotient.

Définition. Un quotient géométrique d’une variété irréductible X par 'action
d’un groupe algébrique G est la donnée d’une variété Y et d’un morphisme
m:X — Y tels que :

(i) 7 est surjectif et les fibres de 7 sont les orbites de G (en particulier, 7 est
invariant, et toutes les orbites sont fermées).

(ii) 7 induit un isomorphisme C(Y) — C(X)“.

Pour 'opération d’un groupe fini G dans une variété affine X, le quotient
géométrique existe d’apres 1.3. Mais en général, le quotient géométrique peut
ne pas exister, méme si toutes les orbites sont fermées ; voir les exemples en
1.1.

Théoreme. Soit G un groupe algébrique opérant dans une variété affine
irréductible X. 1l existe alors un ouvert Xo C X non vide et stable par G,
avec un quotient géométrique w : Xg — Yj.

Démonstration. On considere d’abord le cas ou le groupe G est connexe.
Puisque le corps C(X) est une extension de type fini de C, il en est de méme
du sous-corps C(X)%. On choisit des générateurs f,..., f, de ce sous-corps.
Quitte a remplacer X par un ouvert stable par GG, on peut supposer que les
fonctions rationnelles fi,..., f, sont régulieres sur X, et que le morphisme
© = (fi,---,fn) : X — C™ a pour image une variété algébrique affine Y
(mais X n’est pas nécessairement affine). D’apres le théoréme de platitude
générique (voir [Ei] §14.2), on peut aussi supposer que le morphisme 7 est
plat ; alors toutes ses fibres ont la méme dimension. Puisque G est connexe,
le corps C(X)% est algébriquement clos dans C(X) (vérifier). On peut donc
aussi supposer que toutes les fibres de 7 sont irréductibles.
On considere le morphisme

p :GxX > XxX
(gaw) = (ﬂf,g.’li)

et on note [' son image ; alors
F={(z,2 Y e XxX |2 €G-z}
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Puisque 7 est G-invariant, I" est contenu dans la sous-variété fermée
X xy X ={(z,2) € X x X | n(x) = w(a")}

de X x X. En notant pr; : X x X — X la premiere projection, on observe que
les fibres de la restriction de pr; a I' sont les orbites ; d’autre part, la restriction
de pri1 a X Xy X est plate, et ses fibres sont les fibres de 7. Il en résulte que
la variété (quasi-affine) X xy X est irréductible.

On va montrer que I' est dense dans X xy X. Il en résultera qu’au-dessus
d’un ouvert non vide de Y, chaque fibre de 7 contient une orbite dense de G.
En remplacant X par un ouvert formé d’orbites de dimension maximale, on
peut supposer de plus que toutes les orbites sont fermées ; alors les fibres de 7
sont les orbites.

Si I' n’est pas dense dans X xy X, on peut trouver une fonction rationnelle
sur X xy X, définie et nulle sur I'. Puisque C(X xy X) est le corps des fractions
(d’'un quotient) de 'anneau C[X] ®¢(y) C[X], et donc de C(X) ®¢(y) C(X),
on peut trouver uy, ..., Uy, vy,...,v, € C(X) tels que Y_;_, u; ® v; est non nul
dans C(X) ®¢(y) C(X), mais nul sur I'. Alors

Z ui(gv;) =0
i=1

pour tout g € G. En décomposant les v; dans une base du C(Y")-espace vecto-

riel C(X), on peut supposer que vy, ..., v, sont linéairement indépendants sur
C(Y).
Montrons par récurrence sur r que u; = --- = u, = 0, ce qui contredira

I'hypothése >0 u; ® v; # 0. Sir = 1, cest clair. Dans le cas général, si
uy # 0 alors

Zh(UiUIl)(gvi) =0

pour tous g,h € G. D’ou

T

> (Aluguy ) — wguy ) (gui) = 0

=2

et par hypothese de récurrence : h(uiufl) = uiufl pour tout h € G, c’est-a-
dire u; = uyw; avec w; € C(Y'). Mais alors >.._, v;w; = 0 avec wy = 1, ce qui
contredit I'indépendance linéaire de vy, ..., v,.

Dans le cas d’un groupe G non nécessairement connexe, ’argument ci-
dessus fournit un ouvert Xo C X non vide et stable par G°, admettant un
quotient géométrique par G°. Puisque le groupe G/G° est fini, I'intersection
des gXy (g € G) est un ouvert non vide et stable par G°. Quitte 3 remplager
X par cet ouvert, on peut supposer que le quotient géométrique X — X/G°
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existe, ot X/G" est une variété quasi-affine dans laquelle opére le groupe fini
G/G° (vérifier). Mais alors le quotient géométrique X/G® — X/G par G/G°
existe, ce qui termine la preuve.

Corollaire. Le degré de transcendance sur C du corps C(X)% est égal a
dim(X) — max,ex dim(G - z) .

En particulier, X contient une orbite dense de G si et seulement si toute fonc-
tion rationnelle invariante sur X est constante.

Démonstration. On peut remplacer X par un ouvert non vide et stable par G ;
on peut donc supposer que le quotient géométrique 7 : X — Y existe. Alors les

assertions résultent du théoreme sur la dimension des fibres d’'un morphisme
(voir [Ei] §14.3).

Proposition 5. Soient G un groupe algébrique affine, et H un sous-groupe
fermé de G. Alors le quotient géométrique m : G — G/ H existe.

Démonstration. Soit I C C[G] 'idéal de la sous-variété fermée H C G. Alors
H={9eG|HgCH}={geG|pg)l(H)CIH)}.

Puisque le G-module C[G] est réunion croissante de sous-modules de dimension
finie, et que l'idéal I est de type fini, il existe un G-module V' (rationnel, de
dimension finie), et un sous-espace vectoriel W C V tels que

H={geG|g-WCW}.

Soit n la dimension de W, et soit A"V la puissance extérieure n-ieme de V.
Alors A™V est un G-module qui contient la droite A"W et

H={geG|g-N"W=A"W}.

Autrement dit, H est le groupe d’isotropie du point z = [A"W] de 'espace
projectif P(A"V') dans lequel opére G. On définit 7 : G — G-z par w(g) = g-z.
Alors les fibres de 7 sont les orbites de H. De plus, application #* : C(G-z) —
C(G)™ est un isomorphisme d’apres le lemme ci-dessous, donc 7 est un quotient
géométrique.

Lemme. Soient X, Y des variétés irréductibles, et m : X — Y un morphisme
dominant. Soit f € C(X) constante sur les fibres de w. Alors f est dans
T C(Y).

Démonstration. On peut supposer que X est affine et que f € C[X]. Con-

sidérons ’application
p: X — Y xC

z = (w(z), f(z))
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Alors 7 se factorise par

v: X = p(X)
suivi de -
v opX) = Y
(y,2) — y
De plus la restriction de ¢ a p(X) est injective, donc ¢* identifie le corps C(Y")
a C(p(X)). Mais ce dernier corps contient f.

Remarque. On montre de facon analogue que pour tout ouvert affine U C G/H,
son image réciproque 7 1(U) C G est affine, et que Papplication 7* : C[U] —
Clr~1(U)]¥ est un isomorphisme.
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2. Représentations et invariants des groupes linéairement réductifs

2.1. Groupes algébriques linéairement réductifs

Définitions. Soient G' un groupe algébrique et V un G-module rationnel. Alors
V est simple si les seuls sous-modules rationnels de V' sont {0} et V.

On dit que V est semi-simple (ou encore complétement réductible) s'il
vérifie 'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) V est somme de sous-modules simples.
(ii) V est somme directe de sous-modules simples.
(iii) Tout sous-module de V' admet un supplémentaire stable par G.

Enfin, le groupe G est linéairement réductif si tout G-module rationnel de
dimension finie est semi-simple.

Voici plusieurs caractérisations des groupes linéairement réductifs.

Théoreme. Pour un groupe algébrique affine GG, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) G est linéairement réductif.
(ii) Tout G-module rationnel est semi-simple.

(iii) Dans le G-module C[G] ou G opere par multiplication a droite, le sous-
module C formé des fonctions constantes admet un supplémentaire stable par

G.

(iv) Pour tout G-module rationnel V, le sous-module V¢ formé des invariants
de G dans V, admet un supplémentaire stable par G ; soit py : V. — V&
la projection correspondante. De plus, si u : V — W est un morphisme de
G-modules, alors ul|y ¢ o py = pw o u.

Démonstration. (i)=-(ii) : Soit W un sous-G-module de V. Montrons que
W a un supplémentaire stable par G. Soit (V},),>0 une suite croissante de
sous-modules de V', dont la réunion est V. Par hypothése, on peut écrire
wnv, =WnV,_,)®W, avec W, stable par G, et aussi V,, = V,,_1®W,® S,
avec S, stable par G. Alors W = @,>0W, et V = @50 (W, & S,,), donc
S = @n>0 S, convient.

(ii)=(iii) : Décomposons C[G] en somme directe de sous-modules simples
M, ; alors le G-module trivial apparait une seule fois, car les invariants de G
dans C[G] sont formés des fonctions constantes. La somme directe des M,, qui
sont non triviaux est donc le supplémentaire cherché.

(iii)=(iv) : Notons I : C[G] — C la projection définie par le choix d’un
supplémentaire stable G de C dans C[G] ; alors I est invariante par G.

Soit V' un G-module rationnel de dimension finie. A tousv € Vet € V*,
associons I'élément f, ; de C[G] défini par

fv,l(g) — l(g : U) .
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Si (e;) est une base de V, et (e}) est la base duale, alors on a

g-ei=»_ fij(ge
J

avec f;; = fe,-,e;- Les f; ; sont donc les coefficients matriciels du G-module V.
On définit py : V — V par

pv(ei) = Zl(fij)eja

c’est-a-dire :
Upv(v)) = I(fuu)

pour tous v € V et [ € V*. Vérifions que py a les propriétés requises.

Si g € G, alors (py (g - 0)) = I(fyus) = 1(p(9) fur) = I(Foa) = Upv (v))
donc py est invariante par G. De plus, pour v € V¥, on a f,; = I(v) d’ou
l(pv(v)) = I(fy1) = l(v) et py(v) = v. Il en résulte que py est une projection
de V sur V.

Siu:V — W est un G-morphisme, et si m € W*, alors m((pw ou)(v)) =
I(fim,u@) = I(fmouw) = (mou)(py(v)) d’olt pw ou =uopy.

Enfin, lorsque V' est un G-module rationnel arbitraire, on écrit V comme
réunion croissante de sous-modules rationnels V,, de dimension finie. Puisque
les py, sont compatibles avec I'inclusion, elles s’assemblent en py : V — V.

(iv)=(i) : Soit W un sous-G-module de V. La donnée d’un supplémentaire
stable par G de W dans V équivaut a celle d’'un G-morphisme u : V/W — V
tel que u(v + W) € v+ W pour tout v € V.

On fait opérer G dans Hom(V/W, V) par (g -u)(z) = g-u(g™" - z). Alors
Hom(V/W, V) est un G-module rationnel, dont les invariants sont formés des
G-morphismes de V/W dans V. On considere

M = {u € Hom(V/W,V) | u(v + W) € A(u)(v + W) pour un A(u) € C} .
Alors M est un sous-G-module de Hom(V /W, V') et de plus, application

A M - C
u = AMu)

est un G-morphisme de M vers le G-module trivial. Ce G-morphisme est non
nul, car W admet un supplémentaire dans V. Puisque Alp;¢ o pyr = A, il en
résulte qu'on peut trouver u € MY tel que A(u) # 0. En divisant u par A(u),
on a bien un G-morphisme u : V/W — V tel que u(v+ W) € v+ W pour tout
veV.

De ce théoreme résulte une caractérisation des groupes linéairement réduc-
tifs, par ’existence d’un analogue algébrique de la mesure de Haar pour les
groupes compacts.
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Proposition. Un groupe algébrique G est linéairement réductif si et seulement
s’il existe un morphisme G-invariant I : C[G] — C tel que I(1) = 1 (ici G opére
dans C[G] par multiplication & droite). De plus, I est unique, et invariant par
Popération de G' par multiplication a gauche.

Démonstration. Supposons G linéairement réductif. Soit C[G] = @,>0M,, une
décomposition en sous-modules simples avec My = C. Alors M,, est non trivial
pour tout n > 0, donc I(M,,) = 0 dans ce cas. L’unicité de I en résulte.
Si g € G alors A\(g)I vérifie les propriétés de I, car A(g) commute aux
multiplications & droite. Par unicité de I, on a donc A(g)I = I.
Réciproquement, lexistence de I implique la condition (iii) du théoréme
ci-dessus.

On montre de méme que pour tout G-module rationnel V', la projection
pv V — VG

est unique. Cette projection est appelée I'opérateur de Reynolds associé a V.

Exemples. (i) Tout groupe fini est linéairement réductif. En effet, si G est
d’ordre N, alors
I: C[G] - C[G]Y=C
fo= ¥ X,ear@)f

est invariante par multiplication a droite et envoie 1 sur 1.

(ii) Soit T' ~ (C*)™ un tore. Alors T est linéairement réductif ; en effet,
d’apres la proposition 1.5.1, tout 7T-module rationnel est somme directe de mod-
ules de dimension 1, donc simples. On peut retrouver ce résultat en définissant
I:C[T] - Cpar I(1) =1 et I(x) = 0 pour tout caractére multiplicatif non
trivial x ; alors I vérifie les hypotheses de la proposition.

(iii) Le produit de deux groupes linéairement réductifs est linéairement
réductif (exercice).

(iv) Le groupe additif G = C n’est pas linéairement réductif. En effet, C2
est un G-module rationnel pour l'opération t- (x,y) = (x,y + tz). Tout vecteur
propre commun & tous les éléments de G est multiple de (1,0), donc la droite
C x {0} est stable par G mais n’admet pas de supplémentaire stable par G.

(v) Plus généralement, si le radical unipotent R, (G) (défini en 1.4) est non
trivial, alors GG n’est pas linéairement réductif. En effet, soit V' un G-module
dans lequel R, (G) opére non trivialement, et soit W 1’ensemble des invariants
de R, (G) dans V. Alors W est un sous-G-module de V', distinct de V ; de
plus, W est non trivial d’apres le théoreme 3. Si W admet un supplémentaire
S stable par G, alors S contient un invariant non trivial de R, (G), ce qui
contredit le fait que W = V(&)

Définition. Un groupe algébrique affine G est réductif si son radical unipotent
est trivial. Si de plus G est connexe et de centre fini, on dit que G est semi-
simple.
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On vient de voir que les groupes linéairement réductifs sont réductifs. La
réciproque est vraie, voir [Hu] : on montre d’abord que tout groupe réductif
connexe est le quotient par un sous-groupe fini central d’un produit 7' x S ou
T est un tore et S est semi-simple. Puis on utilise la correspondance entre les
représentations d’un groupe de Lie et celles de son algebre de Lie, ainsi que
la complete réductibilité des représentations de dimension finie des algebres de
Lie semi-simples complexes.

Exemples (les groupes classiques). Les groupes SL,, et Sp,, sont semi-simples,
ainsi que SO,, pour n > 3. Les groupes GL,, et Oy sont réductifs mais non
semi-simples ; enfin, SO» est un tore de dimension 1 (exercice).

2.2. Une caractérisation des groupes linéairement réductifs

On va obtenir un critere pour qu'un sous-groupe algébrique du groupe
linéaire soit linéairement réductif, et on en déduira que les groupes classiques
sont linéairement réductifs. On aura besoin du résultat préliminaire suivant.

Soit G un sous-groupe de GL(V') ou V est un espace vectoriel de dimension
finie. Alors chaque puissance tensorielle V®™ (ot m est un entier positif) est
un G-module rationnel ; il en est de méme des puissances extérieures A™V. On
pose

det(V) := ASmV)y

C’est un G-module de dimension 1, ou chaque g € G opere par multiplication
par det(g). On peut donc définir les puissances tensorielles det(V)®" pour
tout entier relatif n. Si G est fermé dans GL(V'), alors les G-modules V®™ et
det(V)®™ sont rationnels.

Lemme. Soit G un sous-groupe fermé de GL(V'). Alors tout G-module ra-
tionnel de dimension finie est isomorphe a un sous-module d’un quotient d’une
somme directe de G-modules de la forme VO™ & (det(V)®".

Démonstration. Soit M un G-module rationnel de dimension d ; choisissons
une base (e}, ...,e}) de M*. Alors 'application linéaire

M — C[G]?
m = (g—ef(g-m))ici<a

est injective et équivariante pour 'opération de G dans M, et pour I'opération
par multiplication & droite dans C[G]¢. De plus, le G-module C[G] est quotient
de

C[GL(V)] = C[End(V)][1/det(V)] = Y CIEnd(V)] ® det(V)®"
neZ

ou End(V') désigne 'espace des endomorphismes de V. L’opération de G dans
End(V) est donnée par la composition & droite.
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Observons que ’application

V*e@V —  End(V)
lov = (z—=1(z)v)

est un G-isomorphisme, ou G opere dans V* ® V via son action dans V™.
L’algebre C[End(V')] est quotient de 'algebre tensorielle du dual de End(V),
qu’on peut écrire d’apres ce qui précede :

T(End(V)*) = é (V @ V*)em = é yom g (7)om
m=0 m=0

De plus, G opeére dans cette algebre via son action dans les puissances ten-
sorielles V®™ et Paction triviale dans (V*)®™.

Théoréme. Soit G un sous-groupe fermé de GL(V') ou V est un espace vec-
toriel de dimension finie.

(i) G est linéairement réductif si et seulement si le G-module V®™ est semi-
simple pour tout entier positif m.

(ii) S’il existe une structure hermitienne sur V' telle que I’adjoint de tout élément
de G est dans (G, alors G est linéairement réductif.

Démonstration. (i) Si G est linéairement réductif, alors les puissances ten-
sorielles de V' sont semi-simples, comme tous les G-modules rationnels. Réci-
proquement, si toute puissance tensorielle de V' est semi-simple, alors d’apres
le lemme, tout G-module M (rationnel, de dimension finie) est quotient d’un
sous-module d’un module semi-simple. Par suite, M est semi-simple, et on
conclut grace au théoreme 2.1.

(ii) Soit (— - —) le produit scalaire hermitien donné sur V. Soit W C V
un sous-espace stable par G ; soit W+ son orthogonal. Si g € G, v € W+ et
y € W, alors (gz -y) = (z - g*y) = 0, donc W+ est stable par G. Puisque
V =W @® W, on en déduit que le G-module V est semi-simple.

Pour tout entier positif m, on définit une structure hermitienne sur V®™

par
m

(@1 @ QT 1 @+ DY) = | [ (@i - wi) -
i=1
Si sy, ..., Uy sont dans GL(V), alors u; ® - -+ ® u,, est dans GL(V®™) et on
a:
(U1 ® - Qup) =u] Q- -Qu, .
On en déduit que I'image de G dans GL(V®™) est stable par passage a I’adjoint.

D’aprés la premiere partie de la démonstration, le G-module V®™ est donc
completement réductible, et on conclut grace a (i).

Corollaire 1. Les groupes classiques GL,,, SL,,, Sp,,, O,, et SO,, sont linéaire-
ment réductifs.
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Démonstration. La condition (ii) du théoreme est évidente pour G = GL,, ou
SL,, et pour V. = C". Elle est vérifiée pour G = O, ou SO,, (avec la forme
quadratique standard sur C") et pour V = C" (avec sa structure hermitienne
standard), car alors G est stable par transposition et conjugaison. Le cas du
groupe symplectique est laissé en exercice.

Corollaire 2. Soit G un groupe algébrique affine qui contient un sous-groupe
K, compact et dense dans G pour la topologie de Zariski. Alors G est linéaire-
ment réductif.

Démonstration. On considere G plongé dans un GL(V'). Montrons d’abord que
V' possede une structure hermitienne invariante par K. Soit H ’ensemble des
formes sesquilinéaires sur V' ; c’est un G-module (non rationnel!) de dimension
finie. Soit H~o C H le sous-ensemble des formes définies positives ; c’est un
cone convexe ouvert et stable par G. Si g € H~g, alors 'orbite K -q est compacte
et contenue dans H~g. Le centre de gravité de cette orbite est donc un point
fixe de K dans Hsq, autrement dit, une structure hermitienne invariante par
K.

Comme dans la démonstration du théoréme, on en déduit que V™ possede
une structure hermitienne invariante par K, et donc que le K-module V®™ est
semi-simple. Puisque K est dense dans G, il en résulte que tout K-sous-module
de V®™ est stable par G, et donc que le G-module V®™ est semi-simple.

Le corollaire 2 se déduit aussi de 'existence de la mesure de Haar sur K,
voir [Br-tD]. Cette mesure du est 'unique mesure sur K qui est invariante par
multiplication, et de masse totale 1. Pour toute f € C[G], posons

I(f) = /K - F(g)du(g) -

Ceci définit une application linéaire I : C[G] — C telle que I(1) = 1. De plus,
I est invariante par multiplication par K, et donc par G.

D’autre part, on peut montrer que tout groupe réductif est le complexifié
d’un groupe de Lie compact, voir [He] Chapter 6. En conclusion, les notions
de groupe réductif, linéairement réductif, et de complexifié d’'un groupe de Lie
compact, sont les mémes. Pour simplifier, on écrira par la suite “réductif” pour
“linéairement réductif”.

2.3. Représentations des groupes réductifs

Soit G un groupe algébrique réductif. On note G Densemble des classes
d’isomorphisme des G-modules rationnels simples. Pour w € G , on note V, un
représentant de w. Enfin, pour tout G-module rationnel M, on note M, la
somme des sous-modules simples de M qui sont isomorphes a V,. On appelle
M.,y la composante isotypique de M de type w.

Avec ces notations, on peut décrire la structure des G-modules rationnels,
comme suit.
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Proposition 1. (i) Si G est un groupe réductif et M est un G-module ra-

tionnel, alors
M =D My,
wEG’

et de plus 'application

Hom“(V,,, M) ®V, — M,
f®uv = f(v)

est un isomorphisme de G-modules, ou GG opére dans le produit tensoriel via
son action dans V.

(i) Si de plus M = C[X] o1 X est une G-variété, alors Hom® (V,,, M) s’identifie
a P’ensemble Mor® (X, V*) des G-morphismes de X vers V*.

(iii) On a un isomorphisme de G x G-modules

Docc Vo2V — C[G]

(v = (g L(g 1)

ou G x G opere dans C[G] par multiplication & gauche et a droite, et dans les
produits tensoriels par

(9:h) - (I@v)=(g9-1) @ (h-v).

Démonstration. (i) On décompose M en somme directe de G-modules simples
et on regroupe les termes isomorphes, pour obtenir la premiere assertion. Pour
la seconde assertion, on peut supposer que M est simple, et on applique alors
le lemme de Schur.

(ii) L’ensemble des G-morphismes de X vers V, est
(CIX]® V,,)¥ = Hom“(V,}, C[X]) .

(iii) On considere 'action de G' dans lui-méme par multiplication & droite.
D’apres (ii), on a un isomorphisme

P Mor(G, V) © V., = C[E] .
wed

Cet isomorphisme est équivariant pour l'action de GG & droite, et aussi pour
I’action a gauche, en faisant opérer G' dans MorG(G, V) par multiplication &
gauche dans la source GG. De plus, pour tout G-module rationnel V', on a un
isomorphisme de G-modules

MorG(G,V) = V:f— f(e)
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d’ou le résultat.

Définitions. La multiplicité d’un G-module simple V,, dans un G-module ra-
tionnel V est la dimension de 'espace vectoriel Hom®(V,,, V). Cette multi-
plicité est notée mult(w, V). On a donc :

V>~ @ mult(w, V)V, .
weG

Pour une G-variété X et un G-module V, un G-morphisme de X vers V'
est appelé un G-covariant de X a valeurs dans V. Le produit d’un tel covariant
par un invariant de C[X] est encore un covariant : ensemble Mor® (X, V) des
G-covariants de X & valeurs dans V est donc un C[X]%-module.

Exemple. Soit G = SL(V') opérant dans 1’espace V* des k-uplets de points de
V. Pour 1 <i <k, soit p; : V¥ — V la i-ieme projection ; c’est un covariant
a valeurs dans le G-module V. D’apres la théorie classique des invariants (voir
[Ho3)), 'espace des covariants MorG(Vk, V') est engendré par py, ..., pr comme
module sur 1’algebre des invariants.

Plus généralement, on verra en 2.5 que les modules de covariants sont
de type fini. D’autres exemples de covariants seront donnés dans la section
suivante.

On va maintenant étendre aux groupes linéairement réductifs des résultats
classiques sur les caracteres des groupes finis (ou compacts).

Définitions. Soient G un groupe réductif et V un G-module rationnel de di-
mension finie. Le caractére de V est I’application

Xv - G — C
g — Try(g)

ou Try (u) désigne la trace de 'endomorphisme u de V.

Une fonction f € C[G] est centrale si f est invariante par conjugaison. Les
fonctions centrales forment une sous-algebre de C[G], notée C(G).

Pour V' comme ci-dessus, il est clair que xyy € C(G). De plus, on a
Xvey = Xv D Xy et Xxvev: = Xv X Xv' quels que soient les G-modules V' et
V'. Enfin, xy ne dépend que de la classe d’isomorphisme de V. Pour w € é,
on note Y, le caractere de V.

On munit C[G] de I'involution * définie par

F(9):=flg™")
ainsi que du produit scalaire (,) tel que
(u,v) = I(uv™)
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(ou I est définie en 2.1). Alors (,) est symétrique, car I(f*) = I(f) (par unicité
de I).

Proposition 2. (i) La décomposition

CGl=Ep VeV
wedG
est orthogonale. De plus, la restriction de {(,) a chaque V! ® V,, est non
dégénérée.
(ii) Les caractéres X, (w € G) forment une base orthonormée de I'espace C(G)
des fonctions centrales.
(iii) Pour tout G-module V', et pour tout w € G, on a

mult(w, V) = (Xw, Xv) -

(iv) Tout G-module rationnel de dimension finie est déterminé & isomorphisme
prés par son caractere.

Démonstration. (i) Soient V et V' deux G-modules simples non isomorphes.
Alors M := V*®V' est un G-module, et M“ = {0} d’apres le lemme de Schur.
Pour tousl € V* et v’ € V', on a donc pp(I®v') = 0 ou pys désigne 'opérateur
de Reynolds. On en déduit que pour tous v € Vet I' € V'*, on a

I(fv’,l’f:,l) =0

(voir la preuve du théoréme 2.1). Autrement dit, les sous-espaces V'* @ V' et
V* ®V de C|[G] sont orthogonaux.
De méme, pour tout u € End(V) ~V*®V, on a

PEnd(v)(v) = A(u)idy

pour un A(u) € C. En prenant la trace, on en déduit
Aw) dim(V) = Trypeaqv) (u) = Try (u)

(puisque la trace est invariante, elle commute avec 'opérateur de Reynolds).
D’ou
TI'V (U) .

On en déduit que pour tous v,v' € Vet I,I' € V*, on a

II)

<fv,lafv’,l’> - I(fv,lf;(',l’) = dlm(V)

Il en résulte que la restriction de (,) & V* ® V est non dégénérée (vérifier).
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(ii) Soit (e;) une base de V,,, et soit (ef) la base duale. Alors x, =
>.; fi e+ En particulier, x,, est dans V,; ®V,, donc il est orthogonal & x, pour
tout m # w. De plus,

1
Ot Xe) = D I(F2 e feyuey) = dim(V) 2.1=1.

i!j

Enfin, d’apres le lemme de Schur, x, engendre ’espace des invariants par
conjugaison dans V} ® V,,. Il résulte alors de (i) que les x,, forment une base

de C(G).
(iii) La formule est conséquence immédiate de (ii) et de la décomposition

V= @ mult(w, V)V, .

(iv) résulte de (iii) et de la décomposition ci-dessus.

Remarque. Soit T un tore maximal de GG, et soit N son normalisateur. L’action
de N dans T par conjugaison se factorise en une action du groupe quotient
N/T = W, le groupe de Weyl. De plus, la restriction a T' des fonctions centrales
définit un homomorphisme d’algebres

Res : C(G) — Cc[T" .

On verra en 3.2 que Res est un isomorphisme lorsque G est connexe. Les images
par Res des caracteres irréductibles . sont donnés alors par la formule des
caracteres de Weyl (voir [Hu], olt on trouvera aussi une description des modules
simples).

2.4. Le cas de SLs.

Dans cette section, on considere le groupe G = SL et ses sous-groupes

1 ¢ t 0 .
U_Ug_{(o 1>|teC},T_{<O t_1>|teC}.
Alors T est un tore maximal de G. Le normalisateur N de T est engendré par

Tets= (_01 é) Le groupe de Weyl W = N/T est d’ordre 2 ; il opére dans

T par g — g~ 1. On en déduit que 'algebre C[T]" est formée des polynomes
symétriques en ¢ et ¢!,

On commence par décrire les G-modules simples et leurs caracteres.
Proposition 1. (i) Le G-module V; est simple, et tout G-module simple est

isomorphe a Vy pour un unique d.
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(ii) La restriction a T induit un isomorphisme
Res : C(G) — C[T1

qui envoie le caractere de V; sur

Xa =tt+t72 T =

Démonstration. Montrons que le G-module Vj est simple. Soit M un sous-G-
module non nul de V;. D’apres le théoreme 1.4, le sous-groupe U a un point
fixe f # 0 dans M. On a donc f(x,y) = f(x + ty,y) pour tout ¢t € C. 1l
en résulte que f est un multiple non nul de y?. Ainsi, M contient toutes les
puissances des formes linéaires, donc M = V.

L’espace vectoriel Vy a pour base les ziy?~% (0 < i < d) qui sont vecteurs
propres de T de poids t%2!. On en déduit que la valeur du caractere de Vy

0 ¢!
symétrique en t et t~! est combinaison linéaire des x4, I’application Res est
surjective. D’autre part, la réunion des conjugués de T est dense dans GG, donc
Res est injective.

Ainsi, Res est un isomorphisme ; par suite, 'espace vectoriel C(G) est
engendré par les caracteres irréductibles des V. Grace a la proposition 2.3.2,
il en résulte que tout G-module simple est isomorphe a un unique V.

en (t 0 ) est donnée par les formules ci-dessus. Puisque tout polynome

Etudions maintenant les modules de covariants. Soit X une G-variété. Un
élément de MorG(X , Vi) est appelé un covariant d’ordre d. La somme directe

C(X) := é Mor% (X, Vy)
d=0

est un C[X]%-module gradué par ’ordre, qu'on appelle I’algébre des covariants
de X. Cette terminologie est justifiée par ’énoncé suivant.

Proposition 2. On a des isomorphismes

C(X)~ C[X x C?]Y ~C[X]Y .
Démonstration. On a
C(X) = (ClX]® @ Va) = (C[X]® Clz,y))¢
n=0
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d’ou le premier isomorphisme. Pour le second, on considere plus généralement

un G-module M. Alors
(M @ Clz,y])¥ ~ Mor®(C?, M) .
Observons que la restriction
Mor“ (C?, M) — Mor%(C? \ {0}, M)

est un isomorphisme ; en effet, toute fonction réguliere sur C? \ {0} s’étend en
une fonction polynomiale sur C? (exercice). Soit e le premier vecteur de base
de C?, alors U = G, et lorbite G - e est égale & C? \ {0}. On en déduit que
I’application
Mor®(C?\ {0}, M) — MY
@ = p(e)
est un isomorphisme, ce qui termine la démonstration.

En particulier, I’algebre des covariants C(X) contient 1’algébre des invari-
ants C[X]¥. Un intérét de la construction de C(X) est que cette algébre est
munie d’opérations (“transvections”) qui permettent de construire beaucoup
de covariants ; en voici une définition.

Soient d, e, n des entiers tels que 0 < n < min(d,e). Pour f € V; et
g € Ve, on pose

__ (d—=n)! (e —n)! u ITAL o f g
(f:9)n = d! e! g( 1 (z) Oxn—idyt Oxidyn—1

En particulier, (f,g)o = fg et de(f, g)1 est le déterminant jacobien de f et g.
L’élément (f, g), de Viye_o, s’appelle le n-iéme transvectant de f et de g.

Proposition 3. L’application (f,g) — (f,g), définit une application linéaire
et G-équivariante de Vg ® V, sur Vyie—on. De plus, application

- Vd ® Ve N @Inin(d7e) Vd—i—e—Qn

n=0

fog = YmEO(f ),

est un isomorphisme de G-modules (“formule de Clebsch-Gordan”).

Démonstration. L’application (f,g) — (f,g)n est clairement bilinéaire. Si
f=uet g=12v° ol u et vsont des formes linéaires, alors on a

(f,9)n = u'™ 0" (det(u, v))"

(vérifier). Il en résulte que 7 est G-équivariante, car les puissances des formes
linéaires engendrent V; et V.. De plus, (,), est non nulle et les Vy . o, sont
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deux a deux non isomorphes, donc 7 est surjective. Pour des raisons de dimen-
sions, c’est un isomorphisme.

Si maintenant w et v sont deux covariants sur X, d’ordres respectifs d
et e, on peut définir des covariants (u,v), d’ordre d + e — 2n pour 0 < n <
min(d, e). En particulier, lorsque X = V4, on a un covariant évident, d’ordre
d : Dapplication identique de Vg, notée f. De plus, il résulte de la formule de
Clebsch-Gordan que ’espace vectoriel C(V}) est engendré par les transvectants
itérés

5 (5 Do (505 n))ps -

D’apres un théoreme dii & Gordan (voir [Go| et aussi [Gr-Yo]), lalgebre C(Vy)
est engendrée par un nombre fini de ces transvectants itérés. La preuve de
Gordan est constructive ; on verra en 2.5 un théoreme de finitude beaucoup
plus général, mais non effectif.

On donne ci-dessous les résultats de l'algorithme de Gordan pour les
premieres valeurs de d ; ces résultats seront retrouvés dans 'exemple 3 en 3.2,
et aussi en 4.5. On observe que 'algebre C(Vy) a une double graduation, par
le degré et par 'ordre, et que les transvectants itérés de f sont bi-homogenes.
De plus, I'isomorphisme

C(Vy) ~ C[Vd][x,y]G ~ C[V,]Y

envoie chaque g(z,y) sur g(1,0) (voir la preuve de la proposition 2). L’algebre
des invariants Z(V,) s’identifie a la sous-algebre de C(V}) formée des covariants
d’ordre 0.

Exemples. Sid =1,on a (f, f), = 0 pour n # 0. L’algebre C(V}) est engendrée
par f, et 'algebre Z(V}) est réduite aux constantes.

Sid = 2, lalgebre C(V3) est engendrée par f et (f, f)2 ; ce dernier engendre
lalgebre Z(V5). Si f(x,y) = agx® + 2a12y + asy? alors (f, f)2 = apas — a3.

Si d = 3, lalgebre C(V3) est engendrée par les quatre covariants
fo Ho=(f, )T = (£, H)1, A= (H, H),
de degrés et ordres respectifs : (1,3), (2,2), (3,3), (4,0). En écrivant
f(z,y) = apx® + 3a12%y + 3azzy® + asy®

on obtient, a des facteurs numériques pres :
H = (agas — ai)z* + (agaz — Yoy + ( — a3)y’
= (GoG2 1 0a3 — a1G02)TY apas —as)y ,

T = (aias — 3agaias + 2a3)x” + 3(apayas — 2apal + ajas)z’y

—3(apazas — 2a3as + ara3)ry® — (apa3 — 3ayazasz + 2a3)y°,
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A = (apaz — ozlag)2 — 4(apas — a%)(alag — a%) )

Par I'isomorphisme C(V3) ~ C[V3]Y, ces covariants sont envoyés sur ag, bs, bs,
A avec les notations de I’exemple en 1.4. En particulier, A est le discriminant
de f ; il engendre l'algebre Z(V3). De plus, on a une relation

T? +4H? — f°A =0

qui engendre 'idéal des relations entre les générateurs f, H, T et A.

Si d = 4, l'algebre C(Vy) a pour générateurs les cing covariants

f7 H := (faf)Qv I:= (faf)47T = (faH)hJ:: (va)4
de degrés et ordres respectifs (1,4), (2,4), (2,0), (3,6), (3,0) ; de plus, I'idéal
des relations est engendré par une combinaison linéaire de T2, H?, IH f? et

Jf3 . Il en résulte que I et J sont algébriquement indépendants et engendrent
lalgebre Z(Vy). En écrivant

flz,y) = aoxt + da1 23y + 6axzy* + daszy® + agy?

on trouve, a des facteurs numériques pres :

Gop ap Q2
I =apay — 4aq1a3 + 3a§ , J=|a1 as as
as a3z Qg

La situation se complique tres vite pour les degrés supérieurs : il faut
23 éléments pour engendrer C(Vs), et 26 pour C(Vj) ; les relations entre ces
générateurs ne sont que tres partiellement connues. Pour d > 7, le nombre
minimal de générateurs de C(V}) est inconnu.

Cependant, il est facile de décrire lalgebre C(Vy)[f '] pour tout d. En
effet, soient gs,..., g4 les covariants définis inductivement par go = (f, f)2 et
9i = (f,9i—1)2. Alors chaque g; est de degré i et d’ordre i(d — 2). De plus,
chaque g;(1,0) est un multiple non nul du polynome b; construit dans I’exemple
1.4 (vérifier). On en déduit que Palgébre C(Vy)[f '] est engendrée sur C[f, f!]
par g, ..., g4, €t que ceux-ci sont algébriquement indépendants.

2.5. Invariants et covariants des groupes réductifs : propriétés de finitude.

On revient au cas d’'un groupe réductif arbitraire, pour établir le résultat
fondamental suivant, di a Hilbert et Nagata.

Théoreme Soient G un groupe réductif et R une algébre de type fini dans
laquelle G opére par automorphismes, et qui est un GG-module rationnel. Alors
lalgébre des invariants A := RY est de type fini, et c’est un facteur direct du
A-module R. De plus, pour tout idéal I de A, ona: IRNA=1.
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Démonstration. Soit p : R — A l'opérateur de Reynolds défini en 2.1. Soit
f € A, alors I'idéal fR engendré par f est stable par G, et on a (fR)“ = fA.
D’apres le théoreme 2.1, la restriction de p & fR est la projection pour ce G-
module. D’autre part, I’application ¢ — fp est G-équivariante et envoie R
sur fR, donc 'opérateur de Reynolds pour fR est donnée par ¢ — fp(p). On
en déduit que p(fyp) = fp(p) pour tout ¢ € R. Autrement dit, I'opérateur de
Reynolds p: R — A est un morphisme de A-modules. Par suite, A est facteur
direct du A-module R.

Soit I un idéal de A. Montrons que IRNA = I. Il est clair que I est contenu
dans TR N A. Réciproquement, si f € TRN A, on peut écrire f =Y " | fipi
avec f; € I et p; € R. Puisque f € A, on a

f=p(f)= Zfip(%)

d’ou fel.

Puisque l’algebre R est noethérienne, il en résulte aussitot que A est
noethérienne. Il est moins facile de montrer que A est de type fini ; on va
se ramener au cas ou R est une algebre graduée, comme suit.

On choisit des générateurs z1,...,z, de l'algebre R ; on choisit ensuite
un sous-G-module rationnel W de R qui contient z1,...,z,, et on note V le
dual de W. Alors I'application V* = W — R s’étend en un homomorphisme
d’algebres C[V] — R qui est surjectif et G-équivariant. Il induit donc un
homomorphisme surjectif d’algébres C[V]¥ — A. Ainsi, il suffit de démontrer
que Palgébre C[V]¥ est de type fini. On utilisera la graduation

ClV] = &p ClVlx

ou C[V],, désigne I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré n sur
V. Cette graduation est stable par GG, d’ou

Cv]“ = é ClVIy -

Notons I I'idéal de C[V] engendré par les invariants homogenes et non
constants. Puisque I’anneau C[V] est noethérien, on peut engendrer I par des
invariants fi,..., f, en nombre fini ; de plus, on peut supposer que les f; sont
homogenes. Si f € C[V]“ est homogene et non constante, alors f = > i, fip;
avec des ¢; € C[V] homogenes. On en déduit que f = p(f) = Y., fip(v:)
avec des p(y;) € C[V]¥ homogenes tels que deg p(y;) < deg ;. Par récurrence
sur le degré de f, on conclut que f est un polynéme en fi,..., f.. L’algebre
C[V]% est donc engendrée par fi,..., f.
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Proposition. Soit R une algébre qui vérifie les hypothéses du théoréme ; soit
M un G-module rationnel de dimension finie. Alors espace Hom® (M, R) est
un module de type fini sur R® = A.

Démonstration. Dans le R-module Hom(M, R) = R ® M*, le sous-espace des
invariants Hom® (M, R) est stable par multiplication par les éléments de A,
c’est donc un A-module. Pour la finitude, on se ramene comme au théoreme
précédent, au cas ot R = C[V] avec V un G-module rationnel de dimension
finie. On considere alors I'algebre

C[V x M] = R® C[M]

graduée par le degré partiel par rapport a M. Alors C[V x M]; = R®@ M*. Si
M C Hom® (M, R) est un sous-A-module, alors

(M) = Mo PR C[M],)¢

n>2

est un idéal de (R®C[M])Y, car il est stable par multiplication par tout élément
homogene de cette algebre. De plus, M est ’ensemble des éléments homogenes
de degré 1 dans I(M). Puisque l'application M — I(M) est croissante et
que lalgebre (R @ C[M])% est noethérienne, le A-module Hom% (M, R) est
noethérien, donc de type fini.

Corollaire 1. Soit R une algebre qui vérifie les hypothéses du théoréme. Alors
on a un isomorphisme

R~ @5 Hom“(V,,,R) @V,

weé

compatible avec les structures de G-module et de A-module. De plus, chaque
A-module Hom%(V,,, R) est de type fini.

En particulier, pour toute G-variété affine X, l'algebre des invariants
C[X]% est de type fini, et tout module de covariants Mor® (X, V,,) est de type
fini.

Le théoréeme de Hilbert et Nagata permet aussi de démontrer le résultat

de finitude suivant, di & Weitzenbdck.

Corollaire 2. Soit V un module (rationnel et de dimension finie) pour le
groupe additif U = C. Alors I'algébre C[V]Y est de type fini.

Démonstration. On identifie V' a C™, d’oul une application polynomiale p :
C — GL, telle que p(x + y) = p(x)p(y) pour tous x et y dans C. On en
déduit que dp(x) = p(z)dp(0) ou dp(x) désigne la diférentielle de p a Porigine.
On a donc : p(x) = exp(xA) avec A = dp(0). Puisque p est polynomiale, la
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matrice A est nilpotente. En la ramenant & sa forme de Jordan, on obtient une

décomposition
V=@V
d>0
ol chaque V(qy est muni d’une base (eg,e1,...,eq) telle que Aeg = 0 et que

Ae; = e;_1 pour 1 < i < d. En envoyant chaque e; sur 2%~ %y?/i!, on définit un
isomorphisme de Vi4y sur Vy qui est U-équivariant. On en déduit que 'action
de U dans V se prolonge en une action de SLj et on conclut grace au théoreme
ci-dessus, combiné avec l'isomorphisme obtenu en 2.4.2 :

C[V]V ~ C[V x C?=
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3. Quotients par les groupes réductifs

3.1. Le quotient d’une variété affine par un groupe réductif

Soit G un groupe algébrique réductif opérant dans une variété algébrique
affine X. D’apres le théoréme 2.5, la sous-algébre C[X]% C C[X] est de type
fini. De plus, C[X] ne contient pas d’élément nilpotent non nul ; c’est donc
lalgebre des fonctions régulieres sur une variété algébrique affine X//G, munie
d’un morphisme

m: X = X//G

appelé quotient de X par G.

Il est clair que 7 est invariante par GG, et universelle pour cette propriété
:si p: X = Y est un morphisme G-invariant vers une variété affine, alors il
existe un unique morphisme ¢ : X//G — Y tel que p = gow. On va établir
d’autres propriétés de m qui justifient son nom de “quotient”.

Théoreme. Soit G un groupe réductif opérant dans une variété affine X.
(i) Le morphisme w : X — X/ /G est surjectif.

(ii) Si Z C X est un fermé stable par G, alors w(Z) est fermé dans X//G, et
la restriction |z 1 Z — w(Z) est le quotient de Z par G. Si de plus Z' C X
est fermé et stable par G, alors 1(ZNZ") =n(Z)N=w(Z").

(iii) Si * € X, alors la fibre 7= (m(x)) contient une unique orbite fermée ;
notons-la O,. De plus, 7= '(n(z)) est 'ensemble des p € X tels que G - p
contient O,,.

Démonstration. (i) Soit p un point de X//G, et soit I, C C[X] I'idéal maxi-
mal correspondant. D’apres le théoréme 2.5, on a : I,C[X]N C[X]“ = I,. En
particulier, I, C[X] est strictement contenu dans C[X]. Il existe donc un idéal
maximal I, de C[X] qui contient I,C[X] ; alors 7(z) = p.

(ii) L’application C[X]% — C[Z]“ est surjective, puisque C[X] — C[Z]
est surjective. Cela entraine que la restriction 7|z est le quotient de Z par
G, et que w(Z) = Z/ |G est fermée dans X//G. De plus, on a Iz = I3 en
notant Iz (resp. Ir(z)) I'idéal de Z dans C[X] (resp. de n(Z) dans X//G).
D’ou

Liznzy = 15n0 = Iz +12)% =15 + 1S, = Lz) + L2y = Le(zyom(21)

ol la seule égalité non évidente est (Iz + Iz)¢ = IS + IS, qui résulte par
exemple du théoreme 2.1.

(iii) Puisque 7~ 1(n(z)) est fermé et stable par G, il contient une orbite
fermée O,. Si O est une autre orbite fermée dans 71 (7w (z)), alors O N O, est
vide, donc () ne rencontre pas (0, ) d’apres (ii), ce qui est absurde. Ainsi,
O, est unique.
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Soit p € w1 (w(x)), alors G - p contient une orbite fermée, qui doit étre
égale & O,. Réciproquement, si G - p contient O,, alors 7(p) = w(z) car « est
constante sur les adhérences des orbites.

D’apres le théoreme, on peut voir le quotient X//G comme lespace des
orbites fermées de G dans X. Ce quotient peut étre réduit a un point (par
exemple, lorsque G = C* opére dans C" par multiplication). Dans le cas ou
X est un G-module, on va donner un critere pour que les fibres générales du
quotient contiennent une orbite dense.

Proposition 1. Pour un groupe réductif G opérant dans une variété affine
irréductible X, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un ouvert non vide de X//G tel que toute fibre de 7w : X — X//G
au-dessus de cet ouvert contient une orbite dense.

ii) Le corps des fractions de I’algébre C[X]¢ est C(X)C.
8

Si de plus X est un G-module et si tout caractére multiplicatif de G est d’ordre
fini, alors ces conditions sont vérifiées.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.6, il existe un ouvert invariant non
vide Xg C X tel que le quotient géométrique p : Xog — Xo/G existe. De
plus, C(Xy/G) = C(X)¥. L’image m(Xy) C X//G contient un ouvert de
X//G. T existe donc f € C[X]¥ non nul tel que 7(Xo N X;) = X;//G (on
note Xy le complémentaire dans X de I’ensemble des zéros de f). D’apres la
propriété universelle du quotient, on peut supposer de plus que la restriction
de p & Xy N X, se factorise par ¢ : X¢//G — (Xo N X¢)/G. La condition
(i) équivaut alors au fait que ¢ est birationnelle, c’est-a-dire que le corps des
fractions de C[X;//G] est égal & C(Xo N X;)¢ = C(X)“. Mais l'algebre
C[X;//G] = C[X]9[1/f] a le méme corps des fractions que 1’algébre C[X]%.

Supposons maintenant que X est un GG-module et que tout caractere mul-
tiplicatif de G est d’ordre fini ; montrons que (ii) est vérifiée. Soit f € C(V)C.
Ecrivons f = u/v avec u, v dans C[V] premiers entre eux. Alors on a f =
(9 -u)/(g-v) pour tout g € G. Il en résulte que g - u est divisible par u. Les
fonctions polynomiales u et g - u ayant le méme degré, il existe x(g) € C* tel
que g-u = x(g)u. On voit facilement que y est un caractere multiplicatif de G,
et que g -v = x(g)v. Par hypothese, il existe un entier n > 0 tel que x" = 1.
Alors wv™ ! et v™ sont invariantes par G, et de plus f = (uv™ 1)/v™ est dans
le corps des fractions de C[V]¢.

Corollaire. Sous les hypothéses de la proposition, on a :

dim(V//G) = dim(V) — max,cy dim(G - v) .

Enfin, on va montrer que les groupes d’isotropie des orbites fermées sont
réductifs, comme conséquence du résultat suivant, di a Matsushima (voir
[Mat]).
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Proposition 2. Pour un groupe réductif G et un sous-groupe fermé H C G,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le groupe H est réductif.
(ii) La variété G/H est affine.

Démonstration. (i)=-(ii) Pour 'action de H dans G par multiplication & gauche,
toutes les orbites sont fermées. L’assertion résulte donc du théoréme.

(ii)=(i) D’apres la proposition 1.2.1, il existe un G-module V et un v € V
tels que G - v est fermée dans V et que G, = H. Si H n’est pas réductif,
alors son radical unipotent R, (G) contient un sous-groupe U isomorphe a C. Il
résulte alors du théoreme de Jacobson-Morozov (voir [Bo] VIII.11.2 Proposition
3) qu'il existe un sous-groupe S C G qui contient U et qui est isomorphe a SL,
ou a PSL,. Par suite, S contient un tore 7' isomorphe a C* et qui normalise
U.

Puisque v est fixé par U, on peut écrire

’UZE ; Ud

deZ

avec vg € VU et t- vy = tlv; pour tout t € T. De la description des
représentations de SLo (voir 2.4), on déduit que vy; = 0 pour tout d < 0,
et que vg est fixé par S. Par suite, vg = limy_,ot - v est dans G - v. Puisque
I'orbite G - v est fermée, elle contient vg. D’autre part, G, contient S, donc
SN R,(Gy,) = {e}. Par suite, I’ensemble

{9€G;l;S ﬁgRu(Gvo)g_l = {e}}

est un voisinage de e dans . Ainsi, ’ensemble des g- vy tels que SN R, (Gy.)

est trivial, est un voisinage de vy dans son orbite par G. Puisque vy € T - v,
il existe t € T tel que S N Ry (Gy.p) est trivial. Mais R, (Gyy) = tR,(G)t™1
contient tUt ! = U, contradiction.

Exemple 1 (les formes binaires). Soit G = SLo opérant dans V = V. Alors
tout caractere multiplicatif de G est trivial. De plus, le groupe d’isotropie d’un
f € V4 ayant toutes ses racines distinctes est fini si d > 3, et de dimension 1 si
d = 2. On en déduit que

0 sid<1
dim(V//G)Z{l sid=2
d—2 sid>3.

Les fibres du quotient seront décrites en 3.3 ci-dessous.

Exemple 2 (Iaction adjointe). Soit G un groupe réductif connexe. On fait
opérer G dans lui-méme par conjugaison ; alors le groupe d’isotropie de tout
g € (G est le centralisateur de g dans G. On va décrire les orbites fermées, ainsi
que les fibres du quotient.
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Pour g € G, notons g = g g, sa décomposition de Jordan (c’est-a-dire :
gs est semi-simple, g, est unipotent, et gsg, = g.9gs ; une telle décomposition
existe et est unique, voir par exemple [Stel]). On va montrer que G - g5 est
I'unique orbite fermée de G dans G - g.

Il en résultera que 'orbite G - g est fermée si et seulement si g est semi-
simple. En outre, pour tous g et h dans G, on a : 7w(g) = w(h) si et seulement
si G- gs = G- hg. En particulier, si g est semi-simple régulier (c’est-a-dire si le
centralisateur de g est un tore maximal de G), alors 7 1 (7(g)) = G - g.

En effet, soit H le centralisateur de g, dans GG. Il existe un tore maximal
de G qui contient g4, et un tel tore est contenu dans H. D’apres le lemme
ci-dessous, l'orbite G - g5 est fermée dans G. Pour montrer que g5 € G - g, on
observe d’abord que H est réductif et contient g,. Comme dans la preuve de
la proposition 2 ci-dessus, on utilise ensuite le théoréeme de Jacobson-Morozov
: il existe un sous-groupe S de H qui contient g, et qui est isomorphe a SLs
ou a PSL,. Il en résulte qu’il existe un sous-groupe a un parametre A de S

tel que lim;_q )\(t)gu)\(t)_l = e (en effet, si g, est représenté par (8 (1)>, on

peut prendre pour A(¢) 'image de (6 tE)l ) ). Alors limy_,o A(t)gA(t) ™! = g,

d’ou D’assertion.

En fait, dans tout groupe réductif H, ’ensemble des éléments unipotents
contient une orbite dense pour 'action par conjugaison, voir [Stel] 3.6 Theorem
3. On en déduit que toute fibre du quotient 7 : G — G//G contient une orbite
dense. On a des résultats analogues pour ’action adjointe de GG dans son algebre
de Lie.

Lemme. Soit G un groupe algébrique affine opérant dans une variété affine
X, et soit x € X un point fixé par un tore maximal de G. Alors 'orbite G - x
est fermée dans X.

Démonstration. Soit T un tore maximal de G qui fixe x, et soit U C G un
sous-groupe unipotent normalisé par 7' et maximal pour cette propriété. Posons
B = UT ; c’est un sous-groupe résoluble connexe de GG, qui est maximal pour
ces propriétés d’apres [Stel] 2.12 Theorem 1. De plus, l'orbite B-z = U - x est
fermée dans X d’apres le corollaire 1.4. Il en résulte que le sous-ensemble

{(9,9) | 97" -yeB-a}

de GG x X est fermé. Ce sous-ensemble est stable par I'action de B dans G x X
via b-(g,y) = (gb~1,y), donc le sous-ensemble

{9B,y) | g7' -y € B-x}

de G/B x X est fermé. De plus, 'image de ce sous-ensemble par la projection
G/B x X — X est 'orbite G - z, qui est donc fermée car la variété G/B est
complete (voir [Stel] 2.12 Theorem 1).
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3.2. Un critére pour le quotient

Comme précédemment, on considere un groupe algébrique réductif G et
une G-variété affine X. On va donner une caractérisation du quotient 7 : X —
X//G parmi les morphismes G-invariants p : X — Y. Pour cela, on rappelle
quelques notions de géométrie algébrique.

Définitions. Une variété affine irréductible X est normale si 1’algebre C[X]
est intégralement close dans son corps des fractions C(X). Par exemple, si
l’algebre C[X] est factorielle, alors X est normale (exercice) ; en particulier,
I’espace affine est normal.

Un diviseur irréductible d’'une variété X est une sous-variété D C X qui
est irréductible et de codimension un. On note Ox p ’ensemble des fonctions
rationnelles sur X qui sont définies en au moins un point de D. Alors Ox p
est un sous-anneau local du corps C(X). Si de plus X est normale, alors Ox p
est un anneau de valuation discrete, et on a

C[X] = ﬂ ;OX,D

(intersection sur tous les diviseurs irréductibles D C X ; voir [Ei] §11.2).

Théoreme. Soit X une G-variété affine normale.
(i) La variété quotient X//G est normale.

(ii) Si Y est une variété affine normale et si p : X — Y est un morphisme G-
invariant tel que les fibres générales de p contiennent une unique orbite fermée,
et que I'image de p rencontre tout diviseur de Y, alors p est le quotient.

Démonstration. (i) Soit f dans le corps des fractions de C[X//G] = C[X]¢.
Si f est entier sur C[X]“ alors f est entier sur C[X], donc f € C[X] car X est
normale. Mais f est invariant, donc f € C[X]“.

(ii) Il existe un unique morphisme g : X//G — Y tel que p = go 7.
Puisque I'image de p rencontre tout diviseur de Y, il en est de méme pour
l'image de ¢q. Soit y € Y tel que p !(y) contient une unique orbite fermée.
Alors ¢~ 1(y) = m(p~(y)) donc ¢ '(y) est un point. On en déduit que p est
birationnelle ; on conclut alors grace au

Lemme. SoientY et Z deux variétés affines avec Y normale, et soit q : Z —Y
un morphisme birationnel dont I'image contient un sous-ensemble dense de tout
diviseur irréductible. Alors q est un isomorphisme.

Démonstration du lemme. Soit D C Y un diviseur irréductible. Puisque Y
est normale, Oy p est un sous-anneau maximal du corps C(Y). Ce dernier
s’identifie a C(Z) via ¢*. Puisque I'image de ¢ contient un sous-ensemble
dense de D, on peut trouver un diviseur irréductible E C Z tel que ¢(FE) est
dense dans D. Alors

Ov,p COzE C C(Z)=C(Y)
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donc OYJ) = OZ,E- D’ou

Clz] C m Oze C m Ov.p
B D

et ce dernier est égal & C[Y]. Mais d’autre part C[Y] C C[Z] via ¢*, d’ou
C[Y] = C[Z] et I’assertion.

Exemple 1 (I’action adjointe). On considere ’action du groupe réductif connexe
(G dans lui-méme par conjugaison. Soit 7' C G un tore maximal. Notons N C G
le normalisateur de T', et W = N/T le groupe de Weyl ; c’est un groupe fini.
L’action de N dans G laisse stable T', dans lequel T' opere trivialement ; d’ou
une action de W dans T'. La composition 7' — G — G//G est invariante par
W, et passe au quotient en q : T/W — G//G.

Montrons que ¢ est un isomorphisme. En effet, on a vu en 3.1 que toute
orbite fermée de G dans lui-méme est formée d’éléments semi-simples. Une telle
orbite rencontre 7', donc ¢ est surjective. Soit ¢ € G un élément semisimple
régulier. Alors la fibre de 7 : G — G//G en g est Porbite G - g, qui coupe T'
suivant une unique orbite de W (vérifier). Par suite, la fibre de ¢ en g est cette
orbite de W, et le critere s’applique.

Autrement dit, la restriction a 7' définit un isomorphisme

Res : C(G) — C[T" .

De méme, si g (resp. t) désigne l'algebre de Lie de G (resp. T), on a un
isomorphisme p : t/W — g//G. Autrement dit, la restriction a ¢ induit un
isomorphisme

Res : C[g]¢ — C[}]
(“théoréme de Chevalley”).
Exemple 2 (la loi de réciprocité de Hermite). Soit X = V% 'espace des d-uples
de formes linéaires sur C2. On a une application naturelle
p: Ve — Va
(fo- fa) = TIL, £

Soit, T le sous-groupe de (C*)? formé des (t1,...,t4) tels que Hle t; =1. Le
groupe T, opere dans V¢ par

(t1,-. - ta) - (f1o--oh fa) = (B fr, -5 tafa) -

Observons que p est invariante par cette action, et aussi par ’action du groupe
symétrique S, par permutation des copies de V. De plus, Sy normalise T} ; soit
'y le produit semi-direct de T,; par S;. Alors la fibre de p en tout f € V;\ {0}
est une orbite de T'y (factorisation unique des polynomes!). Puisque p est
surjective, c’est le quotient par I'y.
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On a donc un isomorphisme
p*: C[Va] ~ Clv/1]"

qui est SLsy-équivariant (on fait opérer SLy dans V% de fagon naturelle ; cette
action commute a celle de ['y) et homogene de degré d. Par suite, pour tout
entier n, on a un isomorphisme de SLy-modules :

C[Valn = C[V]he .

D’autre part, ’espace C[Vld]g‘jl est formé des fonctions polynomiales sur V¢ =
Vi x --- x Vi qui sont homogenes de degré n par rapport a chaque facteur V;.
D’ou un isomorphisme

n

CV)k o~ (Vir)®d

ce qui entraine que

ClVi'ls = S (V) = C[Vala -
En conclusion, on a un isomorphisme canonique de SLy-modules
C[Viln = ClVi]a

(“loi de réciprocité de Hermite”).

La loi de réciprocité permet de démontrer I'existence d’invariants ou de
covariants de formes binaires. Par exemple, puisque I'algebre C[V3]"2 est en-
gendrée par un élément de degré 4, I'espace C[V3]3"2 est de dimension 1 si
n est divisible par 4. On en déduit que toute forme binaire de degré divisi-
ble par 4 admet un “unique” invariant de degré 3. D’autres applications de
I’isomorphisme p* seront données dans ’exemple ci-dessous.

Une reformulation de la loi de réciprocité est 'existence d’un isomorphisme
GLy-équivariant de S™(S94C?) sur S¢(S™C?). Plus généralement, on peut con-
struire une application GL(V')-équivariante canonique

S™(SW) — SHS™MV)

ol V est un espace vectoriel de dimension finie quelconque, et on conjecture
que cette application est injective pour n < d et surjective pour n > d (voir
[Hol]). Cette conjecture impliquerait une classique conjecture de Foulkes : la
multiplicité de tout GL(V)-module simple dans S™(S%V) est au moins égale &
sa multiplicité dans S¥(S™V) si n > d.

Exemple 3 (la méthode symbolique). L’isomorphisme équivariant
p*: C[Vy] = C[V]"¢
de ’exemple précédent, induit un isomorphisme
I(Va) = C[Va™ =~ (CIVPPl2)te = ((C[VPh2)Te) e
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De plus, I'algébre C[V{?]°"2 a une description trés explicite, grace & la théorie
classique des invariants. En effet, cette algebre est engendrée par des symboles

[¢j] := det(fi, f;) (1<i<j<d)
et les relations entre ces symboles sont engendrées par les “relations de Pliicker”
[ij][kl] — [ik][j1] + [él][jk] = O (1<i<j<k<l<Ld).

Par exemple, si d = 2, algébre C[V2]>2 est engendrée par le symbole [12].
De plus, I'y; = {1, -1} et (—1)[12] = —[12] donc ’algebre Z(V5) est engendrée
par [12]2. Ce dernier est le carré de la différence des racines, c’est-a-dire le
discriminant.

Pour d = 3, 'algebre C[V*]°2 est engendrée par les symboles [12], [13] et
[23], et ceux-ci sont algébriquement indépendants. De plus, les invariants de
T3 dans cette algébre sont engendrés par le produit [12][13][23]. Ce dernier est
un vecteur propre de S3 pour le caractere signature, donc l’algebre Z(V3) est
engendrée par [12]2[13]?[23)%, c’est-a-dire par le discriminant.

Pour d = 4, l'algébre C[V}]32*T4 est engendrée par les produits
x = [12][34], y := —[13][24], z := [14][23]

avec la relation z +y + 2z = 0 (voir 'exemple 3 en 1.5). On en déduit (exercice)
que l’algebre Z(V}) est engendrée par un invariant de degré 2,

[:=2"+y>+2°
et par un invariant de degré 3,
Ji=a"+y° + 27
De plus, I et J sont uniques a des constantes multiplicatives pres, et ils sont

algébriquement indépendants.

Cette approche de ’algebre des invariants des formes binaires a été dévelop-
pée au siecle dernier, sous le nom de “méthode symbolique” ; voir [Ho2] pour
un exposé contemporain. La méthode symbolique s’adapte aux covariants, en
considérant ’application

q: Vld X V1 Vd X V1
(fi,---5 fa, fo) (1L, fis fo)

L’algebre C(Vy) est donc formée des invariants de I'y dans 1’algebre définie par
générateurs [ij] (0 < i < j < d) et relations ci-dessus pour 0 < i < j <k <l <
d. Le degré d’un covariant est le degré partiel par rapport a f; (ou 1 < i < d)
d’un représentant de ce covariant, tandis que son ordre est le degré partiel par

_)
|_)
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rapport a fo. Le covariant identité est représenté par le produit [01][02].. . [0d].
Ceci permet de décrire C[Vy] pour d < 3.

Si d =1, l’algebre C(V1) est engendrée par f = [01].

Si d = 2, 'algébre C[V2 x V;]52*72 est engendrée par [01][02] et [12].
L’algebre C(V3) est donc engendrée par f = [01][02] et A = [12]2.

Si d = 3, l'algebre C[V? x V;]3%2%Ts est engendrée par
01]02][03], [12][23][18], @ := [01][23], y := —[02][13], = := [03][12] .

De plus, on a © +y + z = 0. On en déduit (exercice) que lalgebre C(V3) est
engendrée par

f=1[01][02][03], H = 2 +y* + 22, A = [12]*[23]*[13]?,

T =2y +y’z + %0 — xy® —y2? — 22” .

On revient au cas d’un groupe algébrique arbitraire G ; on va décrire le
quotient dans un cas tres particulier mais utile.

Proposition. Soient G un groupe algébrique, et V un G-module rationnel de
dimension finie. On suppose qu’il existe un groupe algébrique G O G tel que :

(i) G est le groupe dérivé de G,
(i) Ie quotient G /G est un tore, et

(iii) Paction linéaire de G dans V s’étend en une action linéaire de G, avec une
orbite ouverte ).

Alors P’algébre C[V]Y est engendrée par les équations fi,...,f, des com-
posantes irréductibles de codimension un de V' \ Q. De plus, fi,..., f, sont
algébriquement indépendantes.

Démonstration. Observons d’abord que fi,..., f, sont des vecteurs propres
de G, et donc des invariants de G grace & ’hypothese (i). De plus, d’apres
les hypotheses (i) et (ii), algebre C[V]“ est somme directe de sous-espaces
propres de G. Soit f € C[V]¥ un vecteur propre de G. L’ensemble des zéros
de f est stable par G ; ¢’est donc une réunion de composantes irréductibles de
codimension un de V' \ €. Par suite, il existe une constante non nulle ¢ et des
entiers non négatifs aq,...,a, tels que

f= CH i
i=1

Ainsi, lalgebre C[V]% est engendrée par fi,..., fa.
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Notons x; le poids de f;. Montrons que les caractéres xi,...,xn de G
sont linéairement indépendants. Sinon, on aurait des entiers bq,...,b, non
tous nuls, tels que la fonction rationnelle

soit invariante par G. Mais F n’est pas constante, ce qui contredit le fait que
G a une orbite ouverte dans V.

Montrons enfin que fi,..., f, sont algébriquement indépendantes. Sinon,
soit

P(fi,o s fn) = iParean St fom =0

une relation non triviale, telle que les nombre NV des (ai,...,ay) qui vérifient
Day...a, 7 0 est minimal. Alors, pour tout g € G, on a

S i (@) Xalg) ™ f i =0

Puisque les caracteres x7* - -- x%» sont deux & deux distincts, on en déduit une
relation non triviale entre f1, ..., f,, avec moins de N coeflicients, contradiction.

Exemple 1. Si G = SLs et si V = V5 ou V3, alors G = GL», a une orbite
dense dans V', formée des polynomes ayant toutes leurs racines distinctes. On
retrouve ainsi le fait que I’algébre C[V]“ est engendrée par le discriminant.

Exemple 2. Si G = SL,, et si V est 'espace des formes quadratiques en n
variables, alors G := GL,, a une orbite dense dans V', qui consiste en les formes
quadratiques non dégénérées. L’algebre C[V]“ est donc engendrée par le dis-
criminant.

Exemple 3. Soient p et ¢ deux entiers positifs, et soit M), , 'espace des matrices
p x q. Le groupe GL, x GL, opere dans M), , par

(A,B)-X := AXB™!.

On considere 'action du sous-groupe G := U, x U, ou U, désigne le sous-
groupe de GL, formé des matrices triangulaires inférieures avec coefficients
diagonaux égaux & 1. Soit G := B, x By. Alors les hypotheses (i) et (ii) sont
satisfaites. Pour 1 < k < min(p,q), et pour X = (z; ;) € M 4, posons

Ak(X) = det(mi7j)1§i7j§k .

Alors G a une orbite ouverte dans M, 4, et son complémentaire est réunion des
zéros des Ay (exercice). On en déduit que I’algebre C[M, ,]¢ est engendrée
par les Ag. Ceci conduit a une preuve géométrique de la “formule de Cauchy”
(voir [Ho3)).
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3.3. Le critére de Hilbert-Mumford

Lorsqu’un tore opeére dans une variété affine avec une orbite ouverte, on
peut atteindre toutes les autres orbites par des limites de sous-groupes a un
parametre, d’apres le corollaire a la proposition 1.5.2. Ce résultat n’est plus val-
able lorsqu’on remplace le tore par un groupe réductif arbitraire ; voir ’exemple
ci-dessous. Mais on va voir que 'orbite fermée peut étre atteinte par un sous-
groupe & un parametre (“critére de Hilbert-Mumford”). On en déduira une
caractérisation des orbites fermées, ainsi qu’une description des fibres du quo-
tient.

Exemple. Considérons le groupe G = SLs opérant dans ’espace V; des formes
binaires de degré d > 3. Alors I'adhérence de 'orbite de x¢~!y contient x¢
(exercice). Mais il n’existe aucun sous-groupe a un parametre A de G tel que
lim;_,0 A(t) - 29!y existe et appartient & G - z¢. Sinon, I'image de X fixerait
cette limite ; mais le groupe d’isotropie de tout point de G - ¢ n’admet pas de
sous-groupe a un parametre non trivial (exercice).

Théoreme. Soit G un groupe réductif opérant dans une variété affine X, et
soit x € X. Notons O lorbite fermée de G dans G -x. Il existe alors un
sous-groupe a un paramétre \ de G tel que lim;_,q \(t) - x existe et est dans O.

Démonstration (d’apres [Kr] II1.2.4). Gréce au corollaire a la proposition 1.5.2,
il suffit de montrer qu’il existe g € G et un tore T' C (G tels que T - gx rencontre
O. Pour cela, on utilise la, décomposition de Cartan G = KTK ou K est un
sous-groupe compact maximal de G, et T est le complexifié d’un tore maximal
de K (voir [He] Chapter 9). Si T -y ne rencontre pas O pour tout y € G - z,
alors il existe f, € C[X]T telle que f,(y) = 1 et que fy|o = 0 (théoréme 3.1).
Posons

Uy ={z€ X ;|;f,(2)#0}.

Alors le compact K -z est recouvert par les ouverts Uy (y € G -x) donc il existe
Y1,-.-,Yn dans G - z tels que

K-zCU,U---Ul,, .

Définissons une application f : X — R par

n

F@) =) 5lfu)]

=1

Alors f est continue, invariante par T', nulle sur O, et strictement positive sur
K - z. 1l existe donc € > 0 tel que f > e sur K -x. Dou f > e sur TK - .
Ainsi, TK - z ne rencontre pas @. Mais G - = K -TK - = car K est compact,
et car I’adhérence de GG - x pour la topologie de Zariski est la méme que pour
la topologie transcendante. Il en résulte que G -z ne rencontre pas O, ce qui
est absurde.
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Corollaire 1. Soit G un groupe réductif opérant dans une variété affine X, et
soit x € X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’orbite G - x est fermée et le groupe d’isotropie G, est fini.

(ii) Pour tout sous-groupe a un paramétre X de G, I'application t — A(t)-x n’a
pas de limite en 0.

De plus, sous 'une de ces hypothéses, la fibre du quotient en x est réduite a
G-z

Démonstration. (i)=(ii) Si A(t) -  a une limite y quand ¢t — 0, alors y € G - x
et le groupe d’isotropie de y contient I'image de A. Puisque G, est fini, A est
trivial.

(ii)=(i) D’apres le critere de Hilbert-Mumford, 'orbite G - x est fermée
dans X, donc affine. D’apres la propopsition 2 en 3.1, le groupe d’isotropie G,
est réductif. Mais ’hypothése implique que tout sous-groupe a un parametre
de G, est trivial, et donc GG, est fini.

Enfin, sous ’hypothese (i), 'orbite G - z est fermée et de dimension max-
imale ; ainsi, elle ne peut étre contenue dans l’adhérence d’une autre orbite.
D’apres le théoreme 3.1, la fibre du quotient en z est donc G - .

Considérons maintenant un G-module V' (rationnel, de dimension finie).
Définitions. Le nilcéne de V est la fibre du quotient 7 : V' — V//G a l'origine,
notée N(V). D’apres le théoréme 3.1, on a :

NV)={veV;|;0eG v}.

Un point v € V est dit instable si v € N'(V), et semi-stable sinon. Enfin,
v est dit stable si Uorbite G - v est fermée dans V', et si de plus le groupe
d’isotropie GG, est fini.

Une conséquence immédiate du critere de Hilbert-Mumford est le

Corollaire 2. Le nilcéne de V' est I’ensemble des v tels qu’il existe un sous-
groupe a un paramétre A de G avec lim;_,q A(t) - v = 0.

Exemple 1 (les formes binaires). Soit G = SL, opérant dans V. Alors les points
stables sont les formes dont toutes les racines ont une multiplicité < d/2.

En effet, pour tout sous-groupe a un parametre non trivial A de G, il existe
g € G et un entier n > 0 tels que

A(t) = gro(t™)g !

ol Ag est le sous-groupe a un parametre standard, donné par

No(t) = (é t91) .

36



On a donc o o
)\O(t) . xzyd—z — td—2zmzyd—z .

Par suite, pour ¢ € V; non nulle, ’application

a une limite en 0 si et seulement si i < d/2 pour tout monéme ziy?~? figurant
dans f, c’est-a-dire si y = 0 est racine de ¢ de multiplicité > d/2. On conclut
grace au corollaire 1.

On montre de méme que les points instables sont les formes qui admettent
une racine de multiplicité > d/2 ; on en déduit que la dimension du nilcone est
1+ g si d est pair, et 1+ % si d est impair.

Ceci conduit & une description complete des fibres du quotient. Lorsque d
est impair, si f a toutes ses racines de multiplicité < (d—1)/2, alors la fibre de
f est son orbite ; sinon, f est dans le nilcone. Lorsque d est pair, les fibres du
quotient sont les orbites des formes dont toutes les racines sont de multiplicité
< d/2, le nilcone, et aussi les ensembles

G - (cx/?y? + w(d/2)+1v(d/2)—1)

ou ¢ est une constante non nulle (exercice).

Exemple 2 (les formes cubiques ternaires). On considere 'opération de G =
SLj3 dans l'espace V = Clz,y, z]3 des polyndémes homogenes de degré 3 en 3
variables (“formes cubiques ternaires” dans la terminologie du siecle dernier).
On peut voir chaque f € V' \ {0} comme une équation d’une courbe C'(f) C
P2(C) de degré 3 (une cubique plane).

Soit A un sous-groupe a un parametre de G. Dans des coordonnées con-
venables, on peut écrire

t* 0 0
Mt)=10 ¢t 0
0 0 ¢

ou a, b, ¢ sont des entiers tels que a > b > cet que a+b+ ¢ = 0. On en déduit
que ’espace vectoriel formé des f tels que limy_o A(¢) - f = 0, est contenu dans
I’espace vectoriel engendré par x2, 2%y, zy?, y° et ?2. De plus, ces espaces
sont égaux lorsque (par exemple) (a,b,c¢) = (2,1,—3). Ainsi, tout f € N (V)
s’écrit dans des coordonnées convenables :

flz,y,2) = ax® + ba’y + cxy® + dy® + ex’z .
Cela conduit aux possibilités suivantes pour C(f) :
e Side # 0, alors C(f) a un point de rebroussement, de coordonnées homogenes

[0:0:1], et de tangente (z = 0).
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e Sid = 0et ce # 0, alors C(f) est réunion de la conique (az®+bzry+cy*+exz =
0) et de sa tangente (z = 0).

eSic=d=0ousie=0,alors C(f) est réunion de trois droites concourantes,
éventuellement confondues.

On conclut que NV (V) est formé des équations des cubiques & point de
rebroussement, ainsi que de leurs dégénerescences. On vérifie de méme que les
points stables sont les équations des cubiques non singulieres. En fait, chaque
fibre du quotient est, soit une orbite G - f ou C(f) est non singuliere, soit
I’ensemble des f tels que C'(f) a un point double ordinaire, soit le nilcone.

Exemple 3. Plus généralement, considérons 'opération de G = SL,, dans
lespace V = Clz1,...,zp]qg ot n > 2 et d > 3. Chaque f € V \ {0} est
I’équation d’une hypersurface H(f) C P* }(C) de degré d. Montrons que f
est stable si H(f) est non singuliere.

Observons que H(f) est non singuliere si et seulement si l'origine est
I’'unique zéro commun aux dérivées partielles fi,...,f, de f. Cette condi-
tion se traduit par la non-annulation en f d’un invariant homogene A sur V,
le discriminant. Comme dans I’exemple 1.2.1, il suffit donc de vérifier que Gy
est fini lorsque H(f) est non singuliére (ce résultat est du a Jordan).

Le groupe Gy est infini si et seulement si son algébre de Lie est non nulle.
L’algebre de Lie de G est formée des matrices n x n de trace nulle ; elle opere
dans V' par

(A ) = 5 fleap(~t4)2)limo = ~df (4z)

Si G4 est infini, alors il existe A = (a;;) non nulle, telle que

n n
> 0 saiwg) i fi=0.
i=1  j=1
D’autre part, puisque 'unique zéro commun a fi,..., f, est l’origine, la suite
(f1,-.., fn) est réguliere, c’est-a-dire : pour 1 < i < n, la multiplication par f;

est injective dans le quotient de C[V'] par I'idéal engendré par les f; (j # i) ;
voir [Ei] §18.2 ou la section suivante. Il en résulte que ) 7, ;a;;z; est dans
'idéal engendré par les f; (5 # ¢). Mais comme le degré de chaque f; est au
moins 2, on a 2?21 ;a;5¢; = 0 pour tout 4, ce qui est absurde.

3.4. Le théoréme de Hochster-Roberts

Pour énoncer ce théoreme, on a besoin de quelques préliminaires d’algebre
commutative. Soient k un corps, A = &5, ; A,, une k-algebre graduée de type
fini, Ay = &2, A, son idéal maximal homogene, et M = &5 ; M, un
A-module gradué de type fini.

Définition. Une suite (ay,...,a,) d’éléments homogenes de A est un systéme
de paramétres homogenes si le quotient M /a3 M + - - -+ a, M est de dimension
finie sur k, et si r est minimal pour cette propriété.
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Notons Ann(M) := {a € A ;| ;aM = 0} lannulateur de M dans A.
On déduit du lemme de normalisation de Noether que (ai,...,a,) est un
systeme de parametres homogenes si et seulement si : les images aq, . . . , @, dans
A/Ann(M) sont algébriquement indépendantes, et de plus M est un module
de type fini sur ka1, ...a;]. Il en résulte que tous les systemes de parametres
homogenes de A ont la méme longueur : la dimension de M, notée dim(M)

(voir [Ei] §10.1).

Définition. Une suite (aq,...,a,) d’éléments homogenes de A, est réguliére
dans M sipour 1 < s < r, la multiplication par a, est injective dans le quotient
MjaxM+---+as_1 M.

On montre que la suite (aq,...,a,) est réguliere dans M si et seulement
si: ay,...,a, sont algébriquement indépendants, et de plus M est un module
libre sur k[aq,...,a,] (voir [Ei] §18.4). Il en résulte que toute suite réguliere

peut se compléter en un systeme de parametres. En particulier, la longueur
de toute suite réguliere est au plus dim(M) ; on montre que toutes les suites
régulieres maximales ont la méme longueur, appelée la profondeur de M (voir
[Ei] §17.2).

Définition. Le A-module M est de Cohen-Macaulay s’il admet une suite régu-
liere qui est un systeme de parametres.

Autrement dit, M est de Cohen-Macaulay si et seulement si M est un
module libre et de type fini sur une sous-algebre graduée de A, engendrée
par des éléments algébriquement indépendants. De plus, dans un module de
Cohen-Macaulay, toutes les suites régulieres maximales sont des systemes de
parametres.

Exemple 1 (les algébres de polynémes). Soit A = k[z1,...,x,] une k-algebre
graduée de polynomes. Alors la suite (21, ..., z,) est réguliere dans A, et donc
A est de Cohen-Macaulay. Plus généralement, une suite (aq, ..., a,) d’éléments
homogenes est réguliere si et seulement si ’origine est le seul zéro commun a
ai,...,a,. En effet, d’apres le théoreme des zéros de Hilbert, cette derniere con-
dition équivaut au fait que le quotient de A par I'idéal engendré par aq,...,a,
est de dimension finie comme espace vectoriel sur k.

Exemple 2 (les invariants des groupes finis). Soit G un sous-groupe fini de GL,,.
Montrons que tout module de covariants de C" est de Cohen-Macaulay. Soit

(ai,...,a,) un systéme de parametres homogenes de I’algebre C[z1, ..., z,]°.
Alors Clzy, ..., x,] est entiére sur la sous-algebre de polynémes Clay, ..., a,],
donc r = n et Clzy,...,x,] est un module libre sur Clay,...,a,]. Grice au

corollaire 2.5.1, tout module de covariants M est facteur direct de ce module
libre ; puisque M est gradué, il est libre.

Plus généralement, on va montrer que les algebres d’invariants pour les
actions linéaires des groupes réductifs sont de Cohen-Macaulay. En fait, on va
démontrer I’énoncé suivant, di a Hochster et Roberts (voir [Ho-Ro]).
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Théoreme. Soit R = k[z1,...,x,]| une algébre graduée de polynémes sur un
corps k, et soit A C R une sous-algebre graduée, telle que A est facteur direct
du A-module R. Alors I'algébre A est de type fini, et de Cohen-Macaulay.

Démonstration (d’apres F. Knop, voir [Br-He] 6.5.4)). Par hypothese, il existe
une application A-linéaire p: R — A qui préserve le degré, et telle que p(1) = 1.
Comme dans la preuve du théoréeme 2.5, on montre alors que 'algébre A est
noethérienne. Puisque A est graduée, on en déduit que c’est une algebre de
type fini sur k.

Soit (ay, ..., a,) un systéme de parameétres homogenes de A. Montrons que
(ai,...,a,) est une suite réguliere dans A. Il suffit de montrer que si f € A et
si fag € Aay +---+ Aas_q, alors f € Ra; + -+ Ras_ (en effet, ceci entraine
que f =p(f) € Aay + ---+ Aas_1). Ce résultat est conséquence de la

Proposition. Soit k un corps, et soient ai,...,a, des éléments homogénes
et algébriquement indépendants de l’algebre de polynoémes R = k[x1,...,x,].
Soit A une k-algébre graduée qui est un module fini sur k[ay,...,a,| et qui est
munie d’un klay,...,a,|-morphisme 1) : A — R préservant le degré. Si f € A
et fas € Aay + -+ + Aas_q alors ¢(f) € Ray + -+ Ras_1.

Démonstration de la proposition. On peut supposer que f est homogene, et on
écrit fas = fiag +---+ fs—1a5—1 avec des f; € A homogenes.

On pose B := k[a,...,a,], et on choisit des générateurs homogenes
hi,...,hy du B-module A. On peut trouver un sous-anneau kg C k, de
type fini sur Z et qui contient tous les coefficients des polynomes ay,...,a,,

Y(f1) .., 0 (fs—1) et Y(h1),...,¢¥(hy,), ainsi que des polynoémes h;j;; tels que

hih; = Z hiji(ay,...,a. )y
!
et que des polynomes f;; tels que

fi= Z fijar, ... a)h;.
J

En posant RO = ]{70[5{?1,...,2’}”], BO = ko[al,...,aT] et AO = Bo[hl,...,hm],
on a alors : ¥(Ag) C Ry, Ao = Boh1 + ... Bohp, et f, fi,..., fs—1 € Ag.
Il suffit de montrer que

7*4/}(f) € Ropa; +---+ Roas—1.

On raisonne par ’absurde, et on suppose que ¥(f) ¢ Roa; + -+ + Roas_1.
Puisque f et les a; sont homogenes, cela signifie qu’un systéme linéaire (S) a
coefficients dans kg n’a pas de solution dans kg. Si ce systeme a des solutions
dans le corps des fractions de kg, alors on rajoute les dénominateurs de ces
solutions a kg.
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On peut donc supposer que (S) n’a pas de solutions dans le corps des
fractions de kg, c’est-a-dire qu’un certain déterminant d n’est pas nul. Quitte a
agrandir ko, on peut supposer que d 1 € ky. Alors la réduction de (S) modulo
tout idéal maximal M C kg n’a pas de solution.

Pour un tel M, on pose k := ko/M, R := Ry/MRy, A := Ag/M Ay et
B := By/MBy. D’apres le lemme ci-dessous, k est un corps fini ; soit p sa
caractéristique. De plus, R et B sont des k-algébres de polynomes. Enfin,
Y(f) ¢ Ray + --- + Ra,_;. On peut aussi supposer que I'application B — R
est injective, grace a l'argument suivant : d’apres le théoreme de platitude
générique (voir [Ei] §14.2), il existe ¢ € Bg non nul, tel que Rp[t™!] est un
module libre sur By[t~!]. On choisit M tel que t ¢ M By ; alors les applications
Bo/M By — Byt 1]/M B[t ] et Bo[t 1]/ M Byt '] — Ro[t !]/M Ro[t '] sont
injectives, d’ou I’assertion.

Comme A est un module fini sur B, on peut trouver un sous-module libre
L CAetbe B tels que bA C L. De plus, on a

avec des f; dans A. On éléve cette équation a la puissance ¢ = p™v et on
multiplie par b : on obtient

s—1
bf) @’ => (bfi) @,

=1

une équation dans le B-module libre L, oti B est une algebre de polynomes
en ay,...,a,. Puisque la suite (a1?,...,a,9) est réguliere dans L, il existe des
hig € L (1 <i<s—1) tels que bf" = 37"} hyga;?. Dot

s—1
(1) =Y P(hig)a?
i=1
une équation dans R = k[T, ..., Tp)].
Pour tout multi-indice a = (ay,...,a,), on pose \g| ::_maxlgign(ai).
Les monomes %, |a| < g, forment une base du module R sur k[z17,...,7,7].

On choisit ¢ assez grand pour que b = Z|a b,T* avec des b, dans k non

[<q -
tous nuls. On écrit aussi ¢¥(h;y) = Z|a|<q (higa)9Z avec des hjyo € R. On a

donc _
Z batp(f)'T = Z (higa)TTa; .
la|<g |al<q

D’ou, en prenant un coefficient non nul :

batp(f) € (Ray + -+ + Ra,_1)?
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et donc (f) € Ra; + -+ R@s 1 ce qui est absurde.

Lemme. Soit K un anneau de type fini sur Z. Si K est un corps, alors K est
fini.

Démonstration. Notons Kj le sous-corps de K engendré par 1. D’apres une
version du théoréeme des zéros de Hilbert (voir [Ei] §13.2), le corps K est de
dimension finie sur K. Il suffit donc de montrer que Ky est fini. Sinon, K est
le corps des rationnels. Par hypothese, il existe x1,...,x, € K qui engendrent
K comme anneau. On peut écrire z; = a;b~! ot ay,...,a, sont des entiers de
K, et ol b est un entier non nul. Alors la trace Trg /q est a valeurs dans Zb—1]
ce qui est absurde.

3.5. Systémes de parametres homogénes des algebres d’invariants

Soit G un groupe réductif et soit V' un G-module (rationnel, de dimension
finie). Le théoreme de Hochster-Roberts raméne en partie la description de
I'algebre des invariants C[V]“ & la construction d’un systéme de parameétres
homogenes pour cette algebre. On va démontrer un résultat du a Hilbert, qui

caractérise les systémes de paramétres de C[V]Y en termes du nilcone N (V)
(défini en 3.3).

Proposition 1. Pour des invariants aq,...,a, homogénes et non constants
avec n = dim(V//QG), les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (a1,...,a,) est un systéme de paramétres homogénes de C[V]“.

(ii) L’ensemble des zéros communs a ay, . .., a, est le nilcéne.

Démonstration. (i)=(ii) Il est clair que N (V') est contenu dans I'ensemble des

zéros communs 3 ay, . . ., a,. Réciproquement, si v ¢ N (V'), on peut trouver un
invariant f homogene et non constant, tel que f(v) # 0. Puisque (ay,...,ay)
est un systéme de parametres homogenes, f est entier sur Clay,...,a,]. On a

donc une équation de la forme
NthfN o+ hy =0

ou les h; sont des polynémes homogenes et non constants en aq, ..., a,. Ainsi,
il existe i tel que h;(v) # 0, donc a4, ..., a, ne s’annulent pas tous en v.

(ii)=(i) Soit f un invariant homogene et non constant. Par hypothese, f
s’annule sur les zéros communs a aq,...,a,. D’apres le théoréeme des zéros de
Hilbert, il existe un entier N > 1 tel que f est dans I'idéal de C[V] engendré
par ai,...,a,. A Iaide du théoreme 2.5, on en déduit que fV est dans ’idéal
I de C[V]% engendré par ai,...,a,. L’idéal maximal homogeéne du quotient
C[V]Y/I est donc formé d’éléments nilpotents. Mais cet idéal est de type fini,
donc I'algebre C[V]9/I est de dimension finie. D’aprés le lemme de Nakayama
gradué, I'algebre C[V] est entiere sur Clay,. .., a,)].
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Exemple 1 (les groupes finis). On suppose que G est fini, et on note n la dimen-
sion de V. Alors, pour des invariants aq,...,a, homogenes et non constants,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (a1,...,ay) est un systéme de parametres de C[V]€.
(ii) a1, ...,a, n’ont que le zéro trivial en commun.

On en déduit une construction d’'un systéeme de parametres homogenes
de C[V]Y. On commence par construire inductivement des formes linéaires
l,..., 0, sur V, telles que ¢; ne s’annule identiquement sur aucun des sous-
espaces vectoriels

(g1 61 =0N---N(gi—1-4;—1 =0)

pour 1 < i < mn et pour g1,...,9;—1 dans G. On pose a; := ngG g - {; pour
1 <i<n. Alors (ay,...,a,) est un systéme de parametres pour 'algebre des
invariants, formé d’éléments homogenes de degré égal a 'ordre de G.

Exemple 2 (les fonctions multisymétriques). Soit G = S,, opérant dans V =
(C™)™ comme dans I’exemple 3 en 1.3. Alors un systéme de parametres ho-
mogenes est formé des fonctions symétriques élémentaires

ex(@? . 2) (1<j<m, 1<k<n)

Exemple 3 (groupes diagonalisables). Avec les notations de 1.5, soit D un
sous-groupe fermé de Tj, ; soit S C Z" le semi-groupe associé, et soit C' C
R" le cone convexe fermé engendré par S. On suppose que C' est simplicial,
c’est-a-dire engendré par des demi-droites d;,...,dy dont les directions sont
linéairement indépendantes ; cette hypothese est vérifiée si D est fini (exercice).
On note alors 7; 'unique générateur du semi-groupe d; NZ", et a; le monome de
Clxy,...,z,] d’exposant ;. Alors les monomes ay, ..., ay forment un systeme
de parametres homogenes de 'algebre C[V]P (exercice).

Exemple 4 (invariants des formes binaires). Considérons l’action de G = SL,
dans V; ou d est un entier positif, divisible par 4. L’application

Vd X Vd_g — Vd_g
(UJU) — (U,U)d/2

(voir 2.4 pour la définition de (u,v),) identifie V; & un sous-G-module de
End(Vy_») dans lequel G opeére par conjugaison. Chaque u € V; définit un en-
domorphisme de V;_5 ; notons ay(u),...,aq—1(u) les coefficients du polynéme
caractéristique de cet endomorphisme. Alors aq,...,a4_1 sont des invariants
de V; de degré égal a leur indice, donc la trace a; est nulle sur V.

On conjecture (voir [Di] et [Li-Pr]) que (as,...,a4-1) est un systéme de
parametres homogenes de 1'algebre C[V4]“. Cette conjecture est démontrée
pour d = 4 et pour d = 8 ; vérifions-la pour d = 4.
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Observons que V5 est muni d’une forme quadratique non dégénérée et
invariante par G : le discriminant. De plus, I'image de V) dans End(V3)
consiste en les endomorphismes symétriques pour cette forme, et de trace nulle
(exercice). Il existe de tels endomorphismes u pour lesquels as(u) et ag(u) ne
sont pas nuls. D’apres 'exemple 2 en 3.2, on conclut que as et asz engendrent
algebre C[V4]“.

On revient au cas d’un groupe réductif quelconque G ; on va caractériser
les G-modules dont tous les modules de covariants sont de Cohen-Macaulay.

Proposition 2. Pour un groupe réductif G et un G-module V', les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Toutes les fibres du quotient m : V' — V//G ont la méme dimension.

(ii) La codimension de N (V') dans V est la dimension de V//G.

(iii) Tout module de covariants de V est de Cohen-Macaulay.

Démonstration. (i)=(ii) Puisque 7 est dominante, la codimension de la fibre
générale de 7 est la dimension de V//G.

(ii)=>(iii) Soit (a1, ...,a,) un systéme de parametres homogenes de C[V]%
; alors n = dim(V//G). D’apres la proposition 1 ci-dessus, I’ensemble des zéros
communs a ag,...,a, est le nilcone ; d’apres I’hypothese, ce dernier est de
codimension n dans V. Il en résulte que la suite (ay,...,a,) est réguliere dans
C[V] (voir [Ei] §18.2), donc le Clay, ..., a,]-module gradué C[V] est libre.

Soit V, un G-module rationnel simple. D’apres 2.3, le C[V]% module C[V]
contient un facteur direct isomorphe a MorG(V, V,) ® V,,. En particulier, le
Cla,-..,a,)-module Mor%(V,V,,) est facteur direct du module libre gradué
C[V], d’ou ’assertion.

(iii)=-(ii) s’obtient en renversant les arguments précédents.

(ii))=(i) Pour v € V non dans le nilcone, notons C' 'image par 7 : V —
V//G de la droite vectorielle engendrée par v. Alors toutes les fibres de 7 au-
dessus de C'\ 7(0) sont isomorphes a la fibre de 7 en v. D’apres le théoreme
de semi-continuité de la dimension des fibres d’un morphisme, on a donc

dim 7~ (7 (v)) < dim 7~ (7(0)) .
D’autre part, on a aussi
dim 7~ (7 (v)) > dim(V) — dim(V//G) = dim N (V)

d’ou le résultat.

Cette proposition conduit a une caractérisation des G-modules pour les-
quels tous les modules de covariants sont libres.

Corollaire. Pour un groupe réductif G et un G-module V (rationnel et de
dimension finie), les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) La codimension du nilcone dans V est la dimension de V//G, et de plus
C[V]% est une algébre de polynomes.

(i) Le C[V]%-module C[V] est libre.
(iii) Tout module de covariants de V est libre.

Démonstration. (i)=(ii) résulte de la proposition ci-dessus et du fait qu'un
module gradué de Cohen-Macaulay sur une algebre graduée de polynomes est
libre.

(i)« (iii) se démontre comme pour la proposition ci-dessus.

(iii)=(i) Le C[V]-module trivial (quotient de C[V] par son idéal maximal
homogene) admet une résolution libre finie, donnée par le complexe de Koszul
(voir [Fi] §17.2, ou 4.3 ci-dessous). Puisque C[V] est libre sur C[V]%, ce com-
plexe est aussi une résolution libre finie du C[V]“-module trivial. D’aprés
[Ei] §19.3, il en résulte que l'algebre C[V]“ est engendrée par des éléments
ai,...,a, homogenes et algébriquement indépendants. Alors C[V] est libre
sur Clay,...,ay] donc la suite (a,...,a,) est réguliere dans C[V]. Ceci en-
traine que la codimension de N(V) (qui est 'ensemble des zéros communs &
ai,...,an) est égale a n.

Définitions. Le G-module V est dit

e équidimensionnel si toutes les fibres du quotient ont la méme dimension,
e corégulier si C[V]“ est une algébre de polynomes,

e colibre si le C[V]%-module C[V] est libre.

D’apres le corollaire, colibre équivaut a équidimensionnel et corégulier. En
fait, on conjecture qu’équidimensionnel implique colibre lorsque G est semi-
simple (voir [Po-Vi] §8.7 et ses références). Une conjecture plus forte affirme
que soit tous les modules de covariants sont de Cohen-Macaulay, soit un nombre
fini seulement de ces modules sont de Cohen-Macaulay. On renvoie a [VdB]
pour des résultats sur les modules de covariants liés a cette derniéere conjecture.

Exemple 1 (les groupes finis). Pour un groupe fini G, tous les modules sont
équidimensionnels. De plus, un G-module V' est corégulier si et seulement s’il
est colibre. Comme on verra en 4.2, ceci revient a dire que 'image de G' dans
GL(V) est engendrée par des pseudo-réflexions.

Exemple 2 (les formes binaires). On considere G = SLy et V = V. La
dimension du nilcone a été calculée dans 'exemple 1 en 3.3. On en déduit que
V4 est équidimensionnel si et seulement si d < 4. Dans ce cas, on a vu que Vy
est corégulier ; il est donc colibre. En fait, V; n’est pas corégulier lorsque d > 5
(voir 4.5).

Exemple 3. Soit G = SL,, opérant dans la somme directe V' de n + 1 copies de
C". D’apres la théorie classique des invariants, ’algébre C[V]“ est engendrée
par les n + 1 éléments

(ul,...,un+1) — det(ul,...,di,...,unH)
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qui sont algébriquement indépendants. En identifiant V' a I’espace des matrices
n X (n + 1), le nilcone est donc formé des matrices de rang < n. Par suite,
N (V) est de codimension deux dans V, et le C[V]%-module C[V] n’est pas
libre.

Dans cet exemple, on peut montrer qu’aucun module de covariants non
trivial n’est libre. Vérifions-le pour le module MorG(V, C"). En effet, un
ensemble minimal de générateurs pour ce module est formé des n+1 projections
a; : V. — C". Mais ces dernieres sont linéairement dépendantes sur 1’algebre
des invariants, car

n+1
Z (=1 s det(uy, ...ty Uy )Uu = 0

=1
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4. Séries de Hilbert et résolutions libres des algébres d’invariants

4.1. Séries de Hilbert ; la formule de Molien-Weyl
Soit

A= é A,
n=0

une algebre graduée de type fini sur C, et soit

(e8]
M:@Mn

n=—oo

un A-module gradué de type fini. Alors chaque M,, est un espace vectoriel de
dimension finie sur C. De plus, la série formelle

> dim(M,) 2"

n=—oo

est le développement de Taylor a l’origine d’une fraction rationnelle F/(z) : la
série de Hilbert de M.

Par exemple, si A est une algebre de polynomes en r indéterminées de
degrés dy,...,d,, alors

1
Fa(z) = — .
HZ:1 (1 —z%)
Plus généralement, si (ay,...,a,) est un systéme de parametres homogenes de
M de degrés dy, ... ,d,, alors il existe un polynome P(z) a coefficients entiers,
tel que
P(z
Fur(2) = (2)

[[ic (1 —2%)

De plus, P(1) est le rang du Clay, . ..,a,]-module M ; en particulier, P(1) # 0.
Il en résulte que F; a un pole en z = 1 d’ordre égal a la dimension de M. Le
“résidu” P()

O = (=2 ) =

est un invariant numérique de M, appelé sa multiplicité. Le rang du A-module
M est égal a e(M)/e(A) (exercice). Un autre invariant numérique de M est le
degré de F;, défini par

deg(Fyy) := deg(P) — Z d; .
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Si M et N sont des A-modules gradués de type fini, on a immédiatement
Fuen(z) = Fu(z) + Fn(z), Fuen(z) = Fu(z)Fn(z)

et aussi, pour tout entier ¢
Fa(q)(2) = 27" Fur(2)

ou M(q) désigne le A-module M, gradué par M(q), := M (n + q).

Lorsque le A-module M est de Cohen-Macaulay, il admet une base ho-
mogene comme module sur Clay,...,a,] := B ; soit (e1,...,es) la suite or-
donnée des degrés des éléments de cette base. Puisque M = @jZIB(—ej), on

" I o=

e(M) = et deg(Fyy) = e, — Z d; .

Hl_d i=1

Une écriture de Fy sous la forme (x) est représentative si M admet un
systeme de parametres homogenes de degrés dy, ..., d,.. Une telle écriture per-
met par exemple de majorer par ez les degrés des générateurs du A-module M.
Mais une écriture (%) de F)y peut ne pas étre représentative. En effet, soit

A=C[X,Y,Z,T|/(XZ - Y?)

ot X, Y, Z sont de degré 1 et ot T est de degré 2. Alors Fy(z) = (1 —2)73
mais A n’est pas une algebre de polynomes en 3 indéterminées de degré 1
(vérifier). Cette algebre est isomorphe & l'algeébre des invariants du groupe
G C GL3 engendré par les matrices diagonales diag(—1,—1,1) et diag(1,1,1).
En effet, pour 'action naturelle de G dans Clz,y, z], l’algebre des invariants
est engendrée par X = 22, Y = a2y, Z = y?, T = 2* et toute relation entre ces
générateurs est multiple de XZ — Y? (exercice).

Exemple. Si F4(z) admet une écriture représentative de la forme

1+ 2¢
Hz 1(1_zd)

alors il existe b € A, tel que
A =Clay,...,a;] ® Cla,...,a,]b.

On a donc b? = ub + v pour des éléments homogenes u, v de Clay,...,a,]. 1l
en résulte aussitot que

A=Clay,...,a,,z]/(x* —uz —v) .
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Ceci permet de décrire les algebres des invariants des formes binaires de degrés
5 et 6 (voir 4.5).

On considere maintenant ’algebre des invariants pour une action linéaire
d’un groupe réductif. La série de Hilbert de tout module de covariants est alors
donnée par une formule, due & Molien (pour les groupes finis) et & Weyl (pour
les groupes compacts).

Théoreme. Soient G un groupe réductif, U et V des G-modules rationnels de
dimension finie, et M = Mor®(V,U) le module des covariants de V & valeurs
dans U. Alors

Fa(2) = 1(xn.2)
ot xm,. € C[G](z) est défini par

_ xu(g)
XM,z(g) - detv(l _ Zg_l) .

En particulier, lorsque G est fini d’ordre N, on a

1 xu(g)
Far(z) = N;} dety (1 —2g~1)

Démonstration. On a -
M = @ M,
n=0

avec

M, = (C[V],®U)“ .
Mais pour tout G-module E, la dimension de E“ est égale &
(Lxe) = I(xE)

d’apres la proposition 2.3.2. D’ou

dim(My,) = I(xcv].ev) = I(xcvi.Xxv) -
Pour terminer la preuve de la premieére assertion, il suffit de vérifier que
= 1

Z XC[V]. (g) Z = detv(l _ ngl)

n=0

ou encore que, pour tout g € GL(V), on a

= 1
Z Trep, (9) 2" = 5 -
— dety (1 — zg~1)
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Soient Ay, ..., \s les valeurs propres de g (avec leurs multiplicités). Alors les
valeurs propres de g opérant dans C[V],, sont les monoémes de degré n en
Ao, A7 (exercice). On a donc

> Trep (92" =) 2" > AT A
n=0 n

ni+-+ng=n
d d
1
=1l 1—2);" 1:11 dety (1 —29~")

—Z
=1 9

Si de plus G est fini, alors I = % deG g d’out la seconde assertion.

On va donner deux applications de la formule de Molien aux modules de
covariants pour les groupes finis.

Proposition 1. Soit G C GL(V') un sous-groupe fini.
(i) Pour tout G-module U, le rang du module de covariants Mor®(V,U) est
égal a la dimension de U.
(ii) Tout G-module simple apparait dans une puissance symétrique de V.
Démonstration. (i) Posons A := C[V]% et M := Mor%(V,U). D’aprés le
théoreme, on a :

e(4) = lim (1 — 2)™M Ey(2) = 1/N

z—1
et de méme e(M) = xy(1)/N = dim(U)/N. De plus, le rang du A-module M
est e(M)/e(A), d’ou lassertion.
(ii) Si U est simple, alors U* apparait dans C[V] ; en effet, Mor® (V,U) # 0

puisque sa multiplicité est non nulle. Ainsi, le G-module U apparait dans
I’algebre symétrique de V.

Dans I’étude de la série de Hilbert au voisinage de z = 1, on est amené a
considérer les éléments de G qui ont une valeur propre de multiplicité égale a
dim(V) — 1, d’ou la
Définition. Un endomorphisme g d’un espace vectoriel V' de dimension finie est
une pseudo-réflexion si g est diagonalisable et si g — idy est de rang 1.

Autrement dit, on a V = H ® £ ou H est I’hyperplan formé des points
fixes de g, et ou /£ est une droite propre de g pour une valeur propre A(g) # 1.
Si de plus A(g) = —1, on dit que g et une réflexion.

Proposition 2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n ; soient G C
GL(V') un groupe fini d’ordre N, et U un G-module.

(i) La série de Hilbert du module de covariants M = Mor®(V,U) admet un
développement de Laurent en z = 1, de la forme

FM(z):dim(U) L1 5

N Q=) gEPR(G)

(9) 1
BV RS T
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ot PR(G) désigne I'ensemble des pseudo-réflexions de G.
(ii) Pour A = C[V]%, on a
1 1 r 1

FA(Z) = —

NA—zm aN(@—ap 1

ot r désigne le nombre de pseudo-réflexions de G.

(iii) Si le A-module M est libre, et si G ne contient aucune pseudo-réflexion,
alors G opére trivialement dans U.

Démonstration. (i) résulte aussitot du théoréme.

(ii) Observons que 'inverse d’une pseudo-réflexion est encore une pseudo-
réflexion ; d’ou

1 1 1 1 r
2 Toag T2 2 Toag Tioag T3

gEPR(G) gEPR(G)

(iii) Si le A-module M est libre, il admet une base formée d’éléments
homogenes ; soient ey, ..., es leurs degrés. Puique s est le rang du A-module
M, on a s = dim(U). De plus, on a

Fu(z) = (Z 2) Falz) = %(1 —lz)n o 2(612;”'—’—68) (1 —i)n—l L

i=1

Si de plus G ne contient aucune pseudo-réflexion, alors en comparant avec (i),
on obtient e; + -+ + e = 0. Comme les e; sont non négatifs, il en résulte que
e1 =...=¢es =0, et donc que G opere trivialement dans U.

Remarque. Revenons au cas d’un groupe réductif G. Lorsque G est connexe, la
formule de Molien-Weyl, combinée avec la formule d’intégration de Weyl (voir
[Br-tD]), exprime F; par une intégrale sur un sous-tore compact maximal de
(G. Mais en rang au moins 2, cette intégrale est difficile & calculer ; voir [Br]
pour une autre méthode de calcul de F);. Lorsque G = SLy et V = Vg, on
donnera une formule explicite pour Fj; en 4.5.

4.2. Le cas des groupes finis engendrés par des pseudo-réflexions

On va démontrer le résultat fondamental suivant, di a Shephard-Todd et
Chevalley.

Théoréme. Pour un sous-groupe fini G de GL(V'), les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G est engendré par des pseudo-réflexions.

(ii) Le C[V]“-module C[V] est libre.

(iii) L’algébre C[V]“ est engendrée par des éléments homogénes algébriquement
indépendants.
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Démonstration. On pose A := C[V]“.

(1)=(ii) Soit I I'idéal de C[V] engendré par les invariants homogenes non
constants. Montrons d’abord que si ZZ’; a;fi = 0 avec des a; € Ay et des
fi € C[V] homogenes, alors a; € Aas + --- + Aa,, ou fi € I. On raisonne par
récurrence sur le degré d de f1. Si d = 0, alors a; € C[V]az + --- + C[V]ay,
d’ou en appliquant 'opérateur de Reynolds : a; € Aas + --- 4+ Aa,,. Sid > 0,
soit g € G une pseudo-réflexion, et soit £, € V* une équation de I'hyperplan
des points fixes de g. Pour tout f € C[V], la différence f — ¢ - f est divisible
par {,. On peut donc définir un endomorphisme D, de 'espace vectoriel C[V/]

par
_f-9-f
ty

Cet endomorphisme est A-linéaire et de degré -1. On a :

Dy (f)

m m

> aiDy(fi) = Dy(Y aifi) =0

d’ou, par hypothése de récurrence : a; € Aas + -+ - Aa,, ou Dy(f1) € I. Dans
ce dernier cas, g - fi — fi € I. Si ce cas se produit pour toutes les pseudo-
réflexions g, alors, comme celles-ci engendrent le groupe GG, I'image de f; dans
C[V]/I est un invariant de G. Mais I’espace vectoriel (C[V]/I)¥ = C[V]“/T¢
est engendré par I'image de 1, et f; est homogene de degré d > 0, donc f; € I.

Soient maintenant fi,..., f;; une partie d’un systeme générateur minimal
du A-module C[V], formé d’éléments homogenes. Montrons par récurrence
sur m que fi,..., f,, sont linéairement indépendants sur A. En effet, soient
ai,...,a, € Atels que ay fi +- - -+ am frn, = 0. Puisque les f; sont homogenes,
on peut supposer que les a; le sont aussi. Comme f; ¢ I, onaa; € Aas+---+
Aa,,. Ecrivons a; = usas + - - - + Uy Gy, avee des u; dans A homogenes. Alors

a2(f2 +U2f1) +"'+am(fm +Umf1) =0

et fo+usfi,..., fm + upmfi font partie d’un systeme minimal de générateurs
homogenes du A-module C[V]. On conclut par I’hypotheése de récurrence.

(ii)=-(iii) résulte du corollaire 3.5.

(iii)=(i) Soient aq,...,a, des générateurs homogenes et algébriquement
indépendants de 'algebre A, de degrés respectifs dy, . ..,d,. La série de Hilbert

de A est alors
- 1
=1

D’apres la proposition 4.1 (ii), on a N =dy---d, et r =dy +--- + d, — n.
Puisque G opere fidelement dans V', I'un des d; est au moins 2 ; il en résulte
que G contient des pseudo-réflexions. Soit G' le sous-groupe de G engendré par
ses pseudo-réflexions, et soit A’ = C[V]". Par 'implication (i)=(iii), Palgebre

72



A’ est engendrée par des éléments homogenes et algébriquement indépendants
ay,---,al ; notons di,...,d] leurs degrés. On peut supposer d; < --- < d,

et dj < --- < dl,. Puisque A C A’ on peut écrire a; = P;(a},...,al)
pour un unique P; € C[Xq,...,X,] ; alors P; est homogene pour la gradu-
ation ou chaque X; est de degré d,. Puisque ay,...,q; sont algébriquement
indépendants, P; n’est pas dans C[Xy,...,X; 1] et donc d; > d;. Mais le

nombre de pseudo-réflexions de G et de G’ est
di+--+d,—n=d+---+d,—n.

On en déduit que d; = d} pour tout i, puis que F4(z) = Fu/(z). Mais comme
A C A’, ceci entraine que A = A'.

Définition. Un sous-groupe fini G C GL,, engendré par des pseudo-réflexions
est appelé groupe de pseudo-réflexions.

La suite croissante (di,...,d,) des degrés d’un systéeme génerateur mini-
mal, formé d’éléments homogenes, de I'algébre C[z1,...,,]“ est la suite des
degrés caractéristiques.

D’apres le lemme 4.1, on a alors
d1+---+dn:n+r, dldn:N

ou r est le nombre de pseudo-réflexions dans GG, et ou N est son ordre.

Exemple 1 (le groupe symétrique). Soit G = S,, opérant dans C" par permuta-
tions des coordonnées. Chaque transposition (ij) a pour point fixe 'hyperplan
(x; = x;), et sa valeur propre non triviale est -1 ; c’est donc une réflexion.
Puisque G est engendré par les transpositions, c’est un groupe de réflexions.
L’algebre Clxy,...,7,] est engendrée par les fonctions symétriques élémen-
taires, donc les degrés caractéristiques sont 1,2,...,mn. On en déduit que
r =mn(n —1)/2, puis que les pseudo-réflexions de G sont exactement les trans-
positions (le vérifier directement).

Exemple 2 (la représentation adjointe). Soient G un groupe réductif connexe,
T C @G un tore maximal, N son normalisateur dans G, et W = N/T le groupe
de Weyl. Celui-ci opere dans T et dans son algebre de Lie ¢t. Pour cette
action, le groupe W est engendré par des réflexions (voir [Hu]). Ainsi, C[t]"V
est engendrée par r éléments homogenes et algébriquement indépendants, ou
r = dim(¢) = dim(7") est le rang de G. D’apres 'exemple 1 en 3.2, 'algebre
C[g]“ est isomorphe & C[t]" ot g désigne I’algébre de Lie de G. De plus, le
nilcone de g est formé de ses éléments nilpotents ; il est de codimension r dans
g (voir [Stel] 3.6). Grace au corollaire 3.6, on en déduit que le G-module g est
colibre.

On va maintenant étudier de plus pres la structure du C[V]%-module C[V]
lorsque G C GL(V) est un groupe de pseudo-réflexions. Plus généralement, on
a le résultat suivant, du a Stanley.
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Proposition. Soit G C GL(V) un sous-groupe fini ; soit (ay,...,a,) un
systéme de paramétres homogénes de I'algébre C[V1]9 et soient dy, . .. ,d, leurs
degrés respectifs.

(i) II existe un sous-G-module gradué H C C[V] tel que I'application

Clay,...,an]®H — C[V]
pPXq — bq

est un isomorphisme.
(ii) Le rang du Clay, . .., a,]-module C[V]% est égal a

ou N désigne 'ordre de G.
(iii) La représentation de G dans H est isomorphe a la somme directe de p
copies de la représentation réguliere de G.

Démonstration. (i) Puisque C[V] est completement réductible, il existe un
sous-G-module gradué H C CI[V] tel que la restriction & H de lapplication
quotient

C[V] - C[V]/(C[V]a1 + -+ -+ C[V]am)

est un isomorphisme. D’apres le lemme de Nakayama, I’application

Clai,...,a,] @ H = C[V]

est alors surjective. Mais comme le Clay, ..., a,]-module C[V] est libre, cette
application est un isomorphisme.
(ii) On a

di - dp = dim(H) =18¢[q,,....a,] ClV]
=181 ClVIr8ca, ... .a]CIVIY = N18cpar. a1 CIV]Y .

(i) Soit U/ un G-module simple. Le module de covariants Mor® (V, U) est
de rang dim(U) sur C[V]¥, donc de rang pdim(U) sur Clay, .. .,a,]. Mais on
a:

Mor®(V,U) = (C[V] @ U)Y = Clay, ..., an] ® (Ho U)Y .

Ainsi, la multiplicité de U* dans H est égale & pdim(U), d’ou le résultat.

Corollaire. Soit G C GL(V) un groupe de pseudo-réflexions. Il existe un
sous-G-module gradué H C C[V], isomorphe & la représentation réguliére de
G, tel que la multiplication dans V' induit un isomorphisme

CV]“®H — C[V] .
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4.3. Résolutions libres

Pour décrire une algebre A (graduée et de type fini) par générateurs et rela-
tions, on en choisit un systeme générateur minimal formé d’éléments homogenes
de degrés respectifs dy,...,d,. Soit R = Clzy,...,x,] 'algebre graduée des
polynomes en r variables de degrés dy, . ..,d,. L’algebre A est le quotient de R
par un idéal homogene [ (I'idéal des relations). Soient fi, ..., fs des générateurs
homogenes de I, en nombre minimal ; alors

A=Clz1,...,x:]/(f1,-- 1 [5)

est la description cherchée.

Mais si s > 1, les relations fq,..., fs vérifient d’autres relations. Plus
précisément, I est le quotient du R-module libre gradué L; = @{_; Re; (ou
chaque e; est homogene de méme degré que f;) par un sous-module gradué Nj.
De plus, N7 contient les éléments

eij = fiei — fje;
pour 1 <i < j <s. On a donc une suite exacte de R-modules gradués
0N —-L - R—-A—0.

En présentant N; comme quotient d’'un R-module libre gradué Lo, on obtient
une suite exacte
0 >Ny —>Ly—>Li >R—>A—-0

et on peut itérer cette construction.

Si de plus la suite (fi,..., fs) est réguliere dans R, alors les e;; forment
un systeme générateur minimal du R-module N; (exercice). De plus, on a les
relations

fiejr — fieix + freij =0

pour 1 <i < j <k <s (vérifier) qui définissent donc des éléments e;j; de Ns.
Ces constructions conduisent aux

Définitions. Soient
[o0]
R=@p Rn
n=0

une algebre graduée et de type fini sur C, et

M:éMn

n=—oo
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un R-module gradué. Une résolution libre graduée de M est une suite exacte
de R-modules

o= Ly Ly 1 ==L =-Lo—+M—=0

ou les L,, sont des R-modules libres gradués, et ou chaque application u,, :
L,, = L,, 1 préserve le degré.

La longueur de la résolution est le plus petit mg tel que L,,, = 0 pour tout
m > myg si un tel mg existe, et 'infini sinon.

Une résolution est minimale si chaque base de L,, releve un systeme
générateur minimal du R-module Im(u,,) = Ker(umy,_1).

Si fi,...,fs sont des éléments homogenes de R, le complexe de Koszul
K(f1,...,fs) est le complexe

0= R® ... 5 gm) 5 glm=1) o . R _y p(O) 4

ot chaque R™) est un R-module libre gradué admettant pour base (e;,. ;)
(1<iyp <+ <y < 5) tels que deg(e;, . 4,,) = deg(e;, ) + - -+ deg(e;,. ), et ou
la différentielle

dp : RU™ — Rm—1)

est ’application R-linéaire telle que

En particulier, on a R = @f_; R(deg(f;)), R®) = R et I'image de la différen-
tielle d; : R — R(©) est 'idéal engendré par fi,..., fs.

On montre facilement que tout R-module M, gradué et de type fini, admet,
une résolution minimale. De plus, tous les modules libres gradués L, qui y
figurent sont de rang fini, et la suite des degrés d’une base homogene de L,,
ne dépend que de m et de M (mais les applications u,, ne sont pas uniques en
général). Par abus de langage, on parlera désormais de la résolution minimale
de M.

Dans le cas d’une algebre A, quotient de R par I'idéal engendré par
fi,---, fs, on montre que le complexe de Koszul K(fi,..., fs) est une résolution
de A si et seulement si la suite (f1,..., fs) est réguliere dans R ; alors ce com-
plexe de Koszul est la résolution minimale (voir [Ei] §19.1). On dit alors que
A est une intersection compléte. Si de plus s = 1 (c’est-a-dire A vérifie une
“unique” relation), on dit que A est une hypersurface.

Soit R une algebre graduée de polynomes, et soit M un R-module gradué
et de type fini. D’apres des théorémes de Hilbert et d’Auslander-Buchsbaum
(voir [Ei] §§19.2 et 19.3), la longueur de la résolution minimale de M est
finie, et égale a dim(R) — prof(M) ou prof(M) désigne la profondeur de M.
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Réciproquement, si R est une algebre graduée de type fini telle que le module
trivial C = R/R4 admet une résolution libre de longueur finie, alors R est une
algebre de polyndmes (voir [Ei] §19.3).

Observons que la série de Hilbert de M se lit sur sa résolution minimale.
Plus précisément, écrivons R = C|z1,...,z,] ou chaque z; est homogene de
degré d;. Pour tout m > 0, notons (d; »)icr,, la suite des degrés d’une base
homogene du R-module L,,. On a immédiatement :

Zmzo (=nm Zie[m Zdim
[[i=, (1 —24)

Lorsque A = Clz1,...,2.]/(f1,--., fs) est une intersection complete, on a

H;:1(1 — 2%)
[[ie, (1 —2%)

FM(Z) =

FA(Z) =

ol d; (resp. ¢;) désigne le degré de z; (resp. f;).

Les résultats ci-dessus et le théoreme de Hochster-Roberts impliquent aus-
sitot le

Théoreme. Soient G un groupe réductif et V un G-module rationnel de di-
mension finie ; soit r le nombre minimal de générateurs homogénes de I’algébre
C[V]“. Alors la résolution minimale du Clzy,...,z,]-module C[V]% est de
longueur r — dim(V//G).

Exemple 1. Soit G C GL(3) le sous-groupe engendré par les matrices diagonales
diag(—1,1,—1) et diag(—1,(,¢?) oti ¢ est une racine de 1'unité d’ordre 6. Alors
G est d’ordre 12 et I'algebre A = C[z,y, 2] est engendrée minimalement par
X =22Y =ayz, Z =95, T = 9222, U = 25 De plus, les relations sont
engendrées minimalement par XT — Y2 et ZU — T? (exercice). Par suite, A
est intersection complete et sa résolution minimale est de la forme

0— R(14) > R8)® R(6) > R—A—0

ol R = C[X,Y, Z,T,U].

Exemple 2. Soit G le groupe des racines N-iemes de I'unité, opérant dans V =
C? par multiplication. Le monémes ™, 2V 1y, ..., y" forment un systéme
générateur minimal de lalgebre A = C[V]¥. On a donc r = N + 1 et
dim(V//G) = 2 : la résolution minimale de A est de longueur N — 1.

En écrivant A = R/I ou R = Clzy,...,zN41], I'idéal T a pour systeme
minimal de générateurs ’ensemble des mineurs 2 x 2 de la matrice
ry T2 e N
Lz T3 - TN41
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(exercice). Le nombre de ces générateurs est N(N — 1)/2 donc ils ne forment
pas une suite réguliere pour N > 3. D’autre part, lorsque N = 2, on a

A =Clzy,x9, 23] /(123 — x%)

Ainsi, A est une intersection complete si et seulement si N = 2.
Lorsque N = 3, l'idéal I est engendré par

Al = zom4 — x%, Ay = x174 — 2273, A3 = 2173 — 1’5
et ceux-ci vérifient les relations

211 — 2209 + 23A3 =0, 291 — 2309 + 244, =0 .
On obtient donc un complexe
(%) 0= R(9*—>R6>R—>A-0

ot u: R(9)? — R(6)? est donnée par la matrice

T 4P
—T2 —I3
x3 Ty

De plus, le complexe (*) est exact, sauf peut-étre en R(6)3.

Hilbert de A est donnée par

Mais la série de

14223 1320 42212

Fa®) = a5 = oy

Il en résulte que I'homologie de (x) a une série de Hilbert nulle, et donc que (*)
est la résolution minimale de A.

4.4. Module canonique et propriété de Gorenstein

Soit A une algebre graduée et de type fini. Le choix d’un systeme minimal
de générateurs homogenes de A permet d’écrire A = R/I ou R est une algebre
graduée de polyndmes. Soit alors

0O—-L.—-L.1—- =L -Li=R—-A—>0
la résolution minimale du R-module A. Considérons le complexe dual
(%) O—-Ly—-Li—>--—=L_, =-L—=0

ou chaque L}, = Hompg(L,,, R) est un R-module libre gradué. Lorsque A est
de Cohen-Macaulay, on a vu que ¢ = r — dim(A). On montre que le complexe
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(%) est exact sauf en L et que le R-module L} /Im(L?_;) est annulé par I ;
c’est donc un A-module, gradué et de type fini.

Définition. Le module canonique de A est le A-module
wa = (L¢/Im(L7_y))(—dy — -+~ — dy)

(rappelons que pour tout A-module gradué M, on désigne par M(q) le A-
module M gradué par M(q), = M(n + q)).

Observons que la série de Hilbert de w4 est donnée par

F,

wa

(1) = (=)D F (171

En effet, puisque (x) est exact, on a

Fremmp:_ () = Z (=)™ Fr=_ (t)
m=0
Do (1) Xyt e dy
B : [Ti=, (1= tfi'l)m = (—1)" BT (1)

Définition. Une algebre graduée A, de type fini et de Cohen-Macaulay, est de
Gorenstein s’il existe un entier ¢ tel que waq ~ A(—¢q) comme A-module gradué.

Si A est de Gorenstein, alors
Fa(z™") = (1) 20 Fa(2)

d’out ¢ = —deg(F'4). Réciproquement, on montre que toute algebre de Cohen-
Macaulay dont la série de Hilbert vérifie une telle équation, est de Gorenstein
; voir [Ei] §21.12. De plus, la résolution minimale d’une algebre de Gorenstein
est auto-duale, c’est-a-dire :

Ly, ~ Le m(q)

comme R-modules gradués.
Exemple 1. Soit A = Clxy,...,2,]/(f1,..., fs) une intersection complete. Le
complexe de Koszul donne alors un isomorphisme

wa ~ A(—dy — -+ —dyp + 61 + -+ 0)

ol d; (resp. ;) est le degré de z; (resp. f;). Il en résulte que toute intersection
complete est de Gorenstein (l'auto-dualité de la résolution minimale se voit
alors sur le complexe de Koszul). La réciproque est fausse en général ; des
exemples seront donnés ci-dessous.
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Exemple 2. Soit A D'algebre des invariants du groupe des racines cubiques de
I'unité, opérant par multiplication dans C2. Alors A n’est pas de Gorenstein,
d’apres la forme de sa résolution minimale donnée en 4.3 (exercice : décrire
w4). Ceci résulte aussi du

Théoreme. Soient G un groupe réductif et V un G-module rationnel de
dimension finie. L’algébre C[V]% est de Gorenstein si tout caractére multi-
plicatif de G est trivial, ou si G est fini et si dety(g) = 1 pour tout g € G.
Réciproquement, si C[V]“ est de Gorenstein et si G C GL(V) est fini et ne
contient aucune pseudo-réflexion, alors dety (g) = 1 pour tout g € G.

Démonstration. Si tout caractere multiplicatif de G est trivial, alors ’algebre
A = C[V]Y est factorielle (exercice). Comme elle est de Cohen-Macaulay, elle
est de Gorenstein d’apres [Ei] §21.12.

Soit G C GL(V') un sous-groupe fini d’ordre N ; notons n la dimension de
V. Si dety(g) = 1 pour tout g € G, alors on a d’apres le théoreme 4.1 :

donc A est de Gorenstein. Réciproquement, si A est de Gorenstein, alors il
existe ¢ € Z tel que

1 1
S = (-1 Y ~
_ ,—1g-1 —zg~!
= dety (1 —z71g~1) = dety (1 — zg—1)

Si de plus G ne contient aucune pseudo-réflexion, alors en considérant le co-
efficient de (1 — 2)™"*! dans le développement de Laurent en z = 1 des deux
membres, on obtient ¢ = n. Puis, en faisant tendre z vers I’infini, on obtient

N = (—1)71!]26; m = Q;G dety (g) -

Puisque chaque dety (g) est une racine de 'unité, ceci entraine que dety (g) = 1
pour tout g € G.

La propriété de Gorenstein pour une algebre d’invariants est treés utile
pour décrire sa résolution minimale : grace a auto-dualité de cette résolution,
il suffit d’en calculer la moitié.

Exemple 3. Soit G = SL, opérant diagonalement dans le produit V de d
copies de Vi. Rappelons que les

1] = det(fi, ;) (1<i<j<d)

forment un systéme générateur minimal de l'algebre A = C[V]Y, et que les
“relations de Pliicker”

fijrr = [i7][kl] — [ik][51] + [l][5k] (1<i<j<k<l<d)
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forment un systeme générateur minimal de l'idéal des relations. De plus, la
dimension de V{?//G est égale & 2d — 3 d’apres le corollaire 3.1. On en déduit
que la longueur de la résolution minimale de A est (d — 2)(d — 3)/2 ; en outre,
cette résolution est auto-duale d’apres la proposition ci-dessus.

Sid < 3 alors A est une algebre de polynémes ; si d = 4, I'idéal des relations
est engendré par I'unique relation de Pliicker, et donc A est une hypersurface.
Pour d > 5, l’algebre A n’est pas une intersection compléte ; pour d = 5, sa
résolution minimale est de la forme

0— R(—q) > R(—q+4)° - R(-4° 2 R—A—=0

ou R est algebre des polynomes en 10 indéterminées de degré 2, et ou ¢ est
un entier. D’autre part, les f;;5; satisfont des relations de degré 6, par exemple

[15] f1234 — [14] fi235 + [13] fi245 — [12] fi345 = 0

(vérifier). Il en résulte que ¢ = 10 et que les relations entre les f;;; sont
engendrées par les 5 relations de la forme ci-dessus.

Enongons enfin une autre conséquence de la propriété de Gorenstein. Soit
A une algebre graduée et de type fini ; soit A le quotient de A par l'idéal
engendré par un systéme de parametres homogenes (a1, ...,a,). Alors A est
une algebre graduée, de dimension finie comme espace vectoriel complexe ;
il existe donc un plus grand entier N tel que Ay # 0. Lorsque A est de
Gorenstein, on montre que l’espace vectoriel Ay est de dimension 1, et que la

multiplication . _
An X AN—n — AN

définit une forme bilinéaire non dégénérée pour 0 < n < N (voir [Ei] §21.12).
En notant d; le degré de a; et (0 = e1,e2...,€5) la suite ordonnée des degrés
d’une base homogene du Clay,...,a,]-module A, on a F4(z) = ijl 2% et
ce polynome est symétrique, c’est-a-dire : e; = e;_; pour tout j. L’entier ¢ tel
que wy = A(—q) est alors —deg(F4) = —es +dy + -+ + d,..

On peut utiliser cette symétrie pour trouver les relations de certaines
algebres d’invariants :

Exemple 4. Soit G le groupe symétrique Sz opérant dans V = (C2%)? par
permutation des copies de C2. Alors A = C[V]¥ est formée des fonctions
multisymétriques en les variables xz(.J ) otti = 1,2,3 et 5 = 1,2. Rappelons qu'un
systeme de parametres homogenes de A est formé des fonctions symétriques
élémentaires ek(ng),xgj),xgj)) ouj =1,2et k =1,2,3, et aussi que A est
engendrée par les fonctions multisymétriques élémentaires (voir ’exemple 3 en
1.3). Il en résulte que 'algebre A est engendrée par des éléments homogenes b

de degré 2 et c1,co de degré 3. D’autre part, la formule de Molien conduit a

14224223 4244 26
(1—2)2(1 — 22)2(1 — 23)3

FA(Z) =
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d'ott Fp(z) = 1+ 22 4+ 223 + 2% + 25, Puisque dimA5 = 0, on a bey = bey = 0.
Puisque dim Ag = 1, les monomes b, ¢2, ¢;cs, ¢3 sont linéairement dépendants.
Puisque la multiplication 4y x Ay — Ag est non dégénérée, on a b®> = 0, et
donc ¢, cice, 3 sont des multiples de b°. On en déduit (exercice) que A
est le quotient de l’algebre R des polynomes en 2 générateurs de degré 1, 3
générateurs de degré 2 et 4 générateurs de degré 3, par I'idéal engendré par
2 relations de degré 5 et 3 relations de degré 6. En particulier, A n’est pas
intersection complete. Puisque la résolution minimale de A est auto-duale et
que g = —deg(F4) = 14, cette résolution est de la forme

0— R(-14) » R(-8)* @ R(-9)*> = R(-5)* D R(-6)> = R— A= 0.

Remarque. Soient G un groupe réductif et V un G-module ; soit g le degré
minimal d’un élément du module canonique de A = C[V]%, c’est-a-dire : q =
—deg(F4). On peut montrer que ¢ > 1 si A # C (voir [Ke] ; lorsque G est
fini, on voit sur la formule de Molien que ¢ > dim(V)). On en déduit que
lalgebre A est engendrée par ses éléments de degré < dim(V) +d; + -+ - + d,
oudy,...,d,. sont les degrés d'un systeme de parametres homogenes ; c’est une
motivation supplémentaire pour la recherche de systemes de parametres. Le
module canonique d’une algebre d’invariants est décrit dans [Kn].

4.5. Séries de Hilbert des invariants et covariants des formes binaires

Lorsque G = SLy opere dans ’espace V; des formes binaires de degré d,
la série de Hilbert de tout module de covariants est donnée par une formule
due & Springer, voir [Sp2]. Pour énoncer cette formule, on introduit la notation
suivante.

Pour tout entier 5 > 0, soit ®; : C[z] — C[z] I'application linéaire telle
que

& (") = {z”/j si j divise n
0 sinon.
Alors ®; est C[z/]-linéaire, et elle s’étend en une unique application C(z7)-
linéaire

®;: C(z) = C(2) .

Théoréme. Pour le module de covariants M = Mor® (Vy, V.), on a

Fu(z) = D (1)@ 55((1 = 2%)2%74(2))
0<j<d/2

ol .
23(G+1)

V4 (2) = — - .
e (1= 220) T2 (1 = 22)
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Démonstration. D’apres la formule de Molien-Weyl et 2.4, on a Fy(z) =
I(XM,Z) ou

y (t 0 ) B Xe(t)
M,z — — L
0 ¢ [ l;l:o(l — 2t~ 4+2)

En décomposant en éléments simples, on obtient

D St U

d _ _ d+2j -
szo (1 — zt—d+27) = 1—2t J

De plus, pour toute fonction centrale x sur GG, on a d’apres 2.4 :
te—i—l t—e—l

X( ) ZIXeX —

Par suite, I(x.x) est le coeficient de ¢ dans

(1—t2)x(é t01> .

d o0

=D (1) an2"
0

j:O n—

On obtient donc

oll ay; est le coefficient de t"(?=27) dans t°(1 — t?)v4;(t). Ceci équivaut & la
formule annoncée.

L’algebre des covariants
= P Mor(Vy, V) = C[Vy x C*¢

est bi-graduée par le degré et ’ordre ; on peut donc définir sa série de Hilbert
en deux variables

Fy(z,w) = Z dim C(Vg)n,e 2" w®
n,e>0
On obtient aussitot le

Corollaire. Avec les notations précédentes, on a

i) = Y (1t (2))

0<j<d/2
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Exemples. Pour d < 4, on trouve :

1
Fl(Z,U)): 1— 2w’
Fr(z,w) = L
2O A= 2)(1 - 2w?)’
1+ 23w?
3 =
35 0) = T A= 20 (1 = 22u?)
1 3,,,6
F4(Z,’U)): rEw

(1—22)1—2%)(1 — zw*)(1 — 22w*)
Ces écritures sont représentatives : si par exemple d = 4, on vérifie a ’aide du
critere de Hilbert-Mumford que I, J, f, H forment un systeme de parametres
bi-homogenes de C(Vy), de bi-degrés respectifs (2,0), (3,0), (1,4), (2,4) (ex-
ercice). Comme dans 'exemple en 4.1, on conclut que l'algebre C(Vy) est une
hypersurface.

En notant Fjy(z) = Fy(2,0) la série de Hilbert de I’algebre des invariants
Z(Vy), on obtient

14 218
F5(Z) = (1 — 24)(1 _ ZS)(l — 212)7
Fg(z) = L

(1= 22)(1 = 24)(1 = 20)(1 = 21%)’
1+2% +2° + 210 4 2'°

FS(Z) = (1 _ ZQ)(l _ z3)(1 — z4)(1 — 25)(1 - 26)(1 - Z7)
et aussi P(z)
Fr(z) = (1= 24)(1 = 28)(1 — 212)2(1 — 220)
avec

P(z) =14 228 + 4212 4 42M 4 5216 £ 9218 16220 49222 4 8,2
49226 + 6228 + 9230 £ 5232 4 4234 4 4236 4 2240 4 48

On peut montrer que toutes ces écritures sont représentatives ; d’apres
Pexemple en 4.1, il en résulte que les algebres Z(Vs) et Z(Vg) sont des hyper-
surfaces. Pour d > 7, la structure de Z(Vy) est bien plus compliquée. Le seul
cas entierement décrit est celui de d = 8 (voir [Sh]) : ’algebre Z(Vg) est en-
gendrée minimalement par 9 éléments homogenes de degrés 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9 et 10, et sa résolution minimale est de la forme

0 — R(—45) — R(—25) @ R(—26) & R(—27) ® R(—28) & R(—29)
— R(—16) ® R(—17) ® R(—18) @ R(—-19) @ R(—20) = R+ A — 0.

On peut montrer que le nombre minimal de générateurs pour Z(V;) est 30 pour
d = 7 (voir [Di-La]) et que ce nombre tend vers l'infini rapidement avec d (voir
[Di-Er-Ni).
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