
INVARIANTS ET COVARIANTSDES GROUPES ALG�EBRIQUES R�EDUCTIFS
Notes d'un cours �a l'�ecole d'�et�e de Monastir(juillet-août 1996)

Michel Brion

La th�eorie des invariants �etudie les op�erations des groupes alg�ebriques dansles vari�et�es alg�ebriques. Son objectif principal est de construire et de d�ecriredes vari�et�es quotients, dans un sens en g�en�eral plus faible que celui d'espacedes orbites.Dans les notes qui suivent, on trouvera une introduction �a quelques as-pects de la th�eorie des invariants, sur le corps des nombres complexes. Lapremi�ere partie commence par des propri�et�es g�en�erales des actions des groupesalg�ebriques a�nes ; puis on �etudie successivement les actions des groupes �nis,des groupes unipotents, et des tores. On termine par un th�eor�eme de Rosen-licht qui a�rme qu'un quotient par un groupe alg�ebrique a�ne existe toujourssur un ouvert convenable.Dans la seconde partie, on introduit les groupes (lin�eairement) r�eductifs :ce sont les groupes alg�ebriques a�nes dont toutes les repr�esentations ration-nelles sont semi-simples. On montre que les groupes classiques sont r�eductifs,puis on �etudie les repr�esentations et les caract�eres des groupes r�eductifs, le casde SL2 �etant trait�e en d�etail, avec une introduction �a l'alg�ebre des covariants.On montre en�n le th�eor�eme de �nitude pour les invariants et covariants desgroupes r�eductifs.Ce th�eor�eme est le point de d�epart de la construction de quotients parles groupes r�eductifs ; ceux-ci font l'objet de la troisi�eme partie. On obtientune caract�erisation des morphismes quotients, ainsi que le crit�ere de Hilbert-Mumford qui permet de d�ecrire leurs �bres. Puis on d�emontre le th�eor�emede Hochster-Roberts : l'alg�ebre des invariants pour une action lin�eaire d'ungroupe r�eductif est un module libre sur une sous-alg�ebre de polynômes. Ceciam�ene �a l'�etude des syst�emes de param�etres pour les alg�ebres d'invariants.Dans la quatri�eme partie, on applique le th�eor�eme de Hochster-Roberts etdes techniques d'alg�ebre commutative (s�eries de Hilbert, r�esolutions libres) �ala d�etermination des invariants pour les actions lin�eaires des groupes r�eductifs.On conclut par un aper�cu des invariants des formes binaires ; leur �etude a�et�e le point de d�epart de la th�eorie des invariants au si�ecle dernier, mais leurstructure alg�ebrique reste mal comprise. Par contre, l'approche g�eom�etriqueaboutit �a des r�esultats plus satisfaisants.
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Les pr�erequis de ces notes sont des notions de base d'alg�ebre commutativeet de g�eom�etrie alg�ebrique a�ne (des notions plus �elabor�es sont introduites dansles troisi�eme et quatri�eme parties). Pour celles-ci, une bonne r�ef�erence r�ecenteest [Ei]. Par contre, la structure et la classi�cation des groupes r�eductifs ne sontpas abord�ees ; ce n'est pas n�ecessaire pour la plupart des exemples trait�es ici,qui concernent des groupes �nis ou classiques, en particulier SL2. Ces exemplesconstituent d'ailleurs une source d'exercices, de probl�emes et de conjectures.On renvoie aux notes du cours de Schwarz pour une approche analytiquede la th�eorie des invariants, avec un traitement du th�eor�eme du slice �etale, et�a [Fu] et [Ho3] pour les repr�esentations et invariants des groupes classiques.D'autres introductions �a la th�eorie des invariants sont le classique [Hi] et lesmodernes [Sp2] et [Sta]. Pour aller plus loin, le lecteur pourra consulter [Kr]et [Kr-Sl-Sp], ainsi que l'expos�e d'ensemble [Po-Vi].
Remerciements. Je remercie chaleureusement Ivan Arjantsev, Dimitri Chmel-kine et Thierry Vust pour leurs commentaires sur ce texte et pour leurs cor-rections.
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1. Op�erations de groupes alg�ebriques
1.1. Op�erations de groupesRappelons qu'une op�eration (ou action) d'un groupe G dans un ensembleX est une application � : G�X ! X telle que :(i) �(gh; x) = �(g; �(h; x)) pour tous g, h dans G, et tout x 2 X.(ii) �(e; x) = x pour tout x 2 X, o�u e d�esigne l'�el�ement neutre de G.Pour une op�eration � de G dans X, on notera �(g; x) = g � x. L'orbite dex 2 X est alors l'ensemble

G � x := fg � x j g 2 Gg
et le groupe d'isotropie de x est

Gx := fg 2 G j g � x = xg :
On note X=G l'espace des orbites, et � : X ! X=G le quotient.Lorsque G op�ere dans X et dans Y , une application f : X ! Y est G-�equivariante si f(g � x) = g � f(x) pour tous g 2 G et x 2 X. En particulier,f est invariante si f(g � x) = f(x) pour tous g 2 G et x 2 X, c'est-�a-dire sif est constante sur les orbites de G dans X. Toute application invariante sefactorise par le quotient � : X ! X=G.Dans le cadre des op�erations de groupes topologiques ou alg�ebriques (d�e�-nis plus pr�ecis�ement en 1.2), le passage au quotient soul�eve des probl�emes,comme le montrent les exemples suivants.(i) Soit G = C� op�erant dans X = C2 par multiplication :

t � (x; y) = (tx; ty) :
Les orbites sont l'origine et les droites vectorielles priv�ees de l'origine. Ainsi,l'adh�erence de toute orbite contient l'origine ; donc le quotient X=G ne peutêtre muni d'une structure d'espace topologique s�epar�e pour lequel l'applicationquotient � : X ! X=G est continue. Par contre, le quotient (X nf0g)=G existe; c'est la droite projective complexe.(ii) Soit G = C op�erant dans X = C2 par

t � (x; y) = (x+ ty; y) :
La droite y = 0 est form�ee de points �xes ; les orbites sont ces points, ainsique les droites y = y0 o�u y0 est une constante non nulle. Toutes les orbitessont ferm�ees, mais X=G n'a pas de structure d'espace topologique s�epar�e pourlequel le quotient � : X ! X=G est continu. Sinon, deux orbites distinctes
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auraient des voisinages invariants disjoints ; mais ce n'est pas le cas pour lespoints �xes (v�eri�er).De même, X=G n'a pas de structure de vari�et�e alg�ebrique pour laquelle� : X ! X=G est un morphisme. Sinon, on pourrait s�eparer les points de X=Gpar des fonctions rationnelles, et donc on pourrait s�eparer les orbites par desfonctions rationnelles invariantes sur X. Mais une telle fonction est fonctionrationnelle de y (exercice) ; de plus, une fonction rationnelle de y ne peuts�eparer deux points �xes distincts. Par contre, la restriction de y �a l'ouvertinvariant X n fy = 0g est le quotient de cet ouvert par G.
(iii) Soit G = C� op�erant dans X = C2 n f0g par

t(x; y) = (tx; t�1y) :
Toutes les orbites sont ferm�ees, et tous les groupes d'isotropie sont triviaux,mais les orbites de (1; 0) et de (0; 1) n'admettent pas de voisinages invariantsdisjoints. Ainsi, X n'admet pas de quotient par G ; mais l'application donn�eepar (x; y) 7! xy se restreint en un quotient alg�ebrique sur les ouvertsXnfx = 0get X n fy = 0g.

Plus g�en�eralement, pour toute op�eration alg�ebrique, il existe un ouvert in-variant non vide qui admet un quotient (th�eor�eme de Rosenlicht, voir 1.6). Pourune op�eration d'un groupe alg�ebrique r�eductif G dans une vari�et�e alg�ebriquea�ne X, on d�e�nira une vari�et�e alg�ebrique a�ne X==G qui est le quotient dansun sens a�aibli : les fonctions r�eguli�eres sur X==G sont les fonctions r�eguli�eresinvariantes sur X, et les points de X==G sont les orbites ferm�ees de G dans X(voir 3.1).
1.2. Op�erations de groupes alg�ebriques : g�en�eralit�es et exemples

Dans tout ce qui suit, on consid�erera des espaces vectoriels et des vari�et�esalg�ebriques sur le corps C des nombres complexes. L'alg�ebre des fonctionsr�eguli�eres sur une vari�et�e alg�ebrique X sera not�ee C[X]. Si de plus X estirr�eductible, le corps des fonctions rationnelles sur X sera not�e C(X). LorsqueX est a�ne, C(X) est le corps des fractions de C[X].
D�e�nitions. Un groupe alg�ebrique (a�ne) est un groupeGmuni d'une structurede vari�et�e alg�ebrique a�ne, telle que la multiplication G�G! G : (g; h) 7! ghet l'inverse G! G : g 7! g�1 soient des morphismes de vari�et�es alg�ebriques.Une op�eration � : G�X ! X(g; x) 7! g � xd'un groupe alg�ebrique G dans une vari�et�e alg�ebrique X, est dite alg�ebriquesi � est un morphisme de vari�et�es alg�ebriques. On dit alors que X est uneG-vari�et�e.
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Exemple 1 : les groupes classiques. Soit n un entier positif. Alors le groupelin�eaire GLn, form�e des matrices n � n inversibles, est alg�ebrique. En e�et,GLn est l'ouvert de l'espace des matrices n� n o�u le d�eterminant ne s'annulepas. Ainsi, GLn est une vari�et�e alg�ebrique a�ne, dont l'alg�ebre des fonc-tions r�eguli�eres est engendr�ee par les coe�cients matriciels et par l'inverse dud�eterminant. De plus, les formules pour la multiplication et l'inverse des ma-trices sont polynomiales en ces fonctions.Il en r�esulte que tout sous-groupe de GLn qui est d�e�ni par des �equationspolynomiales est alg�ebrique, par exemple :� le groupe Bn form�e des matrices n� n triangulaires sup�erieures inversibles,� le groupe Un form�e des matrices n�n triangulaires sup�erieures dont tous lescoe�cients diagonaux sont �egaux �a 1 (en particulier,
U2 = f� 1 t0 1

� j t 2 Cg
est isomorphe au groupe additif C),� le groupe Tn form�e des matrices diagonales inversibles (alors Tn ' (C�)n estappel�e tore de dimension n ; en particulier, T1 = C� est le groupe multiplicatifde C),� le groupe sp�ecial lin�eaire SLn, form�e des matrices n� n de d�eterminant 1,� le groupe orthogonal On form�e des matrices qui laissent invariante une formequadratique non d�eg�en�er�ee,� le groupe sp�ecial orthogonal SOn = On \ SLn,� le groupe symplectique Spn form�e des matrices qui laissent invariante uneforme bilin�eaire altern�ee non d�eg�en�er�ee (une telle forme existe si et seulementsi n est pair).Tous ces groupes op�erent dans Cn par restriction de l'op�eration naturelle deGLn dans Cn ; ces op�erations sont alg�ebriques. Les groupes GLn, SLn, On,SOn et Spn sont appel�es groupes classiques.Exemple 2. Un groupe alg�ebrique G op�ere dans lui-même par multiplication �agauche, via �(g) � h := gh :On a aussi l'op�eration par multiplication �a droite, d�e�nie par

�(g) � h = hg�1
et l'op�eration par conjugaison, d�e�nie par

hg := ghg�1 :
Ces trois op�erations sont alg�ebriques.
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Exemple 3. SoitG un groupe alg�ebrique, et soitG0 la composante connexe deGqui contient l'�el�ement neutre. Alors G0 est un sous-groupe alg�ebrique distingu�ede G, le quotient G=G0 est �ni, et la vari�et�e G0 est irr�eductible (exercice).D�e�nition. Soit G un groupe. Un G-module est un espace vectoriel munid'une op�eration lin�eaire de G. Si de plus G est alg�ebrique, un G-module Vest rationnel si tout v 2 V est contenu dans un sous-espace vectoriel W � V(d�ependant de v) tel que W est stable par G, et que l'action induite de G dansW est alg�ebrique. Un invariant de G dans un G-module V est un point �xede G ; l'ensemble des invariants de G dans V est un sous-espace vectoriel not�eV G. Si V et W sont de G-modules rationnels, leur somme directe V �W etleur produit tensoriel V 
 W le sont aussi. Les puissances tensorielles V 
dsont donc des G-modules rationnels, ainsi que les puissance sym�etriques SdVet altern�ees ^dV .Exemple. L'op�eration naturelle de GLn dans Cn fait de Cn un GLn-modulerationnel. Il en est de même du dual (Cn)� o�u GLn op�ere par
(g � f)(v) := f(g�1v) (g 2 GLn; v 2 Cn; f 2 (Cn)�) :

Plus g�en�eralement, la formule ci-dessus d�e�nit une op�eration de GLn dansC[x1; : : : ; xn] (l'alg�ebre des fonctions polynomiales en n variables) ; cette op�era-tion pr�eserve le degr�e. On en d�eduit que C[x1; : : : ; xn] est un GLn-modulerationnel, somme directe des modules rationnels de dimension �nie
C[x1; : : : ; xn]d ' Sd(Cn)�

form�es des fonctions polynomiales homog�enes de degr�e d.On utilisera uniquement des modules rationnels qui sont r�eunions crois-santes d'une famille d�enombrable de G-modules rationnels de dimension �nie.Des exemples de tels modules sont donn�es par laProposition 1. Soient G un groupe alg�ebrique et X une G-vari�et�e a�ne.(i) L'alg�ebre C[X] des fonctions r�eguli�eres sur X est munie d'une structure deG-module rationnel par
(g � f)(x) := f(g�1x) :

(ii) Il existe un G-module V , rationnel et de dimension �nie, et un morphismeG-�equivariant � : X ! V qui est un isomorphisme de X sur une sous-vari�et�eferm�ee de V , stable par G.D�emonstration. (i) Le morphisme � induit un homomorphisme d'alg�ebres
�� : C[X]! C[G�X] = C[G]
C[X]
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tel que (��f)(g; x) = f(g � x). Soit f 2 C[X] ; soient u1; : : : ; un 2 C[G] etf1; : : : ; fn 2 C[X] tels que f(g � x) =Pni=1 ui(g)fi(x). Alors on a :
g � f = nX

i=1 ui(g�1)fi :
Ainsi, l'espace vectoriel hG � fi engendr�e par les g � f (g 2 G), est contenu dansl'espace vectoriel hf1; : : : ; fni. De plus, si l est une forme lin�eaire sur hG � fi,alors l s'�etend en une forme lin�eaire (not�ee aussi l) sur hf1; : : : ; fni, et on a

l(g � f) = nX
i=1 ui(g�1)l(fi) :

L'application g 7! l(g � f) est donc r�eguli�ere. Il en r�esulte que le G-modulehG � fi est rationnel.(ii) Soient f1; : : : ; fn des g�en�erateurs de l'alg�ebreC[X]. On peut trouver unsous-G-moduleW de C[X] qui est de dimension �nie et qui contient f1; : : : ; fn.On consid�ere alors l'application
� : X ! W �x ! (w ! w(x) :

Celle-ci est un morphismeG-�equivariant, qui induit une surjection deC[W �] surC[X] (en e�et, l'alg�ebre C[X] est engendr�ee parW � C[W �]). Par cons�equent,� identi�e X �a une sous-vari�et�e ferm�ee de W �.On va maintenant donner des propri�et�es g�en�erales des orbites pour uneop�eration alg�ebrique d'un groupe alg�ebrique G. Observons que les groupesd'isotropie sont alors ferm�es dans G ; ce sont donc des groupes alg�ebriques.Proposition 2. Soient G un groupe alg�ebrique, et X une G-vari�et�e.(i) Toute orbite de G dans X est ouverte dans son adh�erence.(ii) L'adh�erence de toute orbite est form�ee de cette orbite et d'orbites de di-mension strictement plus petite ; elle contient au moins une orbite ferm�ee.(iii) Pour tout x 2 X, on a : dim(G � x) = dim(G)� dim(Gx).(iv) Pour tout n � 0, l'ensemble des x 2 X tels que dim(G � x) � n est ferm�edans X.D�emonstration. On va supposer que G est connexe ; le cas g�en�eral est laiss�eau lecteur.(i) L'application G ! G � xg 7! g � xest dominante, donc son image contient un ouvert non vide de G � x. Maispuisque G op�ere transitivement dans G � x, ce dernier est ouvert dans G � x.
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(ii) On peut supposer que G � x est ouvert dans X. On observe alors queX nG � x est un ferm�e G-stable de X, et de dimension strictement plus petite.On conclut par r�ecurrence sur la dimension de X.(iii) Les �bres du morphisme G ! G � x sont les translat�es gGx, donctoutes ces �bres ont la même dimension, �egale �a celle de Gx. On conclut grâceau th�eor�eme sur la dimension des �bres d'un morphisme, voir [Ei] x14.3.(iv) Consid�erons l'application
G�X ! X �X(g; x) 7! (x; g � x)

C'est un morphisme, dont la �bre en (g; x) est isomorphe �a Gx. D'apr�es leth�eor�eme de semi-continuit�e de la dimension des �bres d'un morphisme (voir[Ei] x14.3), l'ensemble des (g; x) 2 G�X tels que dim(Gx) � n est ferm�e dansG�X pour tout entier n. Par suite, l'ensemble des x 2 X tels que dim(Gx) � nest ferm�e dans X. On conclut grâce �a (iii).Exemple 1 (les formes binaires). Soit G = SL2. Pour tout entier d � 0,on note Vd l'espace des formes binaires de degr�e d, c'est-�a-dire des polynômeshomog�enes de degr�e d en deux variables x et y. Alors G op�ere dans Vd par� a cb d
� � f(x; y) = f(dx� cy;�bx+ ay)

et Vd est un G-module rationnel de dimension d + 1. En particulier, V1 estle dual du G-module naturel C2. En fait, V1 est isomorphe �a C2 car on aune forme bilin�eaire altern�ee non d�eg�en�er�ee et G-invariante sur C2, donn�ee par(v; w) 7! det(v; w). Plus g�en�eralement, on a :
Vd = Sd(C2)� ' SdC2 :

Tout f 2 Vd s'�ecrit sous la forme
f(x; y) = dY

i=1 (bix� aiy) :
Si f est non nulle, les points [ai : bi] de la droite projective complexe sontuniquement d�etermin�es par f : ce sont les racines de f . Le groupe d'isotropieGf permute ces racines ; si de plus f a au moins trois racines distinctes, alorsle sous-groupe de Gf qui �xe les racines est contenu dans f1;�1g. Par suite,si f a toutes ses racines distinctes et si d � 3, alors Gf est �ni, et donc l'orbiteG � f est de dimension dim(SL2) = 3.Pour f 2 Vd, on d�e�nit le discriminant de f par

�(f) := Y
1�i<j�d (aibj � ajbi)2 :
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Alors �(f) est bien d�e�ni, et l'application � : Vd ! C est polynomiale etG-invariante (exercice). De plus, �(f) = 0 si et seulement si f a deux racinesconfondues.Si f 2 Vd a toutes ses racines distinctes et si d � 2, alors l'orbite G � f estferm�ee dans Vd. En e�et, on a
G � f � f' 2 Vd j �(') = �(f)g :

Ce dernier ensemble est ferm�e dans Vd et ne contient que des orbites de dimen-sion maximale, d'o�u l'assertion grâce �a la proposition 2 (ii).Par contre, si f a toutes ses racines confondues, c'est-�a-dire si f est unepuissance d'une forme lin�eaire, alors l'orbite G � f est de dimension 2, etl'adh�erence de cette orbite contient l'origine (exercice).Plus g�en�eralement, les orbites dont l'adh�erence contient l'origine sont cellesdes formes qui ont une racine de multiplicit�e > d=2, voir 3.3 ci-dessous.
Exemple 2. SoitG = GLn op�erant dansX := Cn�Cn par g�(v; w) = (g�v; g�w).Si n � 2, alors G a une orbite ouverte dans X, form�ee des (v; w) tels que v etw sont lin�eairement ind�ependants. Le compl�ementaire de cette orbite consisteen l'origine, qui est l'unique orbite ferm�ee, et en les orbites

Oa;b := f(av; bv) j v 2 Cng
o�u (a; b) 2 C2 n'est pas nul. De plus, Oa;b = Oa0;b0 si et seulement si lesvecteurs (a; b) et (a0; b0) sont proportionnels. Ainsi, les orbites de G dans Xsont index�ees par la r�eunion de la droite projective complexe et de deux points.

En particulier, l'adh�erence d'une orbite peut contenir une in�nit�e d'orbites.On verra cependant que si G est un tore, alors l'adh�erence de toute orbite deG ne contient qu'un nombre �ni d'orbites, qu'on d�ecrira de fa�con combinatoire(proposition 1.5.2 ci-dessous).
Corollaire 1. Tout groupe alg�ebrique (a�ne) est isomorphe �a un sous-grouped'un GLn, d�e�ni par des �equations polynomiales.
D�emonstration. On peut trouver un G-module V , rationnel de dimension �nie,et qui contient G comme sous-vari�et�e ferm�ee et stable par G (ici G op�ere danslui-même par multiplication �a gauche). L'op�eration de G dans V d�e�nit unhomomorphisme de G dans GL(V ) = GLn, qui est injectif car V contient G.Par suite, si G op�ere dans GLn par multiplication �a gauche, alors tous sesgroupes d'isotropie sont triviaux. Ainsi, toutes les orbites sont ferm�ees, et enparticulier l'image de G dans GLn est ferm�ee.

On d�emontre de même le
Corollaire 2. Pour tout homomorphisme de groupes alg�ebriques u : G! H,l'image u(G) est ferm�ee dans H.
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Exemple. On fait op�erer le groupe GLn dans l'espace Mn des matrices n� n,par conjugaison. On obtient ainsi un homomorphisme de groupes alg�ebriquesu : GLn ! GLn2 dont le noyau est form�e des homoth�eties, et dont l'image estPGLn (le groupe projectif lin�eaire).
1.3. Op�erations des groupes �nisPour une op�eration d'un groupe �ni dans une vari�et�e a�ne, l'espace desorbites est une vari�et�e a�ne, comme le montre laProposition 1. Soit G un groupe �ni d'automorphismes d'une vari�et�e alg�eb-rique a�ne X.(i) L'alg�ebre des invariantsC[X]G est de type �ni. Si de plusX est irr�eductible,alors le corps des fractions de C[X]G est le corps des invariants C(X)G.On note Y la vari�et�e alg�ebrique telle que C[X]G = C[Y ], et � : X ! Y lemorphisme d�e�ni par l'inclusion de C[Y ] dans C[X].(ii) Le morphisme � : X ! Y est surjectif, et ses �bres sont les orbites.D�emonstration. (i) Soient f1; : : : ; fn des g�en�erateurs de l'alg�ebre C[X]. Soit tune ind�etermin�ee. Pour 1 � i � n, consid�erons le polynôme

Pi(t) := Yg2G(t� g � fi) :
Alors les coe�cients de Pi sont des invariants de G, car G permute les racines dePi. Soit A � C[X] la sous-alg�ebre engendr�ee par les coe�cients de P1; : : : ; Pn.Alors chaque fi est entier sur A, car Pi(fi) = 0. Il en r�esulte que l'alg�ebreC[X] est enti�ere sur A (voir [Ei] x4.1). Puisque l'alg�ebre A est de type �ni, leA-module C[X] est de type �ni (voir [Ei] x13.3). En�n, comme

A � C[X]G � C[X];
le A-module C[X]G est de type �ni, donc l'alg�ebre C[X]G l'est aussi.Il est clair que le corps des fractions de C[X]G est contenu dans C(X)G.R�eciproquement, soit f 2 C(X)G. �Ecrivons f = uv�1 avec u et v dans C[X].Posons v0 := Qg2G g � v et u0 := uQg2G;g 6=e g � v. Alors v0 2 C[X]G et f =u0v0�1, donc u0 2 C[X]G.(ii) On a vu que C[X] est entier sur C[Y ]. Par suite, pour tout id�ealpremier Q � C[Y ], il existe un id�eal premier P � C[X] tel que Q = P \C[Y ](voir [Ei] x4.4). Il en r�esulte que � : X ! Y est surjective.Soit x 2 X. Puisque � est G-invariante, on a G � x � ��1(�(x)). Si cetteinclusion est stricte, choisissons x0 2 X tel que �(x0) = �(x) et x0 =2 G � x. Lesorbites G �x et G �x0 sont des sous-ensembles �nis disjoints de X, donc il existef 2 C[X] telle que f jG�x = 1 et que f jG�x0 = 0. Posons

F := Yg2G g � f :
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Alors F est invariante, F jG�x = 1 et F jG�x0 = 0 ce qui contredit le fait que�(x0) = �(x).Cette d�emonstration reste valable lorsqu'on remplace C par un corpsalg�ebriquement clos arbitraire. Pour une op�eration lin�eaire d'un groupe �nidans un espace vectoriel complexe, on a le r�esultat plus pr�ecis suivant.Proposition 2. Soit G un sous-groupe �ni de GL(V ) o�u V est un espacevectoriel de dimension �nie, et soitN l'ordre deG. Alors l'alg�ebre des invariantsC[V ]G est engendr�ee par les invariants homog�enes de degr�e au plus N .D�emonstration. Soit A la sous-alg�ebre de C[V ]G engendr�ee par les invariantshomog�enes de degr�e au plus N . Soit C[V ]<N le sous-espace vectoriel de C[V ]form�e des fonctions polynomiales de degr�e au plus N � 1. Montrons que leproduit A �C[V ]<N est �egal �a C[V ].Puisque l'espace vectoriel C[V ] est engendr�e par les puissances des formeslin�eaires (exercice), il su�t de montrer que ln 2 A �C[V ]<N pour toute formelin�eaire l sur V , et pour tout entier n � 0. C'est clair si n < N . Si n = N ,alors on a Y
g2G(t� g � l) = tN + a1tN�1 + � � �+ aN

o�u les ai sont dans A. On a donc
lN 2 A+Al + � � �+AlN�1

et par r�ecurrence sur n � N :
ln 2 A+Al + � � �+AlN�1 � AC[V ]<N :

Montrons maintenant que A = C[V ]G. Soit f 2 C[V ]G. On peut �ecrire
f =X ai fi

avec des ai dans A et des fi dans C[V ]<N . Soit p : C[V ]! C[V ] l'applicationtelle que p(u) = 1N Xg2G g � u :
Alors p est C[V ]G-lin�eaire et envoie C[V ] sur C[V ]G en pr�eservant le degr�e.De plus, on a f = p(f) =X ai p(fi)
avec des ai dans A et des fi dans C[V ]G<N � A.Exemple 1 (les groupes cycliques). Soit G � C� le groupe des racines N -i�emesde l'unit�e. On fait op�erer G dans V := Cn par multiplication :

g � (x1; : : : ; xn) = (gx1; : : : ; gxn) :
12



Alors l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par les monômes de degr�e N en x1; : : : ; xn(exercice). La borne de la proposition 2 est donc optimale dans ce cas (on peutmontrer que c'est le seul cas o�u cette borne est atteinte, voir [Sc]).Pour d�ecrire le quotient, introduisons des ind�etermin�ees t1; : : : ; tn et obser-vons que les monômes de degr�e N en x1; : : : ; xn sont des multiples contants descoe�cients de (t1x1+� � �+tnxn)N vu comme polynôme en t1; : : : ; tn. Autrementdit, on peut identi�er V=G �a l'ensemble des polynômes en t1; : : : ; tn qui sontdes puissances N -i�emes de formes lin�eaires. Cet ensemble est une sous-vari�et�eferm�ee de l'espace des polynômes homog�enes de degr�e N (exercice), et le mor-phisme quotient est donn�e par
t1x1 + � � �+ tnxn = u 7! uN :

Exemple 2 (les fonctions sym�etriques). Soit G = Sn le groupe sym�etriquesur n lettres, op�erant dans V = Cn par permutations des coordonn�ees. Alorsl'alg�ebre C[V ]G est form�ee des polynômes sym�etriques en x1; : : : ; xn ; elle estdonc engendr�ee par les fonctions sym�etriques �el�ementaires e1; : : : ; en o�u
ek(x1; : : : ; xn) = X

1�i1<���<ik�n xi1 : : : ; xik :
Autrement dit, le morphisme quotient � : V ! V=G est donn�e par

Cn ! Cn(x1; : : : ; xn) 7! (e1; : : : ; en):
On peut reformuler ce r�esultat en introduisant une ind�etermin�ee t et en obser-vant que nX

k=0 ek(x1; : : : ; xn)tk =
nY
i=1(1 + txi) :

Ainsi, on peut identi�er V=G �a l'espace des polynômes en une ind�etermin�ee t,de degr�e au plus n et de terme constant 1. Le morphisme � s'identi�e alors �a
(x1; : : : ; xn) 7! nY

i=1 (1 + txi) :
Exemple 3 (les fonctions multisym�etriques). Plus g�en�eralement, on consid�erel'op�eration du groupe sym�etrique G = Sn dans V = (Cm)n (produit de ncopies de Cm) par permutations de ces copies. L'alg�ebre C[V ] est alors en-gendr�ee par les variables x(j)i (1 � i � n, 1 � j � m) dans lesquelles Sn op�erepar permutation des indices i. L'alg�ebre des invariants C[V ]G est form�ee desfonctions multisym�etriques.

13



Soient t1 : : : ; tm des ind�etermin�ees. On peut montrer que le morphismequotient est donn�e par
(x(j)i )1�i�n;1�j�m 7! nY

i=1 (1 + t1x(1)i + � � �+ tmx(m)i )
(voir [Ge-Ka-Ze] Chapter 4, Theorem 2.4). Ainsi, l'alg�ebre des fonctions mul-tisym�etriques est engendr�ee par les coe�cients des monômes en t1; : : : ; tmdans le produit ci-dessus ; ces coe�cients sont les fonctions multisym�etriques�el�ementaires. Pour m � 2, on voit facilement que ces fonctions sont alg�ebrique-ment d�ependantes, mais on ne sait pas expliciter toutes les relations.Exemple 4 (les groupes altern�es). Soit G = An le groupe altern�e sur n lettres,op�erant dans V = Cn par permutations des coordonn�ees. Alors (exercice)l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par e1; : : : ; en et par

d := Y
1�i<j�n(xj � xi) :

De plus, d2 est un polynôme en e1; : : : ; en.Pour n � 6, on ignore si le corps C(V )G = C(e1; : : : ; en; d) peut êtreengendr�e par n �el�ements alg�ebriquement ind�ependants. C'est vrai dans les caso�u n = 2 (trivial), n = 3 (exercice), n = 4 (voir [Ke-Vu]) et n = 5 (voir [Mae]).
1.4. Op�erations des groupes unipotents.D�e�nition. Un groupe alg�ebrique G est unipotent s'il est isomorphe �a un sous-groupe ferm�e d'un Un (on rappelle que Un d�esigne le groupe des matrices n�ntriangulaires sup�erieures, dont tous les coe�cients diagonaux sont �egaux �a 1).Th�eor�eme. Soit G un groupe unipotent.(i) Il existe une suite

f1g = G0 � G1 � � � � � GN = G
telle que chaque Gi est un sous-groupe ferm�e distingu�e de Gi+1, et que chaqueGi+1=Gi est isomorphe �a C.(ii) Tout G-module rationnel non trivial contient un invariant non nul de G.(iii) Toute orbite de G dans une G-vari�et�e a�ne est ferm�ee.D�emonstration. (i) On consid�ere G comme un sous-groupe de Un. Pour 0 �p � n, on pose

Upn := fg = (gij) 2 Un j gij = 0 si 1 � j � i � pg :
Alors (Upn) est une suite d�ecroissante de sous-groupes ferm�es distingu�es de Un,avec quotients successifs Upn=Up+1n ' Cn�p :

14



On en d�eduit qu'il existe une suite croissante
f1g = V0 � V1 � � � � � VN = Un

(avec N = n(n� 1)=2) qui v�eri�e (i) pour Un.On pose Gi := G \ Vi ; alors Gi est un sous-groupe ferm�e de G, distingu�edans Gi+1, et le quotient Gi+1=Gi est un sous-groupe ferm�e de Vi+1=Vi ' C.Puisque toute sous-vari�et�e ferm�ee de C est C ou un nombre �ni de points, onen d�eduit que Gi+1=Gi est trivial ou isomorphe �a C.(ii) SoitM un G-module rationnel de dimension �nie non nulle. Montronspar r�ecurrence sur dim(G) que M contient un point �xe non nul.Si G est de dimension 1, alors G est isomorphe �a C d'apr�es (i). En par-ticulier, G est commutatif, donc tous les �el�ements de G ont un vecteur proprecommun m dans M . On a : g � m = �(g)m o�u � : G ! C est une fonctionr�eguli�ere qui ne s'annule pas. Puisque G est isomorphe �a C, la fonction � estconstante, �egale �a 1 : le point m est �x�e par G.Dans le cas g�en�eral, on peut trouver un sous-groupe ferm�e distingu�eH � Gtel que G=H est isomorphe �a C. D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence, l'ensembleMH n'est pas r�eduit �a 0. De plus, MH est stable par G ; c'est donc un G-module rationnel, dans lequel G op�ere via le quotient G ! G=H ' C. Onconclut grâce �a la premi�ere partie de la preuve.(iii) Soit X une G-vari�et�e a�ne, et soit x 2 X. Si G � x n'est pas ferm�edans X, alors l'id�eal I de G � x nG � x dans G � x n'est pas r�eduit �a 0. D'apr�es(ii), I contient un point �xe f 6= 0. Puisque f est invariante par G, elle estconstante sur G � x donc sur son adh�erence, contradiction.Corollaire 1. (i) Tout groupe unipotent est connexe.(ii) L'image d'un groupe unipotent par un homomorphisme de groupes alg�eb-riques est un groupe unipotent.(iii) Dans un groupe alg�ebrique, le produit de deux sous-groupes unipotentsdistingu�es est un sous-groupe unipotent distingu�e.D�emonstration. (i) r�esulte de l'assertion (i) du th�eor�eme, par r�ecurrence sur ladimension de G.(ii) Soit u : G ! H un homomorphisme, o�u G est unipotent. On peutsupposer que H = GLn ; alors Cn est un G-module rationnel de dimension�nie. Si n � 1, soit v1 un point �xe de G dans Cn. Alors le quotient Cn=Ce1est un G-module rationnel. Par suite, si n � 2, on peut trouver v2 dans Cnnon proportionnel �a v1, tel que g �v2�v2 2 Cv1 pour tout g 2 G. On construitainsi une base de Cn dans laquelle toutes les matrices de G sont triangulairessup�erieures, avec des coe�cients diagonaux �egaux �a 1.(iii) Si U et V sont deux sous-groupes ferm�es distingu�es d'un groupealg�ebrique G, alors le produit UV est un sous-groupe ferm�e distingu�e de G(exercice). Supposons de plus U et V unipotents ; alors UV v�eri�e l'assertion
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(i) du th�eor�eme, car UV=V ' U=U \ V . Comme dans la preuve de (ii), on end�eduit que UV est unipotent.
Il r�esulte de (iii) que tout groupe alg�ebrique G contient un plus grandsous-groupe unipotent distingu�e : le radical unipotent de G, not�e Ru(G). Ona par exemple Ru(Bn) = Un et Ru(GLn) = f1g (exercices).

Corollaire 2. Soit G un groupe alg�ebrique unipotent op�erant dans une vari�et�ea�ne irr�eductible X. Alors le corps des invariants C(X)G est le corps desfractions de l'alg�ebre C[X]G.
D�emonstration. Soit f 2 C(X)G. Notons M l'ensemble des ' 2 C[X] tellesque f' 2 C[X]. Alors M est un sous-G-module de C[X], et de plus M est nontrivial car f est dans le corps des fractions de C[X]. Par suite, M contient unpoint �xe non nul de G. Ainsi, on peut �ecrire f =  '�1 avec ' 2 C[X]G et 2 C[X]. Mais f est invariante, donc  2 C[X]G.

Pour une op�eration lin�eaire d'un groupe unipotent, on va voir que le corpsdes invariants est une extension transcendante pure de C. Plus g�en�eralement,on a le r�esultat suivant, dû �a Miyata (voir [Mi] et aussi [Ke-Vu]).
Proposition. Soit G un sous-groupe du groupe Bn des matrices triangulairessup�erieures inversibles. Pour l'action lin�eaire de G dans Cn, le corps des fonc-tions rationnelles invariantes est une extension transcendante pure de C.

La d�emonstration repose sur le
Lemme. Soient K un corps et t une ind�etermin�ee. Soit G un groupe d'auto-morphismes de l'anneau K[t], qui laisse stable K. Il existe alors p 2 K[t]G telque K(t)G = KG(p).
D�emonstration du lemme. Montrons que le corps des fractions de K[t]G estK(t)G. En e�et, pour f 2 K(t)G, �ecrivons f = uv�1 avec u, v 2 K[t] premiersentre eux. Si deg(u) � deg(v) > 0, on �ecrit u = qv + r avec q, r 2 K[t] etdeg(r) < deg(v) ; alors q et r sont uniques. Puisque f est invariante par G, lespolynômes u et v sont vecteurs propres deG de même poids �. Par unicit�e, r estvecteur propre de G de poids �, et q est invariant par G. On a uv�1 = q+rv�1avec rv�1 2 K(t)G. On conclut par r�ecurrence sur deg(u) + deg(v).Montrons maintenant l'assertion du lemme. Si K[t]G est contenu dans K,on peut prendre p = 1. Sinon, soit p 2 K[t]G n K de degr�e minimal. Soitf 2 K[t]G. Ecrivons f = pq + r avec deg(r) < deg(p). Comme pr�ec�edemment,on voit que q, r 2 K[t]G ; d'o�u r 2 KG et deg(q) < deg(f). Par r�ecurrence surdeg(f), on en d�eduit que f 2 KG[p]. D'o�u K[t]G = KG[p], et K(t)G = KG(p)d'apr�es la premi�ere partie de la preuve.

La proposition r�esulte du lemme par r�ecurrence sur n. En e�et, soientx1,: : :,xn les coordonn�ees sur Cn. Posons K = C(x1; : : : ; xn�1) et t = xn.Alors G est un groupe d'automorphismes de K[t] qui laisse stable K.
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Remarque. En particulier, pour une op�eration lin�eaire d'un groupe �ni ab�elien,le corps des invariants est une extension transcendante pure de C. Mais cer�esultat n'est plus valable pour un groupe �ni quelconque, voir [Sa] et aussi[Ke-Vu]. Lorsque G est un groupe alg�ebrique connexe, la question est ouverte(probl�eme de rationalit�e des corps d'invariants ; voir [Do]).Exemple. On fait op�erer le groupe additif C sur l'espace Vd des formes binairesde degr�e d par (t � f)(x; y) = f(x� ty; y) :
Pour f 2 Vd, �ecrivons

f(x; y) = dX
i=0
�di
�aixd�iyi :

Alors la coordonn�ee a0 est invariante. Notons U � Vd l'ouvert o�u a0 6= 0 ; alorsU est invariant. Soit S � U le ferm�e o�u a1 = 0. Montrons que l'application
C� S ! U(t; f) 7! t � f

est un isomorphisme. En e�et, si a0 6= 0, il existe un unique t 2 C tel quet � f 2 S ; on a t = �a1a�10 et
(t � f)(x; y) = a0xd + dX

i=2 (�1)i
�di
�bixd�iyi

avec
bi = (i� 1)ai1 + iX

j=2 (�1)j�1
�ij
�aj�10 ai�j1 aj

(v�eri�er).Il en r�esulte que les fonctions polynomiales b2; : : : ; bd sont invariantes, etque pour toute fonction polynomiale invariante P sur Vd, il existe un entiern � 0 tel que an0P est un polynôme en a0; b2; : : : ; bd. En particulier, le corpsdes invariants est engendr�e par les �el�ements alg�ebriquement ind�ependants a0et b2; : : : ; bd.La structure de l'alg�ebre des invariants est plus compliqu�ee. Cette alg�ebreest engendr�ee par a0 pour d = 1, et par a0 et b2 = a21 � a0a2 pour d = 2(exercice). Mais pour d = 3, l'alg�ebre des invariants n'est pas engendr�ee par a0,b2 et b3, car le discriminant � n'est pas fonction polynomiale de ces invariants(exercice) ; en fait, l'alg�ebre des invariants est engendr�ee par a0, b2, b3 et �,voir 2.4. Plus g�en�eralement, l'alg�ebre des invariants pour une op�eration lin�eairedu groupe additif est de type �ni (th�eor�eme de Weitzenb�ock, voir le corollaire2.5.2 ci-dessous).
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Cependant, il existe des vari�et�es a�nesX avec une action du groupe additifG = C, telles que l'alg�ebre C[X]G n'est pas de type �ni. En e�et, Nagata aconstruit un exemple d'un sous-groupe unipotent N de GL(V ) tel que l'alg�ebredes invariants C[V ]N n'est pas de type �ni ; voir [Na], et aussi [A], [Ste2] pourdes d�eveloppements r�ecents. Soit (Ni) une suite de sous-groupes de N commedans le th�eor�eme ci-dessus, et soit imaximal tel que l'alg�ebreC[V ]Ni est de type�ni. Il existe alors une vari�et�e alg�ebrique a�ne X telle que C[X] = C[V ]Ni .De plus, le groupe Ni+1=Ni (isomorphe �a C) op�ere dans C[X] et donc dans X,avec une alg�ebre d'invariants qui n'est pas de type �ni.
1.5. Op�erations des tores.D�e�nitions. Un caract�ere multiplicatif d'un groupe alg�ebrique G est un ho-momorphisme de groupes alg�ebriques � : G ! C�. L'ensemble des caract�eresmultiplicatifs de G forme un groupe pour la multiplication des fonctions ; onle note X�(G).Un sous-groupe �a un param�etre (multiplicatif) de G est un homomor-phisme de groupes alg�ebriques � : C� ! G. L'ensemble des sous-groupes �aun param�etre est not�e X�(G) ; c'est un groupe (pour la multiplication desfonctions �a valeurs dans G) lorsque G est ab�elien.Proposition 1. Soit T ' (C�)n un tore de dimension n.(i) Tout caract�ere multiplicatif de T est de la forme

�a1;:::;an(t1; : : : ; tn) := ta11 � � � tann
pour un unique (a1; : : : ; an) 2 Zn. Ceci identi�e le groupe X�(T ) �a Zn.(ii) Tout sous-groupe �a un param�etre de T est de la forme

�b1;:::;bn(t) := (tb1 ; : : : ; tbn)
pour un unique (b1; : : : ; bn) 2 Zn. Ceci identi�e le groupe X�(T ) �a Zn.(iii) Pour tous � 2 X�(T ) et � 2 X�(T ), il existe un unique entier h�; �i telque �(�(t)) = th�;�i
pour tout t 2 C�. De plus, l'application

X�(T )�X�(T ) ! Z(�; �) 7! h�; �i
est bilin�eaire et non d�eg�en�er�ee.(iv) Tout T -module rationnel V est somme directe de ses espaces propres

V� := fv 2 V j t � v = �(t)v 8t 2 Tg
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o�u � d�ecrit les caract�eres multiplicatifs de T .D�emonstration. On commence par observer que
C[T ] = C[t1; t�11 ; : : : ; tn; t�1n ] = M

(a1;:::;an)2Zn Cta11 � � � tann :
(i) Soit � : T ! C� un caract�ere multiplicatif. Alors � est une fonctionr�eguli�ere inversible sur (C�)n donc � est le produit d'un monôme de Laurent�a1;:::;an par une constante. Puisque �(1) = 1, on a bien � = �a1;:::;an .(ii) De même, un homomorphisme � : C� ! T est donn�e par n fonctionsr�eguli�eres inversibles sur C�, qui prennent la valeur 1 en 1. Chacune de cesfonctions est donc un monôme de Laurent.(iii) r�esulte aussitôt de la formule

�a1;:::;an(�b1;:::;bn(t)) = ta1b1+���+anbn :
(iv) On peut supposer V de dimension �nie. Alors l'op�eration lin�eaireT � V ! V d�e�nit un morphisme

V ! C[T ]
 Vv ! (t 7! t � v):
Grâce �a la d�ecomposition ci-dessus de C[T ], il existe une famille (va1;:::;an) dansV telle que t � v = X

(a1;:::;an)2Zn ta11 � � � tann va1;:::;an :
Il en r�esulte que v =P va1;:::;an est la d�ecomposition de v en vecteurs propresde T .Pour tout sous-groupe ferm�e D d'un tore T , le quotient T=D est un tore,ainsi que la composante neutre D0 (exercice). Par suite, toutes les orbites d'untore sont des tores. On va �etudier les adh�erences des orbites de T dans unevari�et�e a�ne X ; pour cela, d'apr�es la proposition 1.2.1, on peut supposer queX = V est un T -module rationnel de dimension �nie.Soit V = ��2X�(T ) V�la d�ecomposition en sous-espaces propres. Pour v 2 V , �ecrivons

v = X
�2X�(T ) v�

et notons �(v) l'ensemble des � tels que v� 6= 0. Alors �(v) est un sous-ensemble �ni du groupe X�(T ) ' Zn. On note C(v) le cône convexe engendr�epar �(v) dans l'espace vectoriel r�eel X�(T )R ' Rn.
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Rappelons qu'une face d'un convexe ferm�e C � Rn est un sous-ensemblede la forme C \ (f = 0) o�u f est une forme lin�eaire sur Rn telle que f(x) � 0pour tout x 2 C. Pour chaque face F de C(v), on note OF l'orbite par T duvecteur vF := X
�2�(v)\F v� :

Proposition 2. Avec les notations pr�ec�edentes, l'application F ! OF est unebijection de l'ensemble des faces du cône C(v), sur l'ensemble des orbites deT dans T � v. De plus, pour deux faces F et F 0 arbitraires, on a F � F 0 si etseulement si OF � OF 0 .D�emonstration. PosonsX = T � v, et notons A l'alg�ebre des fonctions r�eguli�eressur X. L'application dominante T ! X : t 7! t � v induit un homomorphismeinjectif A! C[T ] que l'on consid�erera comme une inclusion. On a
C[T ] = M

�2X�(T ) C�
et de plus, A est stable par l'op�eration de T dans C[T ] induite par la multipli-cation �a gauche. On en d�eduit que

A =M�2S C�
o�u S est un semi-groupe contenu dansX�(T ). Puisque l'alg�ebreA est engendr�eepar les fonctions coordonn�ees sur V , on en d�eduit que S est engendr�e par les��, � 2 �(v).Soit Y � X une sous-vari�et�e irr�eductible ferm�ee et stable par T ; soitI � A l'id�eal de Y . Alors I est un id�eal premier de A, stable par T . On peutdonc �ecrire I = M�2SI C�o�u SI est un sous-ensemble de S tel que, pour tous � et � dans S, on ait :� + � =2 SI si et seulement si � =2 SI et � =2 SI . On en d�eduit qu'il existe uneunique face F de C(v) telle que : � 2 SI si et seulement si �� 2 S n F .Montrons que Y = OF . Puisque F est une face de C(v), il existe une formelin�eaire sur X�(T )R qui est nulle sur F et n�egative sur C(v) n F . Puisque lecône C(v) est engendr�e par des points de X�(T ), on peut trouver une telleforme lin�eaire � dans le r�eseau dual X�(T ). Alors, pour toute f 2 A et pourtout x 2 X, la fonction t 7! f(�(t)x) a une limite quand t! 0. De plus, l'id�ealengendr�e par les fonctions x 7! f(�(t)x) � f(x) (f 2 A) est �egal �a I. Celasigni�e que �(t)x a une limite en 0 pour tout x 2 X, que cette limite est dansY , et que l'application X = T � v ! Yx 7! limt!0 �(t)x
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est un morphisme surjectif et T -�equivariant. Mais ce morphisme envoie v survF , d'o�u l'assertion.On a d�emontr�e que toute sous-vari�et�e irr�eductible ferm�ee et stable par Test de la forme OF pour une unique face F . Il en r�esulte que toute orbite de Tdans X est de la forme OF pour une unique face F . Si de plus F � F 0, alorson a pour les id�eaux premiers correspondants : I 0 � I, d'o�u OF � OF 0 .Corollaire. Le tore T n'a qu'un nombre �ni d'orbites dans T � v. Pour unetelle orbite O, il existe un sous-groupe �a un param�etre � de T tel que la limiteen 0 de la fonction t 7! �(t)v existe et appartient �a O.En particulier, on voit que l'adh�erence d'une orbite d'un tore dans unevari�et�e a�ne contient une unique orbite ferm�ee (car tout cône convexe a uneunique face minimale). Ce r�esultat sera g�en�eralis�e en 3.1.On va maintenant d�ecrire les alg�ebres d'invariants pour les op�erationslin�eaires des tores, ou plus g�en�eralement pour l'op�eration d'un sous-groupeferm�e D � Tn dans V = Cn. On note x1; : : : ; xn les coordonn�ees sur Cn, et�1; : : : ; �n leurs poids par rapport �a D. Chaque monôme
xa := xa11 � � �xann

est un vecteur propre de D, de poids a1�1 + � � � + an�n. Par suite, l'alg�ebreC[V ]D a pour base les monômes xa tels que Pni=1 ai�i = 0.Soit S l'ensemble des n-uplets d'entiers non n�egatifs (a1; : : : ; an) tels quePni=1 ai�i = 0. Alors S est un semi-groupe pour l'addition. Un �el�ement a deS est ind�ecomposable si a 6= 0 et si a ne peut s'�ecrire comme somme de deux�el�ements non nuls de S. Notons I(S) l'ensemble des �el�ements ind�ecomposablesde S. On peut maintenant �enoncer le r�esultat suivant dû �a Gordan.Proposition 3. Avec les notations pr�ec�edentes, l'ensemble I(S) est �ni, etc'est un syst�eme g�en�erateur minimal du semi-groupe S. De plus, l'ensembledes monômes xa (a 2 I(S)) est un syst�eme g�en�erateur minimal de l'alg�ebreC[V ]D.D�emonstration. Pour a 2 Rn, on pose
jaj := a1 + � � �+ an :

Si a 2 S est d�ecomposable, alors a = a0 + a00 avec a0, a00 dans S et ja0j < jaj,ja00j < jaj. On en d�eduit que I(S) est un syst�eme g�en�erateur minimal de S,puis que l'ensemble des xa (a 2 I(S)) est un syst�eme g�en�erateur minimal del'alg�ebre C[V ]D.Pour montrer que I(S) est �ni, on introduit le cône convexe ferm�e C � Rnengendr�e par S. Alors S = C \ Zn et de plus
C = f(x1; : : : ; xn) 2 (R�0)n ; j ; nX

i=1 xi�i = 0g :
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Il en r�esulte que le cône C est engendr�e par un nombre �ni de demi-droitesd1; : : : ; dN , telles que chaque di rencontre Zn n f0g. On note 
i l'uniqueg�en�erateur du semigroupe di \ Zn.D'apr�es un th�eor�eme de Carath�eodory, le cône C est r�eunion des cônesengendr�es par les familles lin�eairement ind�ependantes des 
i. Pour une tellefamille (
i)i2I , on note CI le cône engendr�e, et on pose SI = CI \Zn. Alors lesemigroupe SI est engendr�e par l'ensemble �ni
fx =Xi2I xi
i ; j ; 0 � xi � 1g \ Zn

(exercice). Par suite, le semigroupe S = [I SI est engendr�e par la r�eunion deces ensembles �nis.Remarque 1. L'approche pr�ec�edente conduit �a des bornes e�ectives sur lesdegr�es des g�en�erateurs de l'alg�ebre C[V ]D, voir [We].Remarque 2. Soit V==D la vari�et�e alg�ebrique a�ne dont l'alg�ebre des fonctionsr�eguli�eres estC[V ]D. Le groupe Tn (qui contientD) op�ere dans l'alg�ebreC[V ]Dpar automorphismes ; il op�ere donc dans V==D. En fait, Tn a une orbite ouvertedans V==D, et le cône convexe associ�e n'est autre que C (exercice).R�eciproquement, si un tore op�ere dans une vari�et�e a�ne X avec une orbiteouverte, et si de plus X est normale (voir [Ei] x4.2 ou 3.2 ci-dessous), alors ilexiste un groupe diagonalisable D et un D-module V tels que X = V==D(exercice).Exemple 1. Soit m un entier positif. Soit D � T2 le groupe cyclique d'ordre m,form�e des matrices diagonales (�; �) o�u �m = 1. En notant x, y les coordonn�ees,l'alg�ebre C[V ]T est engendr�ee par les monômes en x et y de degr�e m.Exemple 2. Soit D � T4 le tore form�e des matrices diagonales (u; u�1; u�1; u).En notant x, y, z, t les coordonn�ees, l'alg�ebre C[V ]T est engendr�ee par lesmonômes xy, xz, yt et zt. On en d�eduit que
C[V ]D = C[X;Y; Z; T ]=(XT � Y Z) :

Exemple 3. Soit T le tore de dimension 3 d�e�ni par
T = f(t1; t2; t3; t4) 2 (C�)4 ; j t1t2t3t4 = 1g :

Pour 1 � i � 4, notons �i le caract�ere de T tel que �i(t1; t2; t3; t4) = ti. SoitV le T -module rationnel dont les poids sont les �i + �j (1 � i < j � 4) demultiplicit�e un. Alors l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par les monômes x12x34,x13x24, x23x14 avec des notations �evidentes.En�n, toute op�eration d'un tore est \birationnellement triviale" dans lesens suivant :
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Proposition 4. Soit T un tore op�erant dans une vari�et�e a�ne irr�eductible X,et soit TX � T le noyau de cette op�eration. Il existe alors un ouvert X0 � Xnon vide, a�ne et stable par T , ainsi qu'une sous-vari�et�e ferm�ee Y � X0 telsque l'application (T=TX)� Y ! X0(tTX ; y) ! t � yest un isomorphisme.D�emonstration. Quitte �a remplacer T par T=TX , on peut supposer l'op�eration�d�ele. Observons que l'ensemble des groupes d'isotropie Tx (x 2 X) est �ni(pour le v�eri�er, on peut supposer que X est un T -module, et on utilise alors laproposition 1). De plus, pour tout sous-groupe non trivial T 0 de T , l'ensembleXT 0 de ses points �xes est distinct de X, car T op�ere �d�element. Il existe doncx 2 X tel que Tx est trivial.Soit F := T � x n T � x. Puisque F est ferm�e dans T � x, on peut trouver' 2 C[X] vecteur propre de T , tel que '(x) 6= 0 et que 'jF = 0. Alorsl'ensemble X' = fz 2 X j '(z) 6= 0gest un ouvert a�ne de X, stable par T , et contenant T �x comme orbite ferm�eede T .On a C[T � x] = C[T ] = M
�2X�(T )C� :On choisit une base (�1; : : : ; �n) du groupe ab�elien libre X�(T ), ce qui identi�eT �a (C�)n. On �etend chaque �i : T � x ! C� en une fonction r�eguli�ere fi surX' qui est vecteur propre de T de poids �i. Soit X0 l'ouvert de X' o�u aucundes fi ne s'annule. Alors l'application

f := (f1; : : : ; fn) : X0 ! (C�)n
est T -�equivariante ; soit Y sa �bre au point (1; : : : ; 1) de (C�)n. Les applications

T � Y ! X0(t; y) 7! t � y
et X0 ! T � Yz ! (f(z); f(z)�1 � z)sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre.Remarque. L'op�eration d'un groupe alg�ebrique G dans une vari�et�e alg�ebriqueX n'est pas toujours birationnellement triviale. Par exemple, soit X l'ensembledes matrices n�n ayant toutes leurs valeurs propres distinctes. Alors X �Mnest un ouvert a�ne, stable par l'op�eration de GLn par conjugaison. De plus,tout groupe d'isotropie de GLn dans X est conjugu�e au groupe Tn des matrices
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diagonales inversibles. Mais aucun ouvert GLn-stable X0 � X n'est de la forme(GLn=Tn) � Y . Sinon, puisque Tn �xe n! points dans GLn=Tn, l'ensembleXTn0 aurait n! composantes connexes. Mais XTn0 est un ouvert de l'espace desmatrices diagonales ; il est donc irr�eductible, contradiction.
1.6. Un th�eor�eme de RosenlichtOn a vu en 1.1 que le quotient d'une vari�et�e alg�ebrique X par l'op�erationd'un groupe alg�ebrique n'existe pas toujours (comme vari�et�e alg�ebrique). Maisun th�eor�eme fondamental, dû �a M. Rosenlicht, a�rme qu'un tel quotient ex-iste si on remplace X par un ouvert convenable (voir [Ro]). Pour �enoncer ceth�eor�eme, on doit d'abord pr�eciser la notion de quotient.D�e�nition. Un quotient g�eom�etrique d'une vari�et�e irr�eductible X par l'actiond'un groupe alg�ebrique G est la donn�ee d'une vari�et�e Y et d'un morphisme� : X ! Y tels que :(i) � est surjectif et les �bres de � sont les orbites de G (en particulier, � estinvariant, et toutes les orbites sont ferm�ees).(ii) � induit un isomorphisme C(Y )! C(X)G.Pour l'op�eration d'un groupe �ni G dans une vari�et�e a�ne X, le quotientg�eom�etrique existe d'apr�es 1.3. Mais en g�en�eral, le quotient g�eom�etrique peutne pas exister, même si toutes les orbites sont ferm�ees ; voir les exemples en1.1.Th�eor�eme. Soit G un groupe alg�ebrique op�erant dans une vari�et�e a�neirr�eductible X. Il existe alors un ouvert X0 � X non vide et stable par G,avec un quotient g�eom�etrique � : X0 ! Y0.D�emonstration. On consid�ere d'abord le cas o�u le groupe G est connexe.Puisque le corps C(X) est une extension de type �ni de C, il en est de mêmedu sous-corps C(X)G. On choisit des g�en�erateurs f1; : : : ; fn de ce sous-corps.Quitte �a remplacer X par un ouvert stable par G, on peut supposer que lesfonctions rationnelles f1; : : : ; fn sont r�eguli�eres sur X, et que le morphisme� = (f1; : : : ; fn) : X ! Cn a pour image une vari�et�e alg�ebrique a�ne Y(mais X n'est pas n�ecessairement a�ne). D'apr�es le th�eor�eme de platitudeg�en�erique (voir [Ei] x14.2), on peut aussi supposer que le morphisme � estplat ; alors toutes ses �bres ont la même dimension. Puisque G est connexe,le corps C(X)G est alg�ebriquement clos dans C(X) (v�eri�er). On peut doncaussi supposer que toutes les �bres de � sont irr�eductibles.On consid�ere le morphisme

' : G�X ! X �X(g; x) 7! (x; g � x)
et on note � son image ; alors

� = f(x; x0) 2 X �X j x0 2 G � xg :
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Puisque � est G-invariant, � est contenu dans la sous-vari�et�e ferm�ee
X �Y X = f(x; x0) 2 X �X j �(x) = �(x0)g

de X �X. En notant pr1 : X �X ! X la premi�ere projection, on observe queles �bres de la restriction de pr1 �a � sont les orbites ; d'autre part, la restrictionde pr1 �a X �Y X est plate, et ses �bres sont les �bres de �. Il en r�esulte quela vari�et�e (quasi-a�ne) X �Y X est irr�eductible.On va montrer que � est dense dans X �Y X. Il en r�esultera qu'au-dessusd'un ouvert non vide de Y , chaque �bre de � contient une orbite dense de G.En rempla�cant X par un ouvert form�e d'orbites de dimension maximale, onpeut supposer de plus que toutes les orbites sont ferm�ees ; alors les �bres de �sont les orbites.Si � n'est pas dense dans X�Y X, on peut trouver une fonction rationnellesurX�Y X, d�e�nie et nulle sur �. PuisqueC(X�Y X) est le corps des fractions(d'un quotient) de l'anneau C[X] 
C[Y ] C[X], et donc de C(X) 
C(Y ) C(X),on peut trouver u1; : : : ; ur; v1; : : : ; vr 2 C(X) tels quePri=1 ui
 vi est non nuldans C(X)
C(Y ) C(X), mais nul sur �. Alors
rX
i=1 ui(gvi) = 0

pour tout g 2 G. En d�ecomposant les vi dans une base du C(Y )-espace vecto-riel C(X), on peut supposer que v1; : : : ; vr sont lin�eairement ind�ependants surC(Y ).Montrons par r�ecurrence sur r que u1 = � � � = ur = 0, ce qui contrediral'hypoth�ese Pri=1 ui 
 vi 6= 0. Si r = 1, c'est clair. Dans le cas g�en�eral, siu1 6= 0 alors rX
i=1 h(uiu�11 )(gvi) = 0

pour tous g; h 2 G. D'o�u
rX
i=2(h(uiu�11 )� uiu�11 )(gvi) = 0

et par hypoth�ese de r�ecurrence : h(uiu�11 ) = uiu�11 pour tout h 2 G, c'est-�a-dire ui = u1wi avec wi 2 C(Y ). Mais alors Pri=1 viwi = 0 avec w1 = 1, ce quicontredit l'ind�ependance lin�eaire de v1; : : : ; vr.Dans le cas d'un groupe G non n�ecessairement connexe, l'argument ci-dessus fournit un ouvert X0 � X non vide et stable par G0, admettant unquotient g�eom�etrique par G0. Puisque le groupe G=G0 est �ni, l'intersectiondes gX0 (g 2 G) est un ouvert non vide et stable par G0. Quitte �a rempla�cerX par cet ouvert, on peut supposer que le quotient g�eom�etrique X ! X=G0
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existe, o�u X=G0 est une vari�et�e quasi-a�ne dans laquelle op�ere le groupe �niG=G0 (v�eri�er). Mais alors le quotient g�eom�etrique X=G0 ! X=G par G=G0existe, ce qui termine la preuve.Corollaire. Le degr�e de transcendance sur C du corps C(X)G est �egal �a
dim(X)�maxx2X dim(G � x) :

En particulier, X contient une orbite dense de G si et seulement si toute fonc-tion rationnelle invariante sur X est constante.D�emonstration. On peut remplacer X par un ouvert non vide et stable par G ;on peut donc supposer que le quotient g�eom�etrique � : X ! Y existe. Alors lesassertions r�esultent du th�eor�eme sur la dimension des �bres d'un morphisme(voir [Ei] x14.3).Proposition 5. Soient G un groupe alg�ebrique a�ne, et H un sous-groupeferm�e de G. Alors le quotient g�eom�etrique � : G! G=H existe.D�emonstration. Soit I � C[G] l'id�eal de la sous-vari�et�e ferm�ee H � G. Alors
H = fg 2 G j Hg � Hg = fg 2 G j �(g)I(H) � I(H)g :

Puisque le G-module C[G] est r�eunion croissante de sous-modules de dimension�nie, et que l'id�eal I est de type �ni, il existe un G-module V (rationnel, dedimension �nie), et un sous-espace vectoriel W � V tels que
H = fg 2 G j g �W �Wg :

Soit n la dimension de W , et soit ^nV la puissance ext�erieure n-i�eme de V .Alors ^nV est un G-module qui contient la droite ^nW , et
H = fg 2 G j g � ^nW = ^nWg :

Autrement dit, H est le groupe d'isotropie du point x = [^nW ] de l'espaceprojectif P(^nV ) dans lequel op�ere G. On d�e�nit � : G! G�x par �(g) = g �x.Alors les �bres de � sont les orbites de H. De plus, l'application �� : C(G�x)!C(G)H est un isomorphisme d'apr�es le lemme ci-dessous, donc � est un quotientg�eom�etrique.Lemme. Soient X, Y des vari�et�es irr�eductibles, et � : X ! Y un morphismedominant. Soit f 2 C(X) constante sur les �bres de �. Alors f est dans��C(Y ).D�emonstration. On peut supposer que X est a�ne et que f 2 C[X]. Con-sid�erons l'application ' : X ! Y �Cx ! (�(x); f(x))
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Alors � se factorise par ' : X ! '(X)
suivi de  : '(X) ! Y(y; z) ! yDe plus la restriction de  �a '(X) est injective, donc  � identi�e le corps C(Y )�a C('(X)). Mais ce dernier corps contient f .Remarque. On montre de fa�con analogue que pour tout ouvert a�ne U � G=H,son image r�eciproque ��1(U) � G est a�ne, et que l'application �� : C[U ] !C[��1(U)]H est un isomorphisme.
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2. Repr�esentations et invariants des groupes lin�eairement r�eductifs
2.1. Groupes alg�ebriques lin�eairement r�eductifsD�e�nitions. Soient G un groupe alg�ebrique et V un G-module rationnel. AlorsV est simple si les seuls sous-modules rationnels de V sont f0g et V .On dit que V est semi-simple (ou encore compl�etement r�eductible) s'ilv�eri�e l'une des conditions �equivalentes suivantes :(i) V est somme de sous-modules simples.(ii) V est somme directe de sous-modules simples.(iii) Tout sous-module de V admet un suppl�ementaire stable par G.En�n, le groupe G est lin�eairement r�eductif si tout G-module rationnel dedimension �nie est semi-simple.Voici plusieurs caract�erisations des groupes lin�eairement r�eductifs.Th�eor�eme. Pour un groupe alg�ebrique a�ne G, les conditions suivantes sont�equivalentes :(i) G est lin�eairement r�eductif.(ii) Tout G-module rationnel est semi-simple.(iii) Dans le G-module C[G] o�u G op�ere par multiplication �a droite, le sous-module C form�e des fonctions constantes admet un suppl�ementaire stable parG.(iv) Pour tout G-module rationnel V , le sous-module V G form�e des invariantsde G dans V , admet un suppl�ementaire stable par G ; soit pV : V ! V Gla projection correspondante. De plus, si u : V ! W est un morphisme deG-modules, alors ujV G � pV = pW � u.D�emonstration. (i))(ii) : Soit W un sous-G-module de V . Montrons queW a un suppl�ementaire stable par G. Soit (Vn)n�0 une suite croissante desous-modules de V , dont la r�eunion est V . Par hypoth�ese, on peut �ecrireW \Vn = (W \Vn�1)�Wn avecWn stable par G, et aussi Vn = Vn�1�Wn�Snavec Sn stable par G. Alors W = �n�0Wn et V = �n�0 (Wn � Sn), doncS = �n�0 Sn convient.(ii))(iii) : D�ecomposons C[G] en somme directe de sous-modules simplesMn ; alors le G-module trivial apparâ�t une seule fois, car les invariants de Gdans C[G] sont form�es des fonctions constantes. La somme directe des Mn quisont non triviaux est donc le suppl�ementaire cherch�e.(iii))(iv) : Notons I : C[G] ! C la projection d�e�nie par le choix d'unsuppl�ementaire stable G de C dans C[G] ; alors I est invariante par G.Soit V un G-module rationnel de dimension �nie. A tous v 2 V et l 2 V �,associons l'�el�ement fv;l de C[G] d�e�ni par

fv;l(g) = l(g � v) :
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Si (ei) est une base de V , et (e�j ) est la base duale, alors on a
g � ei =Xj fij(g)ei

avec fij = fei;e�j . Les fi;j sont donc les coe�cients matriciels du G-module V .On d�e�nit pV : V ! V par
pV (ei) =Xj I(fij)ej ;

c'est-�a-dire : l(pV (v)) = I(fv;l)pour tous v 2 V et l 2 V �. V�eri�ons que pV a les propri�et�es requises.Si g 2 G, alors l(pV (g � v)) = I(fgv;l) = I(�(g)fv;l) = I(fv;l) = l(pV (v))donc pV est invariante par G. De plus, pour v 2 V G, on a fv;l = l(v) d'o�ul(pV (v)) = I(fv;l) = l(v) et pV (v) = v. Il en r�esulte que pV est une projectionde V sur V G.Si u : V !W est un G-morphisme, et si m 2W �, alors m((pW � u)(v)) =I(fm;u(v)) = I(fm�u;v) = (m � u)(pV (v)) d'o�u pW � u = u � pV .En�n, lorsque V est un G-module rationnel arbitraire, on �ecrit V commer�eunion croissante de sous-modules rationnels Vn de dimension �nie. Puisqueles pVn sont compatibles avec l'inclusion, elles s'assemblent en pV : V ! V G.(iv))(i) : SoitW un sous-G-module de V . La donn�ee d'un suppl�ementairestable par G de W dans V �equivaut �a celle d'un G-morphisme u : V=W ! Vtel que u(v +W ) 2 v +W pour tout v 2 V .On fait op�erer G dans Hom(V=W; V ) par (g � u)(x) = g � u(g�1 � x). AlorsHom(V=W; V ) est un G-module rationnel, dont les invariants sont form�es desG-morphismes de V=W dans V . On consid�ere
M = fu 2 Hom(V=W; V ) j u(v +W ) 2 �(u)(v +W ) pour un �(u) 2 Cg :

Alors M est un sous-G-module de Hom(V=W; V ) et de plus, l'application
� : M ! Cu ! �(u)

est un G-morphisme de M vers le G-module trivial. Ce G-morphisme est nonnul, car W admet un suppl�ementaire dans V . Puisque �jMG � pM = �, il enr�esulte qu'on peut trouver u 2 MG tel que �(u) 6= 0. En divisant u par �(u),on a bien un G-morphisme u : V=W ! V tel que u(v+W ) 2 v+W pour toutv 2 V .De ce th�eor�eme r�esulte une caract�erisation des groupes lin�eairement r�educ-tifs, par l'existence d'un analogue alg�ebrique de la mesure de Haar pour lesgroupes compacts.
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Proposition. Un groupe alg�ebrique G est lin�eairement r�eductif si et seulements'il existe un morphisme G-invariant I : C[G]! C tel que I(1) = 1 (ici G op�eredans C[G] par multiplication �a droite). De plus, I est unique, et invariant parl'op�eration de G par multiplication �a gauche.D�emonstration. Supposons G lin�eairement r�eductif. Soit C[G] = �n�0Mn uned�ecomposition en sous-modules simples avecM0 = C. AlorsMn est non trivialpour tout n > 0, donc I(Mn) = 0 dans ce cas. L'unicit�e de I en r�esulte.Si g 2 G alors �(g)I v�eri�e les propri�et�es de I, car �(g) commute auxmultiplications �a droite. Par unicit�e de I, on a donc �(g)I = I.R�eciproquement, l'existence de I implique la condition (iii) du th�eor�emeci-dessus.On montre de même que pour tout G-module rationnel V , la projection
pV : V ! V G

est unique. Cette projection est appel�ee l'op�erateur de Reynolds associ�e �a V .Exemples. (i) Tout groupe �ni est lin�eairement r�eductif. En e�et, si G estd'ordre N , alors I : C[G] ! C[G]G = Cf ! 1N Pg2G �(g)fest invariante par multiplication �a droite et envoie 1 sur 1.(ii) Soit T ' (C�)n un tore. Alors T est lin�eairement r�eductif ; en e�et,d'apr�es la proposition 1.5.1, tout T -module rationnel est somme directe de mod-ules de dimension 1, donc simples. On peut retrouver ce r�esultat en d�e�nissantI : C[T ] ! C par I(1) = 1 et I(�) = 0 pour tout caract�ere multiplicatif nontrivial � ; alors I v�eri�e les hypoth�eses de la proposition.(iii) Le produit de deux groupes lin�eairement r�eductifs est lin�eairementr�eductif (exercice).(iv) Le groupe additif G = C n'est pas lin�eairement r�eductif. En e�et, C2est un G-module rationnel pour l'op�eration t � (x; y) = (x; y+ tx). Tout vecteurpropre commun �a tous les �el�ements de G est multiple de (1,0), donc la droiteC� f0g est stable par G mais n'admet pas de suppl�ementaire stable par G.(v) Plus g�en�eralement, si le radical unipotent Ru(G) (d�e�ni en 1.4) est nontrivial, alors G n'est pas lin�eairement r�eductif. En e�et, soit V un G-moduledans lequel Ru(G) op�ere non trivialement, et soit W l'ensemble des invariantsde Ru(G) dans V . Alors W est un sous-G-module de V , distinct de V ; deplus, W est non trivial d'apr�es le th�eor�eme 3. Si W admet un suppl�ementaireS stable par G, alors S contient un invariant non trivial de Ru(G), ce quicontredit le fait que W = V Ru(G).D�e�nition. Un groupe alg�ebrique a�ne G est r�eductif si son radical unipotentest trivial. Si de plus G est connexe et de centre �ni, on dit que G est semi-simple.
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On vient de voir que les groupes lin�eairement r�eductifs sont r�eductifs. Lar�eciproque est vraie, voir [Hu] : on montre d'abord que tout groupe r�eductifconnexe est le quotient par un sous-groupe �ni central d'un produit T � S o�uT est un tore et S est semi-simple. Puis on utilise la correspondance entre lesrepr�esentations d'un groupe de Lie et celles de son alg�ebre de Lie, ainsi quela compl�ete r�eductibilit�e des repr�esentations de dimension �nie des alg�ebres deLie semi-simples complexes.Exemples (les groupes classiques). Les groupes SLn et Spn sont semi-simples,ainsi que SOn pour n � 3. Les groupes GLn et O2 sont r�eductifs mais nonsemi-simples ; en�n, SO2 est un tore de dimension 1 (exercice).
2.2. Une caract�erisation des groupes lin�eairement r�eductifsOn va obtenir un crit�ere pour qu'un sous-groupe alg�ebrique du groupelin�eaire soit lin�eairement r�eductif, et on en d�eduira que les groupes classiquessont lin�eairement r�eductifs. On aura besoin du r�esultat pr�eliminaire suivant.Soit G un sous-groupe de GL(V ) o�u V est un espace vectoriel de dimension�nie. Alors chaque puissance tensorielle V 
m (o�u m est un entier positif) estun G-module rationnel ; il en est de même des puissances ext�erieures ^mV . Onpose det(V ) := ^dim(V )V :
C'est un G-module de dimension 1, o�u chaque g 2 G op�ere par multiplicationpar det(g). On peut donc d�e�nir les puissances tensorielles det(V )
n pourtout entier relatif n. Si G est ferm�e dans GL(V ), alors les G-modules V 
m etdet(V )
n sont rationnels.Lemme. Soit G un sous-groupe ferm�e de GL(V ). Alors tout G-module ra-tionnel de dimension �nie est isomorphe �a un sous-module d'un quotient d'unesomme directe de G-modules de la forme V 
m 
 (det(V )
n.D�emonstration. Soit M un G-module rationnel de dimension d ; choisissonsune base (e�1; : : : ; e�d) de M�. Alors l'application lin�eaire

M ! C[G]dm ! (g ! e�i (g �m))1�i�d
est injective et �equivariante pour l'op�eration de G dans M , et pour l'op�erationpar multiplication �a droite dans C[G]d. De plus, le G-module C[G] est quotientde

C[GL(V )] = C[End(V )][1=det(V )] =Xn2Z C[End(V )]
 det(V )
n
o�u End(V ) d�esigne l'espace des endomorphismes de V . L'op�eration de G dansEnd(V ) est donn�ee par la composition �a droite.
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Observons que l'application
V � 
 V ! End(V )l 
 v ! (x! l(x)v)

est un G-isomorphisme, o�u G op�ere dans V � 
 V via son action dans V �.L'alg�ebre C[End(V )] est quotient de l'alg�ebre tensorielle du dual de End(V ),qu'on peut �ecrire d'apr�es ce qui pr�ec�ede :
T (End(V )�) = 1M

m=0 (V 
 V �)
m = 1M
m=0 V 
m 
 (V �)
m :

De plus, G op�ere dans cette alg�ebre via son action dans les puissances ten-sorielles V 
m, et l'action triviale dans (V �)
m.Th�eor�eme. Soit G un sous-groupe ferm�e de GL(V ) o�u V est un espace vec-toriel de dimension �nie.(i) G est lin�eairement r�eductif si et seulement si le G-module V 
m est semi-simple pour tout entier positif m.(ii) S'il existe une structure hermitienne sur V telle que l'adjoint de tout �el�ementde G est dans G, alors G est lin�eairement r�eductif.D�emonstration. (i) Si G est lin�eairement r�eductif, alors les puissances ten-sorielles de V sont semi-simples, comme tous les G-modules rationnels. R�eci-proquement, si toute puissance tensorielle de V est semi-simple, alors d'apr�esle lemme, tout G-module M (rationnel, de dimension �nie) est quotient d'unsous-module d'un module semi-simple. Par suite, M est semi-simple, et onconclut grâce au th�eor�eme 2.1.(ii) Soit (� � �) le produit scalaire hermitien donn�e sur V . Soit W � Vun sous-espace stable par G ; soit W? son orthogonal. Si g 2 G, x 2 W? ety 2 W , alors (gx � y) = (x � g�y) = 0, donc W? est stable par G. PuisqueV =W �W?, on en d�eduit que le G-module V est semi-simple.Pour tout entier positif m, on d�e�nit une structure hermitienne sur V 
mpar
(x1 
 � � � 
 xm � y1 
 � � � 
 ym) := mY

i=1(xi � yi) :Si u1; : : : ; um sont dans GL(V ), alors u1 
 � � � 
 um est dans GL(V 
m) et ona : (u1 
 � � � 
 um)� = u�1 
 � � � 
 u�m :On en d�eduit que l'image de G dans GL(V 
m) est stable par passage �a l'adjoint.D'apr�es la premi�ere partie de la d�emonstration, le G-module V 
m est donccompl�etement r�eductible, et on conclut grâce �a (i).Corollaire 1. Les groupes classiques GLn, SLn, Spn, On et SOn sont lin�eaire-ment r�eductifs.
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D�emonstration. La condition (ii) du th�eor�eme est �evidente pour G = GLn ouSLn et pour V = Cn. Elle est v�eri��ee pour G = On ou SOn (avec la formequadratique standard sur Cn) et pour V = Cn (avec sa structure hermitiennestandard), car alors G est stable par transposition et conjugaison. Le cas dugroupe symplectique est laiss�e en exercice.Corollaire 2. Soit G un groupe alg�ebrique a�ne qui contient un sous-groupeK, compact et dense dans G pour la topologie de Zariski. Alors G est lin�eaire-ment r�eductif.D�emonstration. On consid�ere G plong�e dans un GL(V ). Montrons d'abord queV poss�ede une structure hermitienne invariante par K. Soit H l'ensemble desformes sesquilin�eaires sur V ; c'est un G-module (non rationnel!) de dimension�nie. Soit H>0 � H le sous-ensemble des formes d�e�nies positives ; c'est uncône convexe ouvert et stable parG. Si q 2 H>0, alors l'orbiteK �q est compacteet contenue dans H>0. Le centre de gravit�e de cette orbite est donc un point�xe de K dans H>0, autrement dit, une structure hermitienne invariante parK. Comme dans la d�emonstration du th�eor�eme, on en d�eduit que V 
m poss�edeune structure hermitienne invariante par K, et donc que le K-module V 
m estsemi-simple. Puisque K est dense dans G, il en r�esulte que tout K-sous-modulede V 
m est stable par G, et donc que le G-module V 
m est semi-simple.Le corollaire 2 se d�eduit aussi de l'existence de la mesure de Haar sur K,voir [Br-tD]. Cette mesure d� est l'unique mesure sur K qui est invariante parmultiplication, et de masse totale 1. Pour toute f 2 C[G], posons
I(f) := ZK ; f(g)d�(g) :

Ceci d�e�nit une application lin�eaire I : C[G]! C telle que I(1) = 1. De plus,I est invariante par multiplication par K, et donc par G.D'autre part, on peut montrer que tout groupe r�eductif est le complexi��ed'un groupe de Lie compact, voir [He] Chapter 6. En conclusion, les notionsde groupe r�eductif, lin�eairement r�eductif, et de complexi��e d'un groupe de Liecompact, sont les mêmes. Pour simpli�er, on �ecrira par la suite \r�eductif" pour\lin�eairement r�eductif".
2.3. Repr�esentations des groupes r�eductifsSoit G un groupe alg�ebrique r�eductif. On note Ĝ l'ensemble des classesd'isomorphisme des G-modules rationnels simples. Pour ! 2 Ĝ, on note V! unrepr�esentant de !. En�n, pour tout G-module rationnel M , on note M(!) lasomme des sous-modules simples de M qui sont isomorphes �a V!. On appelleM(!) la composante isotypique de M de type !.Avec ces notations, on peut d�ecrire la structure des G-modules rationnels,comme suit.
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Proposition 1. (i) Si G est un groupe r�eductif et M est un G-module ra-tionnel, alors M =M!2Ĝ M(!)
et de plus l'application

HomG(V!;M)
 V! ! M(!)f 
 v 7! f(v)
est un isomorphisme de G-modules, o�u G op�ere dans le produit tensoriel viason action dans V!.(ii) Si de plusM = C[X] o�uX est une G-vari�et�e, alors HomG(V!;M) s'identi�e�a l'ensemble MorG(X;V �! ) des G-morphismes de X vers V �! .(iii) On a un isomorphisme de G�G-modulesL!2Ĝ V �! 
 V! ! C[G]`
 v 7! (g 7! `(g�1v)
o�u G�G op�ere dans C[G] par multiplication �a gauche et �a droite, et dans lesproduits tensoriels par

(g; h) � (l 
 v) = (g � l)
 (h � v) :
D�emonstration. (i) On d�ecompose M en somme directe de G-modules simpleset on regroupe les termes isomorphes, pour obtenir la premi�ere assertion. Pourla seconde assertion, on peut supposer que M est simple, et on applique alorsle lemme de Schur.(ii) L'ensemble des G-morphismes de X vers V! est

(C[X]
 V!)G = HomG(V �! ;C[X]) :
(iii) On consid�ere l'action de G dans lui-même par multiplication �a droite.D'apr�es (ii), on a un isomorphismeM

!2Ĝ MorG(G;V �! )
 V! ! C[G] :
Cet isomorphisme est �equivariant pour l'action de G �a droite, et aussi pourl'action �a gauche, en faisant op�erer G dans MorG(G;V ) par multiplication �agauche dans la source G. De plus, pour tout G-module rationnel V , on a unisomorphisme de G-modules

MorG(G;V )! V : f 7! f(e)
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d'o�u le r�esultat.D�e�nitions. La multiplicit�e d'un G-module simple V! dans un G-module ra-tionnel V est la dimension de l'espace vectoriel HomG(V!; V ). Cette multi-plicit�e est not�ee mult(!; V ). On a donc :
V 'M!2Ĝ mult(!; V )V! :

Pour une G-vari�et�e X et un G-module V , un G-morphisme de X vers Vest appel�e un G-covariant de X �a valeurs dans V . Le produit d'un tel covariantpar un invariant de C[X] est encore un covariant : l'ensemble MorG(X;V ) desG-covariants de X �a valeurs dans V est donc un C[X]G-module.Exemple. Soit G = SL(V ) op�erant dans l'espace V k des k-uplets de points deV . Pour 1 � i � k, soit pi : V k ! V la i-i�eme projection ; c'est un covariant�a valeurs dans le G-module V . D'apr�es la th�eorie classique des invariants (voir[Ho3]), l'espace des covariants MorG(V k; V ) est engendr�e par p1; : : : ; pk commemodule sur l'alg�ebre des invariants.Plus g�en�eralement, on verra en 2.5 que les modules de covariants sontde type �ni. D'autres exemples de covariants seront donn�es dans la sectionsuivante.On va maintenant �etendre aux groupes lin�eairement r�eductifs des r�esultatsclassiques sur les caract�eres des groupes �nis (ou compacts).D�e�nitions. Soient G un groupe r�eductif et V un G-module rationnel de di-mension �nie. Le caract�ere de V est l'application
�V : G ! Cg 7! TrV (g)

o�u TrV (u) d�esigne la trace de l'endomorphisme u de V .Une fonction f 2 C[G] est centrale si f est invariante par conjugaison. Lesfonctions centrales forment une sous-alg�ebre de C[G], not�ee C(G).Pour V comme ci-dessus, il est clair que �V 2 C(G). De plus, on a�V�V 0 = �V � �V 0 et �V
V 0 = �V � �V 0 quels que soient les G-modules V etV 0. En�n, �V ne d�epend que de la classe d'isomorphisme de V . Pour ! 2 Ĝ,on note �! le caract�ere de V!.On munit C[G] de l'involution � d�e�nie par
f�(g) := f(g�1)

ainsi que du produit scalaire h; i tel que
hu; vi = I(uv�)
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(o�u I est d�e�nie en 2.1). Alors h; i est sym�etrique, car I(f�) = I(f) (par unicit�ede I).Proposition 2. (i) La d�ecomposition
C[G] =M!2Ĝ V �! 
 V!

est orthogonale. De plus, la restriction de h; i �a chaque V �! 
 V! est nond�eg�en�er�ee.(ii) Les caract�eres �! (! 2 Ĝ) forment une base orthonorm�ee de l'espace C(G)des fonctions centrales.(iii) Pour tout G-module V , et pour tout ! 2 Ĝ, on a
mult(!; V ) = h�!; �V i :

(iv) Tout G-module rationnel de dimension �nie est d�etermin�e �a isomorphismepr�es par son caract�ere.D�emonstration. (i) Soient V et V 0 deux G-modules simples non isomorphes.AlorsM := V �
V 0 est un G-module, etMG = f0g d'apr�es le lemme de Schur.Pour tous l 2 V � et v0 2 V 0, on a donc pM (l
v0) = 0 o�u pM d�esigne l'op�erateurde Reynolds. On en d�eduit que pour tous v 2 V et l0 2 V 0�, on a
I(fv0;l0f�v;l) = 0

(voir la preuve du th�eor�eme 2.1). Autrement dit, les sous-espaces V 0� 
 V 0 etV � 
 V de C[G] sont orthogonaux.De même, pour tout u 2 End(V ) ' V � 
 V , on a
pEnd(V )(u) = �(u)idV

pour un �(u) 2 C. En prenant la trace, on en d�eduit
�(u) dim(V ) = TrV pEnd(V )(u) = TrV (u)

(puisque la trace est invariante, elle commute avec l'op�erateur de Reynolds).D'o�u pEnd(V )(u) = TrV (u)dim(V ) idV :
On en d�eduit que pour tous v; v0 2 V et l; l0 2 V �, on a

hfv;l; fv0;l0i = I(fv;lf�v0;l0) = l0(v)l(v0)dim(V ) :
Il en r�esulte que la restriction de h; i �a V � 
 V est non d�eg�en�er�ee (v�eri�er).
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(ii) Soit (ei) une base de V!, et soit (e�i ) la base duale. Alors �! =Pi f�ei;e�i . En particulier, �! est dans V �! 
V! donc il est orthogonal �a �� pourtout � 6= !. De plus,
h�!; �!i =Xi;j I(f�ei;e�i fej ;e�j ) = 1dim(V )Xi 1 = 1 :

En�n, d'apr�es le lemme de Schur, �! engendre l'espace des invariants parconjugaison dans V �! 
 V!. Il r�esulte alors de (i) que les �! forment une basede C(G).(iii) La formule est cons�equence imm�ediate de (ii) et de la d�ecomposition
V =M!2Ĝ mult(!; V )V! :

(iv) r�esulte de (iii) et de la d�ecomposition ci-dessus.Remarque. Soit T un tore maximal de G, et soit N son normalisateur. L'actionde N dans T par conjugaison se factorise en une action du groupe quotientN=T =W , le groupe de Weyl. De plus, la restriction �a T des fonctions centralesd�e�nit un homomorphisme d'alg�ebres
Res : C(G)! C[T ]W :

On verra en 3.2 que Res est un isomorphisme lorsque G est connexe. Les imagespar Res des caract�eres irr�eductibles �! sont donn�es alors par la formule descaract�eres de Weyl (voir [Hu], o�u on trouvera aussi une description des modulessimples).
2.4. Le cas de SL2.Dans cette section, on consid�ere le groupe G = SL2 et ses sous-groupes

U = U2 = f� 1 t0 1
� j t 2 Cg; T = f� t 00 t�1

� j t 2 C�g :
Alors T est un tore maximal de G. Le normalisateur N de T est engendr�e parT et s = � 0 1�1 0

�. Le groupe de Weyl W = N=T est d'ordre 2 ; il op�ere dans
T par g 7! g�1. On en d�eduit que l'alg�ebre C[T ]W est form�ee des polynômessym�etriques en t et t�1.On commence par d�ecrire les G-modules simples et leurs caract�eres.Proposition 1. (i) Le G-module Vd est simple, et tout G-module simple estisomorphe �a Vd pour un unique d.
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(ii) La restriction �a T induit un isomorphisme
Res : C(G)! C[T ]W

qui envoie le caract�ere de Vd sur
�d = td + td�2 + � � �+ t�d+2 + t�d = td+1 � t�d�1t� t�1 :

D�emonstration. Montrons que le G-module Vd est simple. Soit M un sous-G-module non nul de Vd. D'apr�es le th�eor�eme 1.4, le sous-groupe U a un point�xe f 6= 0 dans M . On a donc f(x; y) = f(x + ty; y) pour tout t 2 C. Ilen r�esulte que f est un multiple non nul de yd. Ainsi, M contient toutes lespuissances des formes lin�eaires, donc M = Vd.L'espace vectoriel Vd a pour base les xiyd�i (0 � i � d) qui sont vecteurspropres de T de poids td�2i. On en d�eduit que la valeur du caract�ere de Vden � t 00 t�1
� est donn�ee par les formules ci-dessus. Puisque tout polynômesym�etrique en t et t�1 est combinaison lin�eaire des �d, l'application Res estsurjective. D'autre part, la r�eunion des conjugu�es de T est dense dans G, doncRes est injective.Ainsi, Res est un isomorphisme ; par suite, l'espace vectoriel C(G) estengendr�e par les caract�eres irr�eductibles des Vd. Grâce �a la proposition 2.3.2,il en r�esulte que tout G-module simple est isomorphe �a un unique Vd.�Etudions maintenant les modules de covariants. Soit X une G-vari�et�e. Un�el�ement de MorG(X;Vd) est appel�e un covariant d'ordre d. La somme directe

C(X) := 1M
d=0 MorG(X;Vd)

est un C[X]G-module gradu�e par l'ordre, qu'on appelle l'alg�ebre des covariantsde X. Cette terminologie est justi��ee par l'�enonc�e suivant.
Proposition 2. On a des isomorphismes

C(X) ' C[X �C2]G ' C[X]U :
D�emonstration. On a

C(X) = (C[X]
 1M
n=0Vn)G = (C[X]
C[x; y])G
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d'o�u le premier isomorphisme. Pour le second, on consid�ere plus g�en�eralementun G-module M . Alors
(M 
C[x; y])G ' MorG(C2;M) :

Observons que la restriction
MorG(C2;M)! MorG(C2 n f0g;M)

est un isomorphisme ; en e�et, toute fonction r�eguli�ere sur C2 n f0g s'�etend enune fonction polynomiale sur C2 (exercice). Soit e le premier vecteur de basede C2, alors U = Ge et l'orbite G � e est �egale �a C2 n f0g. On en d�eduit quel'application MorG(C2 n f0g;M) ! MU' 7! '(e)est un isomorphisme, ce qui termine la d�emonstration.En particulier, l'alg�ebre des covariants C(X) contient l'alg�ebre des invari-ants C[X]G. Un int�erêt de la construction de C(X) est que cette alg�ebre estmunie d'op�erations (\transvections") qui permettent de construire beaucoupde covariants ; en voici une d�e�nition.Soient d, e, n des entiers tels que 0 � n � min(d; e). Pour f 2 Vd etg 2 Ve, on pose
(f; g)n := (d� n)!d! (e� n)!e!

nX
i=0 (�1)i

�ni
� @nf@xn�i@yi @ng@xi@yn�i :

En particulier, (f; g)0 = fg et de(f; g)1 est le d�eterminant jacobien de f et g.L'�el�ement (f; g)n de Vd+e�2n s'appelle le n-i�eme transvectant de f et de g.Proposition 3. L'application (f; g) 7! (f; g)n d�e�nit une application lin�eaireet G-�equivariante de Vd 
 Ve sur Vd+e�2n. De plus, l'application
� : Vd 
 Ve ! Lmin(d;e)n=0 Vd+e�2nf 
 g 7! Pmin(d;e)n=0 (f; g)n

est un isomorphisme de G-modules (\formule de Clebsch-Gordan").D�emonstration. L'application (f; g) 7! (f; g)n est clairement bilin�eaire. Sif = ud et g = ve o�u u et v sont des formes lin�eaires, alors on a
(f; g)n = ud�nve�n(det(u; v))n

(v�eri�er). Il en r�esulte que � est G-�equivariante, car les puissances des formeslin�eaires engendrent Vd et Ve. De plus, (; )n est non nulle et les Vd+e�2n sont
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deux �a deux non isomorphes, donc � est surjective. Pour des raisons de dimen-sions, c'est un isomorphisme.Si maintenant u et v sont deux covariants sur X, d'ordres respectifs det e, on peut d�e�nir des covariants (u; v)n d'ordre d + e � 2n pour 0 � n �min(d; e). En particulier, lorsque X = Vd, on a un covariant �evident, d'ordred : l'application identique de Vd, not�ee f . De plus, il r�esulte de la formule deClebsch-Gordan que l'espace vectoriel C(Vd) est engendr�e par les transvectantsit�er�es f; (f; f)n; (f; (f; f)n))p; : : :D'apr�es un th�eor�eme dû �a Gordan (voir [Go] et aussi [Gr-Yo]), l'alg�ebre C(Vd)est engendr�ee par un nombre �ni de ces transvectants it�er�es. La preuve deGordan est constructive ; on verra en 2.5 un th�eor�eme de �nitude beaucoupplus g�en�eral, mais non e�ectif.On donne ci-dessous les r�esultats de l'algorithme de Gordan pour lespremi�eres valeurs de d ; ces r�esultats seront retrouv�es dans l'exemple 3 en 3.2,et aussi en 4.5. On observe que l'alg�ebre C(Vd) a une double graduation, parle degr�e et par l'ordre, et que les transvectants it�er�es de f sont bi-homog�enes.De plus, l'isomorphisme
C(Vd) ' C[Vd][x; y]G ' C[Vd]U

envoie chaque g(x; y) sur g(1; 0) (voir la preuve de la proposition 2). L'alg�ebredes invariants I(Vd) s'identi�e �a la sous-alg�ebre de C(Vd) form�ee des covariantsd'ordre 0.Exemples. Si d = 1, on a (f; f)n = 0 pour n 6= 0. L'alg�ebre C(V1) est engendr�eepar f , et l'alg�ebre I(V1) est r�eduite aux constantes.Si d = 2, l'alg�ebre C(V2) est engendr�ee par f et (f; f)2 ; ce dernier engendrel'alg�ebre I(V2). Si f(x; y) = a0x2 + 2a1xy + a2y2 alors (f; f)2 = a0a2 � a21.Si d = 3, l'alg�ebre C(V3) est engendr�ee par les quatre covariants
f; H := (f; f)2; T := (f;H)1; � := (H;H)2

de degr�es et ordres respectifs : (1; 3), (2; 2), (3; 3), (4; 0). En �ecrivant
f(x; y) = a0x3 + 3a1x2y + 3a2xy2 + a3y3

on obtient, �a des facteurs num�eriques pr�es :
H = (a0a2 � a21)x2 + (a0a3 � a1a2)xy + (a1a3 � a22)y2;

T = (a20a3 � 3a0a1a2 + 2a31)x3 + 3(a0a1a3 � 2a0a22 + a21a2)x2y�3(a0a2a3 � 2a21a3 + a1a22)xy2 � (a0a23 � 3a1a2a3 + 2a32)y3;
40



� = (a0a3 � a1a2)2 � 4(a0a2 � a21)(a1a3 � a22) :Par l'isomorphisme C(V3) ' C[V3]U , ces covariants sont envoy�es sur a0, b2, b3,� avec les notations de l'exemple en 1.4. En particulier, � est le discriminantde f ; il engendre l'alg�ebre I(V3). De plus, on a une relation
T 2 + 4H3 � f2� = 0

qui engendre l'id�eal des relations entre les g�en�erateurs f , H, T et �.Si d = 4, l'alg�ebre C(V4) a pour g�en�erateurs les cinq covariants
f; H := (f; f)2; I := (f; f)4; T := (f;H)1; J := (f;H)4

de degr�es et ordres respectifs (1; 4), (2; 4), (2; 0), (3; 6), (3; 0) ; de plus, l'id�ealdes relations est engendr�e par une combinaison lin�eaire de T 2, H3, IHf2 etJf3 . Il en r�esulte que I et J sont alg�ebriquement ind�ependants et engendrentl'alg�ebre I(V4). En �ecrivant
f(x; y) = a0x4 + 4a1x3y + 6a2x2y2 + 4a3xy3 + a4y4

on trouve, �a des facteurs num�eriques pr�es :
I = a0a4 � 4a1a3 + 3a22 ; J =

������
a0 a1 a2a1 a2 a3a2 a3 a4

������ :
La situation se complique tr�es vite pour les degr�es sup�erieurs : il faut23 �el�ements pour engendrer C(V5), et 26 pour C(V6) ; les relations entre cesg�en�erateurs ne sont que tr�es partiellement connues. Pour d � 7, le nombreminimal de g�en�erateurs de C(Vd) est inconnu.Cependant, il est facile de d�ecrire l'alg�ebre C(Vd)[f�1] pour tout d. Ene�et, soient g2; : : : ; gd les covariants d�e�nis inductivement par g2 = (f; f)2 etgi = (f; gi�1)2. Alors chaque gi est de degr�e i et d'ordre i(d � 2). De plus,chaque gi(1; 0) est un multiple non nul du polynôme bi construit dans l'exemple1.4 (v�eri�er). On en d�eduit que l'alg�ebre C(Vd)[f�1] est engendr�ee surC[f; f�1]par g2; : : : ; gd, et que ceux-ci sont alg�ebriquement ind�ependants.

2.5. Invariants et covariants des groupes r�eductifs : propri�et�es de �nitude.On revient au cas d'un groupe r�eductif arbitraire, pour �etablir le r�esultatfondamental suivant, dû �a Hilbert et Nagata.Th�eor�eme Soient G un groupe r�eductif et R une alg�ebre de type �ni danslaquelle G op�ere par automorphismes, et qui est un G-module rationnel. Alorsl'alg�ebre des invariants A := RG est de type �ni, et c'est un facteur direct duA-module R. De plus, pour tout id�eal I de A, on a : IR \A = I.
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D�emonstration. Soit p : R ! A l'op�erateur de Reynolds d�e�ni en 2.1. Soitf 2 A, alors l'id�eal fR engendr�e par f est stable par G, et on a (fR)G = fA.D'apr�es le th�eor�eme 2.1, la restriction de p �a fR est la projection pour ce G-module. D'autre part, l'application ' ! f' est G-�equivariante et envoie Rsur fR, donc l'op�erateur de Reynolds pour fR est donn�ee par '! fp('). Onen d�eduit que p(f') = fp(') pour tout ' 2 R. Autrement dit, l'op�erateur deReynolds p : R! A est un morphisme de A-modules. Par suite, A est facteurdirect du A-module R.Soit I un id�eal de A. Montrons que IR\A = I. Il est clair que I est contenudans IR \ A. R�eciproquement, si f 2 IR \ A, on peut �ecrire f = Pni=1 fi'iavec fi 2 I et 'i 2 R. Puisque f 2 A, on a
f = p(f) = nX

i=1 fip('i)
d'o�u f 2 I.Puisque l'alg�ebre R est noeth�erienne, il en r�esulte aussitôt que A estnoeth�erienne. Il est moins facile de montrer que A est de type �ni ; on vase ramener au cas o�u R est une alg�ebre gradu�ee, comme suit.On choisit des g�en�erateurs x1; : : : ; xn de l'alg�ebre R ; on choisit ensuiteun sous-G-module rationnel W de R qui contient x1; : : : ; xn, et on note V ledual de W . Alors l'application V � = W ! R s'�etend en un homomorphismed'alg�ebres C[V ] ! R qui est surjectif et G-�equivariant. Il induit donc unhomomorphisme surjectif d'alg�ebres C[V ]G ! A. Ainsi, il su�t de d�emontrerque l'alg�ebre C[V ]G est de type �ni. On utilisera la graduation

C[V ] = 1M
n=0 C[V ]n

o�u C[V ]n d�esigne l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degr�e n surV . Cette graduation est stable par G, d'o�u
C[V ]G = 1M

n=0 C[V ]Gn :
Notons I l'id�eal de C[V ] engendr�e par les invariants homog�enes et nonconstants. Puisque l'anneau C[V ] est noeth�erien, on peut engendrer I par desinvariants f1; : : : ; fr en nombre �ni ; de plus, on peut supposer que les fi sonthomog�enes. Si f 2 C[V ]G est homog�ene et non constante, alors f =Pri=1 fi'iavec des 'i 2 C[V ] homog�enes. On en d�eduit que f = p(f) = Pri=1 fip('i)avec des p('i) 2 C[V ]G homog�enes tels que deg p('i) < deg'i. Par r�ecurrencesur le degr�e de f , on conclut que f est un polynôme en f1; : : : ; fr. L'alg�ebreC[V ]G est donc engendr�ee par f1; : : : ; fr.
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Proposition. Soit R une alg�ebre qui v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme ; soitM un G-module rationnel de dimension �nie. Alors l'espace HomG(M;R) estun module de type �ni sur RG = A.D�emonstration. Dans le R-module Hom(M;R) = R 
M�, le sous-espace desinvariants HomG(M;R) est stable par multiplication par les �el�ements de A,c'est donc un A-module. Pour la �nitude, on se ram�ene comme au th�eor�emepr�ec�edent, au cas o�u R = C[V ] avec V un G-module rationnel de dimension�nie. On consid�ere alors l'alg�ebre
C[V �M ] = R
C[M ]

gradu�ee par le degr�e partiel par rapport �a M . Alors C[V �M ]1 = R
M�. SiM� HomG(M;R) est un sous-A-module, alors
I(M) =M�Mn�2(R
C[M ]n)G

est un id�eal de (R
C[M ])G, car il est stable par multiplication par tout �el�ementhomog�ene de cette alg�ebre. De plus,M est l'ensemble des �el�ements homog�enesde degr�e 1 dans I(M). Puisque l'application M ! I(M) est croissante etque l'alg�ebre (R 
 C[M ])G est noeth�erienne, le A-module HomG(M;R) estnoeth�erien, donc de type �ni.Corollaire 1. Soit R une alg�ebre qui v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme. Alorson a un isomorphisme
R 'M!2Ĝ HomG(V!; R)
 V!

compatible avec les structures de G-module et de A-module. De plus, chaqueA-module HomG(V!; R) est de type �ni.En particulier, pour toute G-vari�et�e a�ne X, l'alg�ebre des invariantsC[X]G est de type �ni, et tout module de covariants MorG(X;V!) est de type�ni. Le th�eor�eme de Hilbert et Nagata permet aussi de d�emontrer le r�esultatde �nitude suivant, dû �a Weitzenb�ock.Corollaire 2. Soit V un module (rationnel et de dimension �nie) pour legroupe additif U = C. Alors l'alg�ebre C[V ]U est de type �ni.D�emonstration. On identi�e V �a Cn, d'o�u une application polynomiale � :C ! GLn telle que �(x + y) = �(x)�(y) pour tous x et y dans C. On end�eduit que d�(x) = �(x)d�(0) o�u d�(x) d�esigne la dif�erentielle de � �a l'origine.On a donc : �(x) = exp(xA) avec A = d�(0). Puisque � est polynomiale, la
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matrice A est nilpotente. En la ramenant �a sa forme de Jordan, on obtient uned�ecomposition V =Md�0 ;V md(d)
o�u chaque V(d) est muni d'une base (e0; e1; : : : ; ed) telle que Ae0 = 0 et queAei = ei�1 pour 1 � i � d. En envoyant chaque ei sur xd�iyi=i!, on d�e�nit unisomorphisme de V(d) sur Vd qui est U -�equivariant. On en d�eduit que l'actionde U dans V se prolonge en une action de SL2 et on conclut grâce au th�eor�emeci-dessus, combin�e avec l'isomorphisme obtenu en 2.4.2 :

C[V ]U ' C[V �C2]SL2 :
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3. Quotients par les groupes r�eductifs
3.1. Le quotient d'une vari�et�e a�ne par un groupe r�eductif

Soit G un groupe alg�ebrique r�eductif op�erant dans une vari�et�e alg�ebriquea�ne X. D'apr�es le th�eor�eme 2.5, la sous-alg�ebre C[X]G � C[X] est de type�ni. De plus, C[X]G ne contient pas d'�el�ement nilpotent non nul ; c'est doncl'alg�ebre des fonctions r�eguli�eres sur une vari�et�e alg�ebrique a�ne X==G, munied'un morphisme � : X ! X==G
appel�e quotient de X par G.Il est clair que � est invariante par G, et universelle pour cette propri�et�e: si p : X ! Y est un morphisme G-invariant vers une vari�et�e a�ne, alors ilexiste un unique morphisme q : X==G ! Y tel que p = q � �. On va �etablird'autres propri�et�es de � qui justi�ent son nom de \quotient".
Th�eor�eme. Soit G un groupe r�eductif op�erant dans une vari�et�e a�ne X.(i) Le morphisme � : X ! X==G est surjectif.(ii) Si Z � X est un ferm�e stable par G, alors �(Z) est ferm�e dans X==G, etla restriction �jZ : Z ! �(Z) est le quotient de Z par G. Si de plus Z 0 � Xest ferm�e et stable par G, alors �(Z \ Z 0) = �(Z) \ �(Z 0).(iii) Si x 2 X, alors la �bre ��1(�(x)) contient une unique orbite ferm�ee ;notons-la Ox. De plus, ��1(�(x)) est l'ensemble des p 2 X tels que G � pcontient Ox.D�emonstration. (i) Soit p un point de X==G, et soit Ip � C[X]G l'id�eal maxi-mal correspondant. D'apr�es le th�eor�eme 2.5, on a : IpC[X] \C[X]G = Ip. Enparticulier, IpC[X] est strictement contenu dans C[X]. Il existe donc un id�ealmaximal Ix de C[X] qui contient IpC[X] ; alors �(x) = p.(ii) L'application C[X]G ! C[Z]G est surjective, puisque C[X] ! C[Z]est surjective. Cela entrâ�ne que la restriction �jZ est le quotient de Z parG, et que �(Z) = Z==G est ferm�ee dans X==G. De plus, on a I�(Z) = IGZ ennotant IZ (resp. I�(Z)) l'id�eal de Z dans C[X] (resp. de �(Z) dans X==G).D'o�u
I�(Z\Z0) = IGZ\Z0 = (IZ + IZ0)G = IGZ + IGZ0 = I�(Z) + I�(Z0) = I�(Z)\�(Z0)

o�u la seule �egalit�e non �evidente est (IZ + IZ0)G = IGZ + IGZ0 qui r�esulte parexemple du th�eor�eme 2.1.(iii) Puisque ��1(�(x)) est ferm�e et stable par G, il contient une orbiteferm�ee Ox. Si O est une autre orbite ferm�ee dans ��1(�(x)), alors O \Ox estvide, donc �(O) ne rencontre pas �(Ox) d'apr�es (ii), ce qui est absurde. Ainsi,Ox est unique.
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Soit p 2 ��1(�(x)), alors G � p contient une orbite ferm�ee, qui doit être�egale �a Ox. R�eciproquement, si G � p contient Ox, alors �(p) = �(x) car � estconstante sur les adh�erences des orbites.D'apr�es le th�eor�eme, on peut voir le quotient X==G comme l'espace desorbites ferm�ees de G dans X. Ce quotient peut être r�eduit �a un point (parexemple, lorsque G = C� op�ere dans Cn par multiplication). Dans le cas o�uX est un G-module, on va donner un crit�ere pour que les �bres g�en�erales duquotient contiennent une orbite dense.Proposition 1. Pour un groupe r�eductif G op�erant dans une vari�et�e a�neirr�eductible X, les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) Il existe un ouvert non vide de X==G tel que toute �bre de � : X ! X==Gau-dessus de cet ouvert contient une orbite dense.(ii) Le corps des fractions de l'alg�ebre C[X]G est C(X)G.Si de plus X est un G-module et si tout caract�ere multiplicatif de G est d'ordre�ni, alors ces conditions sont v�eri��ees.D�emonstration. D'apr�es le th�eor�eme 1.6, il existe un ouvert invariant nonvide X0 � X tel que le quotient g�eom�etrique p : X0 ! X0=G existe. Deplus, C(X0=G) = C(X)G. L'image �(X0) � X==G contient un ouvert deX==G. Il existe donc f 2 C[X]G non nul tel que �(X0 \ Xf ) = Xf==G (onnote Xf le compl�ementaire dans X de l'ensemble des z�eros de f). D'apr�es lapropri�et�e universelle du quotient, on peut supposer de plus que la restrictionde p �a X0 \ Xf se factorise par q : Xf==G ! (X0 \ Xf )=G. La condition(i) �equivaut alors au fait que q est birationnelle, c'est-�a-dire que le corps desfractions de C[Xf==G] est �egal �a C(X0 \ Xf )G = C(X)G. Mais l'alg�ebreC[Xf==G] = C[X]G[1=f ] a le même corps des fractions que l'alg�ebre C[X]G.Supposons maintenant que X est un G-module et que tout caract�ere mul-tiplicatif de G est d'ordre �ni ; montrons que (ii) est v�eri��ee. Soit f 2 C(V )G.Ecrivons f = u=v avec u, v dans C[V ] premiers entre eux. Alors on a f =(g � u)=(g � v) pour tout g 2 G. Il en r�esulte que g � u est divisible par u. Lesfonctions polynomiales u et g � u ayant le même degr�e, il existe �(g) 2 C� telque g �u = �(g)u. On voit facilement que � est un caract�ere multiplicatif de G,et que g � v = �(g)v. Par hypoth�ese, il existe un entier n > 0 tel que �n = 1.Alors uvn�1 et vn sont invariantes par G, et de plus f = (uvn�1)=vn est dansle corps des fractions de C[V ]G.Corollaire. Sous les hypoth�eses de la proposition, on a :
dim(V==G) = dim(V )�maxv2V dim(G � v) :

En�n, on va montrer que les groupes d'isotropie des orbites ferm�ees sontr�eductifs, comme cons�equence du r�esultat suivant, dû �a Matsushima (voir[Mat]).
46



Proposition 2. Pour un groupe r�eductif G et un sous-groupe ferm�e H � G,les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) Le groupe H est r�eductif.(ii) La vari�et�e G=H est a�ne.D�emonstration. (i))(ii) Pour l'action deH dansG par multiplication �a gauche,toutes les orbites sont ferm�ees. L'assertion r�esulte donc du th�eor�eme.(ii))(i) D'apr�es la proposition 1.2.1, il existe un G-module V et un v 2 Vtels que G � v est ferm�ee dans V et que Gv = H. Si H n'est pas r�eductif,alors son radical unipotent Ru(G) contient un sous-groupe U isomorphe �a C. Ilr�esulte alors du th�eor�eme de Jacobson-Morozov (voir [Bo] VIII.11.2 Proposition3) qu'il existe un sous-groupe S � G qui contient U et qui est isomorphe �a SL2ou �a PSL2. Par suite, S contient un tore T isomorphe �a C� et qui normaliseU . Puisque v est �x�e par U , on peut �ecrire
v =Xd2Z ; vd

avec vd 2 V U et t � vd = tdvd pour tout t 2 T . De la description desrepr�esentations de SL2 (voir 2.4), on d�eduit que vd = 0 pour tout d < 0,et que v0 est �x�e par S. Par suite, v0 = limt!0 t � v est dans G � v. Puisquel'orbite G � v est ferm�ee, elle contient v0. D'autre part, Gv0 contient S, doncS \Ru(Gv0) = feg. Par suite, l'ensemble
fg 2 G ; j ;S \ gRu(Gv0)g�1 = fegg

est un voisinage de e dans G. Ainsi, l'ensemble des g �v0 tels que S\Ru(Gg�v0)est trivial, est un voisinage de v0 dans son orbite par G. Puisque v0 2 T � v,il existe t 2 T tel que S \ Ru(Gt�v) est trivial. Mais Ru(Gtv) = tRu(G)t�1contient tUt�1 = U , contradiction.Exemple 1 (les formes binaires). Soit G = SL2 op�erant dans V = Vd. Alorstout caract�ere multiplicatif de G est trivial. De plus, le groupe d'isotropie d'unf 2 Vd ayant toutes ses racines distinctes est �ni si d � 3, et de dimension 1 sid = 2. On en d�eduit que
dim(V==G) = ( 0 si d � 11 si d = 2d� 2 si d � 3.

Les �bres du quotient seront d�ecrites en 3.3 ci-dessous.Exemple 2 (l'action adjointe). Soit G un groupe r�eductif connexe. On faitop�erer G dans lui-même par conjugaison ; alors le groupe d'isotropie de toutg 2 G est le centralisateur de g dans G. On va d�ecrire les orbites ferm�ees, ainsique les �bres du quotient.
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Pour g 2 G, notons g = gs gu sa d�ecomposition de Jordan (c'est-�a-dire :gs est semi-simple, gu est unipotent, et gsgu = gugs ; une telle d�ecompositionexiste et est unique, voir par exemple [Ste1]). On va montrer que G � gs estl'unique orbite ferm�ee de G dans G � g.Il en r�esultera que l'orbite G � g est ferm�ee si et seulement si g est semi-simple. En outre, pour tous g et h dans G, on a : �(g) = �(h) si et seulementsi G � gs = G � hs. En particulier, si g est semi-simple r�egulier (c'est-�a-dire si lecentralisateur de g est un tore maximal de G), alors ��1(�(g)) = G � g.En e�et, soit H le centralisateur de gs dans G. Il existe un tore maximalde G qui contient gs, et un tel tore est contenu dans H. D'apr�es le lemmeci-dessous, l'orbite G � gs est ferm�ee dans G. Pour montrer que gs 2 G � g, onobserve d'abord que H est r�eductif et contient gu. Comme dans la preuve dela proposition 2 ci-dessus, on utilise ensuite le th�eor�eme de Jacobson-Morozov: il existe un sous-groupe S de H qui contient gu et qui est isomorphe �a SL2ou �a PSL2. Il en r�esulte qu'il existe un sous-groupe �a un param�etre � de Stel que limt!0 �(t)gu�(t)�1 = e (en e�et, si gu est repr�esent�e par � 0 10 0
�, on

peut prendre pour �(t) l'image de � t 00 t�1
�). Alors limt!0 �(t)g�(t)�1 = gsd'o�u l'assertion.En fait, dans tout groupe r�eductif H, l'ensemble des �el�ements unipotentscontient une orbite dense pour l'action par conjugaison, voir [Ste1] 3.6 Theorem3. On en d�eduit que toute �bre du quotient � : G! G==G contient une orbitedense. On a des r�esultats analogues pour l'action adjointe deG dans son alg�ebrede Lie.Lemme. Soit G un groupe alg�ebrique a�ne op�erant dans une vari�et�e a�neX, et soit x 2 X un point �x�e par un tore maximal de G. Alors l'orbite G � xest ferm�ee dans X.D�emonstration. Soit T un tore maximal de G qui �xe x, et soit U � G unsous-groupe unipotent normalis�e par T et maximal pour cette propri�et�e. PosonsB = UT ; c'est un sous-groupe r�esoluble connexe de G, qui est maximal pources propri�et�es d'apr�es [Ste1] 2.12 Theorem 1. De plus, l'orbite B � x = U � x estferm�ee dans X d'apr�es le corollaire 1.4. Il en r�esulte que le sous-ensemble

f(g; y) j g�1 � y 2 B � xg
de G�X est ferm�e. Ce sous-ensemble est stable par l'action de B dans G�Xvia b � (g; y) = (gb�1; y), donc le sous-ensemble

fgB; y) j g�1 � y 2 B � xg
de G=B �X est ferm�e. De plus, l'image de ce sous-ensemble par la projectionG=B � X ! X est l'orbite G � x, qui est donc ferm�ee car la vari�et�e G=B estcompl�ete (voir [Ste1] 2.12 Theorem 1).
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3.2. Un crit�ere pour le quotientComme pr�ec�edemment, on consid�ere un groupe alg�ebrique r�eductif G etune G-vari�et�e a�ne X. On va donner une caract�erisation du quotient � : X !X==G parmi les morphismes G-invariants p : X ! Y . Pour cela, on rappellequelques notions de g�eom�etrie alg�ebrique.D�e�nitions. Une vari�et�e a�ne irr�eductible X est normale si l'alg�ebre C[X]est int�egralement close dans son corps des fractions C(X). Par exemple, sil'alg�ebre C[X] est factorielle, alors X est normale (exercice) ; en particulier,l'espace a�ne est normal.Un diviseur irr�eductible d'une vari�et�e X est une sous-vari�et�e D � X quiest irr�eductible et de codimension un. On note OX;D l'ensemble des fonctionsrationnelles sur X qui sont d�e�nies en au moins un point de D. Alors OX;Dest un sous-anneau local du corps C(X). Si de plus X est normale, alors OX;Dest un anneau de valuation discr�ete, et on a
C[X] =\D ;OX;D

(intersection sur tous les diviseurs irr�eductibles D � X ; voir [Ei] x11.2).Th�eor�eme. Soit X une G-vari�et�e a�ne normale.(i) La vari�et�e quotient X==G est normale.(ii) Si Y est une vari�et�e a�ne normale et si p : X ! Y est un morphisme G-invariant tel que les �bres g�en�erales de p contiennent une unique orbite ferm�ee,et que l'image de p rencontre tout diviseur de Y , alors p est le quotient.D�emonstration. (i) Soit f dans le corps des fractions de C[X==G] = C[X]G.Si f est entier sur C[X]G alors f est entier sur C[X], donc f 2 C[X] car X estnormale. Mais f est invariant, donc f 2 C[X]G.(ii) Il existe un unique morphisme q : X==G ! Y tel que p = q � �.Puisque l'image de p rencontre tout diviseur de Y , il en est de même pourl'image de q. Soit y 2 Y tel que p�1(y) contient une unique orbite ferm�ee.Alors q�1(y) = �(p�1(y)) donc q�1(y) est un point. On en d�eduit que p estbirationnelle ; on conclut alors grâce auLemme. Soient Y et Z deux vari�et�es a�nes avec Y normale, et soit q : Z ! Yun morphisme birationnel dont l'image contient un sous-ensemble dense de toutdiviseur irr�eductible. Alors q est un isomorphisme.D�emonstration du lemme. Soit D � Y un diviseur irr�eductible. Puisque Yest normale, OY;D est un sous-anneau maximal du corps C(Y ). Ce derniers'identi�e �a C(Z) via q�. Puisque l'image de q contient un sous-ensembledense de D, on peut trouver un diviseur irr�eductible E � Z tel que q(E) estdense dans D. Alors
OY;D � OZ;E � C(Z) = C(Y )
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donc OY;D = OZ;E . D'o�u
C[Z] �\E OZ;E �\D OY;D

et ce dernier est �egal �a C[Y ]. Mais d'autre part C[Y ] � C[Z] via q�, d'o�uC[Y ] = C[Z] et l'assertion.Exemple 1 (l'action adjointe). On consid�ere l'action du groupe r�eductif connexeG dans lui-même par conjugaison. Soit T � G un tore maximal. NotonsN � Gle normalisateur de T , et W = N=T le groupe de Weyl ; c'est un groupe �ni.L'action de N dans G laisse stable T , dans lequel T op�ere trivialement ; d'o�uune action de W dans T . La composition T ! G ! G==G est invariante parW , et passe au quotient en q : T=W ! G==G.Montrons que q est un isomorphisme. En e�et, on a vu en 3.1 que touteorbite ferm�ee de G dans lui-même est form�ee d'�el�ements semi-simples. Une telleorbite rencontre T , donc q est surjective. Soit g 2 G un �el�ement semisimpler�egulier. Alors la �bre de � : G ! G==G en g est l'orbite G � g, qui coupe Tsuivant une unique orbite de W (v�eri�er). Par suite, la �bre de q en g est cetteorbite de W , et le crit�ere s'applique.Autrement dit, la restriction �a T d�e�nit un isomorphisme
Res : C(G)! C[T ]W :

De même, si g (resp. t) d�esigne l'alg�ebre de Lie de G (resp. T ), on a unisomorphisme p : t=W ! g==G. Autrement dit, la restriction �a t induit unisomorphisme Res : C[g]G ! C[t]W(\th�eor�eme de Chevalley").Exemple 2 (la loi de r�eciprocit�e de Hermite). Soit X = V d1 l'espace des d-uplesde formes lin�eaires sur C2. On a une application naturelle
p : V d1 ! Vd(f1; : : : ; fd) 7! Qdi=1 fi:

Soit Td le sous-groupe de (C�)d form�e des (t1; : : : ; td) tels que Qdi=1 ti = 1. Legroupe Td op�ere dans V d1 par
(t1; : : : ; td) � (f1; : : : ; fd) = (t1f1; : : : ; tdfd) :

Observons que p est invariante par cette action, et aussi par l'action du groupesym�etrique Sd par permutation des copies de V1. De plus, Sd normalise Td ; soit�d le produit semi-direct de Td par Sd. Alors la �bre de p en tout f 2 Vd n f0gest une orbite de �d (factorisation unique des polynômes!). Puisque p estsurjective, c'est le quotient par �d.
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On a donc un isomorphisme
p� : C[Vd] ' C[V d1 ]�d

qui est SL2-�equivariant (on fait op�erer SL2 dans V d1 de fa�con naturelle ; cetteaction commute �a celle de �d) et homog�ene de degr�e d. Par suite, pour toutentier n, on a un isomorphisme de SL2-modules :
C[Vd]n ' C[V d1 ]�dnd :

D'autre part, l'espace C[V d1 ]Tdnd est form�e des fonctions polynomiales sur V d1 =V1 � � � � � V1 qui sont homog�enes de degr�e n par rapport �a chaque facteur V1.D'o�u un isomorphisme C[V d1 ]Tdnd ' (V �n )
dce qui entrâ�ne que C[V d1 ]�dnd = Sd(V �n ) = C[Vn]d :En conclusion, on a un isomorphisme canonique de SL2-modules
C[Vd]n ' C[Vn]d

(\loi de r�eciprocit�e de Hermite").La loi de r�eciprocit�e permet de d�emontrer l'existence d'invariants ou decovariants de formes binaires. Par exemple, puisque l'alg�ebre C[V3]SL2 est en-gendr�ee par un �el�ement de degr�e 4, l'espace C[V3]SL2n est de dimension 1 sin est divisible par 4. On en d�eduit que toute forme binaire de degr�e divisi-ble par 4 admet un \unique" invariant de degr�e 3. D'autres applications del'isomorphisme p� seront donn�ees dans l'exemple ci-dessous.Une reformulation de la loi de r�eciprocit�e est l'existence d'un isomorphismeGL2-�equivariant de Sn(SdC2) sur Sd(SnC2). Plus g�en�eralement, on peut con-struire une application GL(V )-�equivariante canonique
Sn(SdV )! Sd(SnV )

o�u V est un espace vectoriel de dimension �nie quelconque, et on conjectureque cette application est injective pour n � d et surjective pour n � d (voir[Ho1]). Cette conjecture impliquerait une classique conjecture de Foulkes : lamultiplicit�e de tout GL(V )-module simple dans Sn(SdV ) est au moins �egale �asa multiplicit�e dans Sd(SnV ) si n � d.Exemple 3 (la m�ethode symbolique). L'isomorphisme �equivariant
p� : C[Vd]! C[V d1 ]�d

de l'exemple pr�ec�edent, induit un isomorphisme
I(Vd) = C[Vd]SL2 ' (C[V d1 ]SL2)�d = ((C[V d1 ]SL2)Td)Sd :
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De plus, l'alg�ebre C[V d1 ]SL2 a une description tr�es explicite, grâce �a la th�eorieclassique des invariants. En e�et, cette alg�ebre est engendr�ee par des symboles
[ij] := det(fi; fj) (1 � i < j � d)

et les relations entre ces symboles sont engendr�ees par les \relations de Pl�ucker"
[ij][kl]� [ik][jl] + [il][jk] = 0 (1 � i < j < k < l � d):

Par exemple, si d = 2, l'alg�ebreC[V 21 ]SL2 est engendr�ee par le symbole [12].De plus, �2 = f1;�1g et (�1)[12] = �[12] donc l'alg�ebre I(V2) est engendr�eepar [12]2. Ce dernier est le carr�e de la di��erence des racines, c'est-�a-dire lediscriminant.Pour d = 3, l'alg�ebre C[V 31 ]SL2 est engendr�ee par les symboles [12], [13] et[23], et ceux-ci sont alg�ebriquement ind�ependants. De plus, les invariants deT3 dans cette alg�ebre sont engendr�es par le produit [12][13][23]. Ce dernier estun vecteur propre de S3 pour le caract�ere signature, donc l'alg�ebre I(V3) estengendr�ee par [12]2[13]2[23]2, c'est-�a-dire par le discriminant.Pour d = 4, l'alg�ebre C[V 41 ]SL2�T4 est engendr�ee par les produits
x := [12][34]; y := �[13][24]; z := [14][23]

avec la relation x+ y+ z = 0 (voir l'exemple 3 en 1.5). On en d�eduit (exercice)que l'alg�ebre I(V4) est engendr�ee par un invariant de degr�e 2,
I := x2 + y2 + z2

et par un invariant de degr�e 3,
J := x3 + y3 + z3 :

De plus, I et J sont uniques �a des constantes multiplicatives pr�es, et ils sontalg�ebriquement ind�ependants.Cette approche de l'alg�ebre des invariants des formes binaires a �et�e d�evelop-p�ee au si�ecle dernier, sous le nom de \m�ethode symbolique" ; voir [Ho2] pourun expos�e contemporain. La m�ethode symbolique s'adapte aux covariants, enconsid�erant l'application
q : V d1 � V1 ! Vd � V1(f1; : : : ; fd; f0) 7! (Qdi=1 fi; f0) :L'alg�ebre C(Vd) est donc form�ee des invariants de �d dans l'alg�ebre d�e�nie parg�en�erateurs [ij] (0 � i < j � d) et relations ci-dessus pour 0 � i < j < k < l �d. Le degr�e d'un covariant est le degr�e partiel par rapport �a fi (o�u 1 � i � d)d'un repr�esentant de ce covariant, tandis que son ordre est le degr�e partiel par
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rapport �a f0. Le covariant identit�e est repr�esent�e par le produit [01][02] : : : [0d].Ceci permet de d�ecrire C[Vd] pour d � 3.
Si d = 1, l'alg�ebre C(V1) est engendr�ee par f = [01].
Si d = 2, l'alg�ebre C[V 21 � V1]SL2�T2 est engendr�ee par [01][02] et [12].L'alg�ebre C(V2) est donc engendr�ee par f = [01][02] et � = [12]2.
Si d = 3, l'alg�ebre C[V 31 � V1]SL2�T3 est engendr�ee par
[01][02][03]; [12][23][13]; x := [01][23]; y := �[02][13]; z := [03][12] :

De plus, on a x + y + z = 0. On en d�eduit (exercice) que l'alg�ebre C(V3) estengendr�ee par
f = [01][02][03]; H = x2 + y2 + z2; � = [12]2[23]2[13]2;T = x2y + y2z + z2x� xy2 � yz2 � zx2 :

On revient au cas d'un groupe alg�ebrique arbitraire G ; on va d�ecrire lequotient dans un cas tr�es particulier mais utile.
Proposition. Soient G un groupe alg�ebrique, et V un G-module rationnel dedimension �nie. On suppose qu'il existe un groupe alg�ebrique ~G � G tel que :(i) G est le groupe d�eriv�e de ~G,(ii) le quotient ~G=G est un tore, et(iii) l'action lin�eaire de G dans V s'�etend en une action lin�eaire de ~G, avec uneorbite ouverte 
.Alors l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par les �equations f1; : : : ; fn des com-posantes irr�eductibles de codimension un de V n 
. De plus, f1; : : : ; fn sontalg�ebriquement ind�ependantes.
D�emonstration. Observons d'abord que f1; : : : ; fn sont des vecteurs propresde ~G, et donc des invariants de G grâce �a l'hypoth�ese (i). De plus, d'apr�esles hypoth�eses (i) et (ii), l'alg�ebre C[V ]G est somme directe de sous-espacespropres de ~G. Soit f 2 C[V ]G un vecteur propre de ~G. L'ensemble des z�erosde f est stable par ~G ; c'est donc une r�eunion de composantes irr�eductibles decodimension un de V n 
. Par suite, il existe une constante non nulle c et desentiers non n�egatifs a1; : : : ; an tels que

f = c nY
i=1 faii :

Ainsi, l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par f1; : : : ; fn.
53



Notons �i le poids de fi. Montrons que les caract�eres �1; : : : ; �n de ~Gsont lin�eairement ind�ependants. Sinon, on aurait des entiers b1; : : : ; bn nontous nuls, tels que la fonction rationnelle
F := nY

i=1 f bii
soit invariante par ~G. Mais F n'est pas constante, ce qui contredit le fait que~G a une orbite ouverte dans V .Montrons en�n que f1; : : : ; fn sont alg�ebriquement ind�ependantes. Sinon,soit P (f1; : : : ; fn) =X ; pa1:::anfa11 � � � fann = 0
une relation non triviale, telle que les nombre N des (a1; : : : ; an) qui v�eri�entpa1:::an 6= 0 est minimal. Alors, pour tout g 2 ~G, on aX ; pi1:::in�1(g)a1 � � ��n(g)anfa11 � � � fann = 0 :
Puisque les caract�eres �a11 � � ��ann sont deux �a deux distincts, on en d�eduit unerelation non triviale entre f1; : : : ; fn avec moins deN coe�cients, contradiction.Exemple 1. Si G = SL2 et si V = V2 ou V3, alors ~G := GL2 a une orbitedense dans V , form�ee des polynômes ayant toutes leurs racines distinctes. Onretrouve ainsi le fait que l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par le discriminant.Exemple 2. Si G = SLn et si V est l'espace des formes quadratiques en nvariables, alors ~G := GLn a une orbite dense dans V , qui consiste en les formesquadratiques non d�eg�en�er�ees. L'alg�ebre C[V ]G est donc engendr�ee par le dis-criminant.Exemple 3. Soient p et q deux entiers positifs, et soitMp;q l'espace des matricesp� q. Le groupe GLp �GLq op�ere dans Mp;q par

(A;B) �X := AXB�1 :
On consid�ere l'action du sous-groupe G := U�p � Uq o�u U�p d�esigne le sous-groupe de GLp form�e des matrices triangulaires inf�erieures avec coe�cientsdiagonaux �egaux �a 1. Soit ~G := B�p �Bq. Alors les hypoth�eses (i) et (ii) sontsatisfaites. Pour 1 � k � min(p; q), et pour X = (xi;j) 2Mp;q, posons

�k(X) := det(xi;j)1�i;j�k :
Alors ~G a une orbite ouverte dans Mp;q, et son compl�ementaire est r�eunion desz�eros des �k (exercice). On en d�eduit que l'alg�ebre C[Mp;q]G est engendr�eepar les �k. Ceci conduit �a une preuve g�eom�etrique de la \formule de Cauchy"(voir [Ho3]).
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3.3. Le crit�ere de Hilbert-MumfordLorsqu'un tore op�ere dans une vari�et�e a�ne avec une orbite ouverte, onpeut atteindre toutes les autres orbites par des limites de sous-groupes �a unparam�etre, d'apr�es le corollaire �a la proposition 1.5.2. Ce r�esultat n'est plus val-able lorsqu'on remplace le tore par un groupe r�eductif arbitraire ; voir l'exempleci-dessous. Mais on va voir que l'orbite ferm�ee peut être atteinte par un sous-groupe �a un param�etre (\crit�ere de Hilbert-Mumford"). On en d�eduira unecaract�erisation des orbites ferm�ees, ainsi qu'une description des �bres du quo-tient.Exemple. Consid�erons le groupe G = SL2 op�erant dans l'espace Vd des formesbinaires de degr�e d � 3. Alors l'adh�erence de l'orbite de xd�1y contient xd(exercice). Mais il n'existe aucun sous-groupe �a un param�etre � de G tel quelimt!0 �(t) � xd�1y existe et appartient �a G � xd. Sinon, l'image de � �xeraitcette limite ; mais le groupe d'isotropie de tout point de G � xd n'admet pas desous-groupe �a un param�etre non trivial (exercice).Th�eor�eme. Soit G un groupe r�eductif op�erant dans une vari�et�e a�ne X, etsoit x 2 X. Notons O l'orbite ferm�ee de G dans G � x. Il existe alors unsous-groupe �a un param�etre � de G tel que limt!0 �(t) �x existe et est dans O.D�emonstration (d'apr�es [Kr] III.2.4). Grâce au corollaire �a la proposition 1.5.2,il su�t de montrer qu'il existe g 2 G et un tore T � G tels que T � gx rencontreO. Pour cela, on utilise la d�ecomposition de Cartan G = KTK o�u K est unsous-groupe compact maximal de G, et T est le complexi��e d'un tore maximalde K (voir [He] Chapter 9). Si T � y ne rencontre pas O pour tout y 2 G � x,alors il existe fy 2 C[X]T telle que fy(y) = 1 et que fyjO = 0 (th�eor�eme 3.1).Posons Uy := fz 2 X ; j ; fy(z) 6= 0g :
Alors le compact K �x est recouvert par les ouverts Uy (y 2 G �x) donc il existey1; : : : ; yn dans G � x tels que

K � x � Uy1 [ � � � [ Uyn :
D�e�nissons une application f : X ! R par

f(z) := nX
i=1 ; jfyi(z)j :

Alors f est continue, invariante par T , nulle sur O, et strictement positive surK � x. Il existe donc " > 0 tel que f � " sur K � x. D'o�u f � " sur TK � x.Ainsi, TK � x ne rencontre pas O. Mais G � x = K � TK � x car K est compact,et car l'adh�erence de G � x pour la topologie de Zariski est la même que pourla topologie transcendante. Il en r�esulte que G � x ne rencontre pas O, ce quiest absurde.
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Corollaire 1. Soit G un groupe r�eductif op�erant dans une vari�et�e a�ne X, etsoit x 2 X. Les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) L'orbite G � x est ferm�ee et le groupe d'isotropie Gx est �ni.(ii) Pour tout sous-groupe �a un param�etre � de G, l'application t 7! �(t) �x n'apas de limite en 0.De plus, sous l'une de ces hypoth�eses, la �bre du quotient en x est r�eduite �aG � x.
D�emonstration. (i))(ii) Si �(t) � x a une limite y quand t! 0, alors y 2 G � xet le groupe d'isotropie de y contient l'image de �. Puisque Gy est �ni, � esttrivial.(ii))(i) D'apr�es le crit�ere de Hilbert-Mumford, l'orbite G � x est ferm�eedans X, donc a�ne. D'apr�es la propopsition 2 en 3.1, le groupe d'isotropie Gxest r�eductif. Mais l'hypoth�ese implique que tout sous-groupe �a un param�etrede Gx est trivial, et donc Gx est �ni.En�n, sous l'hypoth�ese (i), l'orbite G � x est ferm�ee et de dimension max-imale ; ainsi, elle ne peut être contenue dans l'adh�erence d'une autre orbite.D'apr�es le th�eor�eme 3.1, la �bre du quotient en x est donc G � x.

Consid�erons maintenant un G-module V (rationnel, de dimension �nie).
D�e�nitions. Le nilcône de V est la �bre du quotient � : V ! V==G �a l'origine,not�ee N (V ). D'apr�es le th�eor�eme 3.1, on a :

N (V ) = fv 2 V ; j ; 0 2 G � vg :
Un point v 2 V est dit instable si v 2 N (V ), et semi-stable sinon. En�n,v est dit stable si l'orbite G � v est ferm�ee dans V , et si de plus le grouped'isotropie Gv est �ni.
Une cons�equence imm�ediate du crit�ere de Hilbert-Mumford est le

Corollaire 2. Le nilcône de V est l'ensemble des v tels qu'il existe un sous-groupe �a un param�etre � de G avec limt!0 �(t) � v = 0.
Exemple 1 (les formes binaires). Soit G = SL2 op�erant dans Vd. Alors les pointsstables sont les formes dont toutes les racines ont une multiplicit�e < d=2.En e�et, pour tout sous-groupe �a un param�etre non trivial � de G, il existeg 2 G et un entier n > 0 tels que

�(t) = g�0(tn)g�1
o�u �0 est le sous-groupe �a un param�etre standard, donn�e par

�0(t) = � t 00 t�1
� :
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On a donc �0(t) � xiyd�i = td�2ixiyd�i :
Par suite, pour ' 2 Vd non nulle, l'application

t! �0(tn) � '
a une limite en 0 si et seulement si i � d=2 pour tout monôme xiyd�i �gurantdans f , c'est-�a-dire si y = 0 est racine de ' de multiplicit�e � d=2. On conclutgrâce au corollaire 1.On montre de même que les points instables sont les formes qui admettentune racine de multiplicit�e > d=2 ; on en d�eduit que la dimension du nilcône est1 + d2 si d est pair, et 1 + d+12 si d est impair.Ceci conduit �a une description compl�ete des �bres du quotient. Lorsque dest impair, si f a toutes ses racines de multiplicit�e � (d�1)=2, alors la �bre def est son orbite ; sinon, f est dans le nilcône. Lorsque d est pair, les �bres duquotient sont les orbites des formes dont toutes les racines sont de multiplicit�e< d=2, le nilcône, et aussi les ensembles

G � (cxd=2yd=2 + x(d=2)+1V(d=2)�1)
o�u c est une constante non nulle (exercice).Exemple 2 (les formes cubiques ternaires). On consid�ere l'op�eration de G =SL3 dans l'espace V = C[x; y; z]3 des polynômes homog�enes de degr�e 3 en 3variables (\formes cubiques ternaires" dans la terminologie du si�ecle dernier).On peut voir chaque f 2 V n f0g comme une �equation d'une courbe C(f) �P2(C) de degr�e 3 (une cubique plane).Soit � un sous-groupe �a un param�etre de G. Dans des coordonn�ees con-venables, on peut �ecrire

�(t) =
0
@ ta 0 00 tb 00 0 tc

1
A

o�u a, b, c sont des entiers tels que a � b � c et que a+ b+ c = 0. On en d�eduitque l'espace vectoriel form�e des f tels que limt!0 �(t) � f = 0, est contenu dansl'espace vectoriel engendr�e par x3, x2y, xy2, y3 et x2z. De plus, ces espacessont �egaux lorsque (par exemple) (a; b; c) = (2; 1;�3). Ainsi, tout f 2 N (V )s'�ecrit dans des coordonn�ees convenables :
f(x; y; z) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 + ex2z :

Cela conduit aux possibilit�es suivantes pour C(f) :� Si de 6= 0, alors C(f) a un point de rebroussement, de coordonn�ees homog�enes[0 : 0 : 1], et de tangente (x = 0).
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� Si d = 0 et ce 6= 0, alors C(f) est r�eunion de la conique (ax2+bxy+cy2+exz =0) et de sa tangente (x = 0).� Si c = d = 0 ou si e = 0, alors C(f) est r�eunion de trois droites concourantes,�eventuellement confondues.On conclut que N (V ) est form�e des �equations des cubiques �a point derebroussement, ainsi que de leurs d�eg�enerescences. On v�eri�e de même que lespoints stables sont les �equations des cubiques non singuli�eres. En fait, chaque�bre du quotient est, soit une orbite G � f o�u C(f) est non singuli�ere, soitl'ensemble des f tels que C(f) a un point double ordinaire, soit le nilcône.Exemple 3. Plus g�en�eralement, consid�erons l'op�eration de G = SLn dansl'espace V = C[x1; : : : ; xn]d o�u n � 2 et d � 3. Chaque f 2 V n f0g estl'�equation d'une hypersurface H(f) � Pn�1(C) de degr�e d. Montrons que fest stable si H(f) est non singuli�ere.Observons que H(f) est non singuli�ere si et seulement si l'origine estl'unique z�ero commun aux d�eriv�ees partielles f1; : : : ; fn de f . Cette condi-tion se traduit par la non-annulation en f d'un invariant homog�ene � sur V ,le discriminant. Comme dans l'exemple 1.2.1, il su�t donc de v�eri�er que Gfest �ni lorsque H(f) est non singuli�ere (ce r�esultat est dû �a Jordan).Le groupe Gf est in�ni si et seulement si son alg�ebre de Lie est non nulle.L'alg�ebre de Lie de G est form�ee des matrices n� n de trace nulle ; elle op�eredans V par
(A � f)(x) = ddtf(exp(�tA)x)jt=0 = �dfx(Ax) :

Si Gf est in�ni, alors il existe A = (aij) non nulle, telle quenX
i=1 ; ( nX

j=1 ; aijxj) ; fi = 0 :
D'autre part, puisque l'unique z�ero commun �a f1; : : : ; fn est l'origine, la suite(f1; : : : ; fn) est r�eguli�ere, c'est-�a-dire : pour 1 � i � n, la multiplication par fiest injective dans le quotient de C[V ] par l'id�eal engendr�e par les fj (j 6= i) ;voir [Ei] x18.2 ou la section suivante. Il en r�esulte que Pnj=1 ; aijxj est dansl'id�eal engendr�e par les fj (j 6= i). Mais comme le degr�e de chaque fj est aumoins 2, on a Pnj=1 ; aijxj = 0 pour tout i, ce qui est absurde.
3.4. Le th�eor�eme de Hochster-RobertsPour �enoncer ce th�eor�eme, on a besoin de quelques pr�eliminaires d'alg�ebrecommutative. Soient k un corps, A = �1n=0 ;An une k-alg�ebre gradu�ee de type�ni, A+ = �1n=1An son id�eal maximal homog�ene, et M = �1n=�1 ;Mn unA-module gradu�e de type �ni.D�e�nition. Une suite (a1; : : : ; ar) d'�el�ements homog�enes de A+ est un syst�emede param�etres homog�enes si le quotient M=a1M + � � �+ arM est de dimension�nie sur k, et si r est minimal pour cette propri�et�e.
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Notons Ann(M) := fa 2 A ; j ; aM = 0g l'annulateur de M dans A.On d�eduit du lemme de normalisation de Noether que (a1; : : : ; ar) est unsyst�eme de param�etres homog�enes si et seulement si : les images a1; : : : ; ar dansA=Ann(M) sont alg�ebriquement ind�ependantes, et de plus M est un modulede type �ni sur k[a1; : : : ar]. Il en r�esulte que tous les syst�emes de param�etreshomog�enes de A ont la même longueur : la dimension de M , not�ee dim(M)(voir [Ei] x10.1).D�e�nition. Une suite (a1; : : : ; ar) d'�el�ements homog�enes de A+ est r�eguli�eredansM si pour 1 � s � r, la multiplication par as est injective dans le quotientM=a1M + � � �+ as�1M .On montre que la suite (a1; : : : ; ar) est r�eguli�ere dans M si et seulementsi : a1; : : : ; ar sont alg�ebriquement ind�ependants, et de plus M est un modulelibre sur k[a1; : : : ; ar] (voir [Ei] x18.4). Il en r�esulte que toute suite r�eguli�erepeut se compl�eter en un syst�eme de param�etres. En particulier, la longueurde toute suite r�eguli�ere est au plus dim(M) ; on montre que toutes les suitesr�eguli�eres maximales ont la même longueur, appel�ee la profondeur de M (voir[Ei] x17.2).D�e�nition. Le A-module M est de Cohen-Macaulay s'il admet une suite r�egu-li�ere qui est un syst�eme de param�etres.Autrement dit, M est de Cohen-Macaulay si et seulement si M est unmodule libre et de type �ni sur une sous-alg�ebre gradu�ee de A, engendr�eepar des �el�ements alg�ebriquement ind�ependants. De plus, dans un module deCohen-Macaulay, toutes les suites r�eguli�eres maximales sont des syst�emes deparam�etres.Exemple 1 (les alg�ebres de polynômes). Soit A = k[x1; : : : ; xn] une k-alg�ebregradu�ee de polynômes. Alors la suite (x1; : : : ; xn) est r�eguli�ere dans A, et doncA est de Cohen-Macaulay. Plus g�en�eralement, une suite (a1; : : : ; an) d'�el�ementshomog�enes est r�eguli�ere si et seulement si l'origine est le seul z�ero commun �aa1; : : : ; an. En e�et, d'apr�es le th�eor�eme des z�eros de Hilbert, cette derni�ere con-dition �equivaut au fait que le quotient de A par l'id�eal engendr�e par a1; : : : ; anest de dimension �nie comme espace vectoriel sur k.Exemple 2 (les invariants des groupes �nis). Soit G un sous-groupe �ni de GLn.Montrons que tout module de covariants de Cn est de Cohen-Macaulay. Soit(a1; : : : ; ar) un syst�eme de param�etres homog�enes de l'alg�ebre C[x1; : : : ; xn]G.Alors C[x1; : : : ; xn] est enti�ere sur la sous-alg�ebre de polynômes C[a1; : : : ; ar],donc r = n et C[x1; : : : ; xn] est un module libre sur C[a1; : : : ; an]. Grâce aucorollaire 2.5.1, tout module de covariants M est facteur direct de ce modulelibre ; puisque M est gradu�e, il est libre.Plus g�en�eralement, on va montrer que les alg�ebres d'invariants pour lesactions lin�eaires des groupes r�eductifs sont de Cohen-Macaulay. En fait, on vad�emontrer l'�enonc�e suivant, dû �a Hochster et Roberts (voir [Ho-Ro]).
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Th�eor�eme. Soit R = k[x1; : : : ; xn] une alg�ebre gradu�ee de polynômes sur uncorps k, et soit A � R une sous-alg�ebre gradu�ee, telle que A est facteur directdu A-module R. Alors l'alg�ebre A est de type �ni, et de Cohen-Macaulay.D�emonstration (d'apr�es F. Knop, voir [Br-He] 6.5.4)). Par hypoth�ese, il existeune application A-lin�eaire p : R! A qui pr�eserve le degr�e, et telle que p(1) = 1.Comme dans la preuve du th�eor�eme 2.5, on montre alors que l'alg�ebre A estnoeth�erienne. Puisque A est gradu�ee, on en d�eduit que c'est une alg�ebre detype �ni sur k.Soit (a1; : : : ; ar) un syst�eme de param�etres homog�enes de A. Montrons que(a1; : : : ; ar) est une suite r�eguli�ere dans A. Il su�t de montrer que si f 2 A etsi fas 2 Aa1+ � � �+Aas�1, alors f 2 Ra1+ � � �+Ras�1 (en e�et, ceci entrâ�neque f = p(f) 2 Aa1 + � � �+Aas�1). Ce r�esultat est cons�equence de laProposition. Soit k un corps, et soient a1; : : : ; ar des �el�ements homog�eneset alg�ebriquement ind�ependants de l'alg�ebre de polynômes R = k[x1; : : : ; xn].Soit A une k-alg�ebre gradu�ee qui est un module �ni sur k[a1; : : : ; ar] et qui estmunie d'un k[a1; : : : ; ar]-morphisme  : A ! R pr�eservant le degr�e. Si f 2 Aet fas 2 Aa1 + � � �+Aas�1 alors  (f) 2 Ra1 + � � �+Ras�1.D�emonstration de la proposition. On peut supposer que f est homog�ene, et on�ecrit fas = f1a1 + � � �+ fs�1as�1 avec des fi 2 A homog�enes.On pose B := k[a1; : : : ; ar], et on choisit des g�en�erateurs homog�enesh1; : : : ; hm du B-module A. On peut trouver un sous-anneau k0 � k, detype �ni sur Z et qui contient tous les coe�cients des polynômes a1; : : : ; ar, (f1) : : : ;  (fs�1) et  (h1); : : : ;  (hm), ainsi que des polynômes hijl tels que
hihj =Xl hijl(a1; : : : ; ar)hl

et que des polynômes fij tels que
fi =Xj fij(a1; : : : ; ar)hj :

En posant R0 := k0[x1; : : : ; xn], B0 := k0[a1; : : : ; ar] et A0 := B0[h1; : : : ; hm],on a alors :  (A0) � R0, A0 = B0h1 + : : : B0hm, et f; f1; : : : ; fs�1 2 A0.Il su�t de montrer que
 (f) 2 R0a1 + � � �+R0as�1:

On raisonne par l'absurde, et on suppose que  (f) =2 R0a1 + � � � + R0as�1.Puisque f et les ai sont homog�enes, cela signi�e qu'un syst�eme lin�eaire (S) �acoe�cients dans k0 n'a pas de solution dans k0. Si ce syst�eme a des solutionsdans le corps des fractions de k0, alors on rajoute les d�enominateurs de cessolutions �a k0.
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On peut donc supposer que (S) n'a pas de solutions dans le corps desfractions de k0, c'est-�a-dire qu'un certain d�eterminant d n'est pas nul. Quitte �aagrandir k0, on peut supposer que d�1 2 k0. Alors la r�eduction de (S) modulotout id�eal maximal M � k0 n'a pas de solution.Pour un tel M , on pose k := k0=M , R := R0=MR0, A := A0=MA0 etB := B0=MB0. D'apr�es le lemme ci-dessous, k est un corps �ni ; soit p sacaract�eristique. De plus, R et B sont des k-alg�ebres de polynômes. En�n, (f) =2 Ra1 + � � � + Ras�1. On peut aussi supposer que l'application B ! Rest injective, grâce �a l'argument suivant : d'apr�es le th�eor�eme de platitudeg�en�erique (voir [Ei] x14.2), il existe t 2 B0 non nul, tel que R0[t�1] est unmodule libre sur B0[t�1]. On choisitM tel que t =2MB0 ; alors les applicationsB0=MB0 ! B0[t�1]=MB0[t�1] et B0[t�1]=MB0[t�1]! R0[t�1]=MR0[t�1] sontinjectives, d'o�u l'assertion.Comme A est un module �ni sur B, on peut trouver un sous-module libreL � A et b 2 B tels que bA � L. De plus, on a
f as = s�1X

i=1 fi ai
avec des fi dans A. On �el�eve cette �equation �a la puissance q = pN et onmultiplie par b : on obtient

(bfq) asq = s�1X
i=1(bfiq) aiq ;

une �equation dans le B-module libre L, o�u B est une alg�ebre de polynômesen a1; : : : ; ar. Puisque la suite (a1q; : : : ; arq) est r�eguli�ere dans L, il existe deshiq 2 L (1 � i � s� 1) tels que bfq =Ps�1i=1 hiqaiq. D'o�u
b (f)q = s�1X

i=1  (hiq)aiq ;
une �equation dans R = k[x1; : : : ; xn].Pour tout multi-indice � = (�1; : : : ; �n), on pose j�j := max1�i�n(�i).Les monômes x�, j�j < q, forment une base du module R sur k[x1q; : : : ; xnq].On choisit q assez grand pour que b = Pj�j<q b�x� avec des b� dans k nontous nuls. On �ecrit aussi  (hiq) = Pj�j<q (hiq�)qx� avec des hiq� 2 R. On adonc X

j�j<q b� (f)qx� = X
j�j<q (hiq�)qx�aqi :D'o�u, en prenant un coe�cient non nul :

b� (f)q 2 (Ra1 + � � �+Ras�1)q
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et donc  (f) 2 Ra1 + � � �+Ras�1 ce qui est absurde.Lemme. Soit K un anneau de type �ni sur Z. Si K est un corps, alors K est�ni.
D�emonstration. Notons K0 le sous-corps de K engendr�e par 1. D'apr�es uneversion du th�eor�eme des z�eros de Hilbert (voir [Ei] x13.2), le corps K est dedimension �nie sur K0. Il su�t donc de montrer que K0 est �ni. Sinon, K0 estle corps des rationnels. Par hypoth�ese, il existe x1; : : : ; xn 2 K qui engendrentK comme anneau. On peut �ecrire xi = aib�1 o�u a1; : : : ; an sont des entiers deK, et o�u b est un entier non nul. Alors la trace TrK=Q est �a valeurs dans Z[b�1]ce qui est absurde.
3.5. Syst�emes de param�etres homog�enes des alg�ebres d'invariants

Soit G un groupe r�eductif et soit V un G-module (rationnel, de dimension�nie). Le th�eor�eme de Hochster-Roberts ram�ene en partie la description del'alg�ebre des invariants C[V ]G �a la construction d'un syst�eme de param�etreshomog�enes pour cette alg�ebre. On va d�emontrer un r�esultat dû �a Hilbert, quicaract�erise les syst�emes de param�etres de C[V ]G en termes du nilcône N (V )(d�e�ni en 3.3).
Proposition 1. Pour des invariants a1; : : : ; an homog�enes et non constantsavec n = dim(V==G), les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) (a1; : : : ; an) est un syst�eme de param�etres homog�enes de C[V ]G.(ii) L'ensemble des z�eros communs �a a1; : : : ; an est le nilcône.
D�emonstration. (i))(ii) Il est clair que N (V ) est contenu dans l'ensemble desz�eros communs �a a1; : : : ; an. R�eciproquement, si v =2 N (V ), on peut trouver uninvariant f homog�ene et non constant, tel que f(v) 6= 0. Puisque (a1; : : : ; an)est un syst�eme de param�etres homog�enes, f est entier sur C[a1; : : : ; an]. On adonc une �equation de la forme

fN + h1fN�1 + � � �+ hN = 0
o�u les hi sont des polynômes homog�enes et non constants en a1; : : : ; an. Ainsi,il existe i tel que hi(v) 6= 0, donc a1; : : : ; an ne s'annulent pas tous en v.(ii))(i) Soit f un invariant homog�ene et non constant. Par hypoth�ese, fs'annule sur les z�eros communs �a a1; : : : ; an. D'apr�es le th�eor�eme des z�eros deHilbert, il existe un entier N � 1 tel que fN est dans l'id�eal de C[V ] engendr�epar a1; : : : ; an. A l'aide du th�eor�eme 2.5, on en d�eduit que fN est dans l'id�ealI de C[V ]G engendr�e par a1; : : : ; an. L'id�eal maximal homog�ene du quotientC[V ]G=I est donc form�e d'�el�ements nilpotents. Mais cet id�eal est de type �ni,donc l'alg�ebre C[V ]G=I est de dimension �nie. D'apr�es le lemme de Nakayamagradu�e, l'alg�ebre C[V ]G est enti�ere sur C[a1; : : : ; an].
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Exemple 1 (les groupes �nis). On suppose que G est �ni, et on note n la dimen-sion de V . Alors, pour des invariants a1; : : : ; an homog�enes et non constants,les conditions suivantes sont �equivalentes :(i) (a1; : : : ; an) est un syst�eme de param�etres de C[V ]G.(ii) a1; : : : ; an n'ont que le z�ero trivial en commun.On en d�eduit une construction d'un syst�eme de param�etres homog�enesde C[V ]G. On commence par construire inductivement des formes lin�eaires`1; : : : ; `n sur V , telles que `i ne s'annule identiquement sur aucun des sous-espaces vectoriels
(g1 � `1 = 0) \ � � � \ (gi�1 � `i�1 = 0)

pour 1 � i � n et pour g1; : : : ; gi�1 dans G. On pose ai := Qg2G g � `i pour1 � i � n. Alors (a1; : : : ; an) est un syst�eme de param�etres pour l'alg�ebre desinvariants, form�e d'�el�ements homog�enes de degr�e �egal �a l'ordre de G.Exemple 2 (les fonctions multisym�etriques). Soit G = Sn op�erant dans V =(Cm)n comme dans l'exemple 3 en 1.3. Alors un syst�eme de param�etres ho-mog�enes est form�e des fonctions sym�etriques �el�ementaires
ek(x(j)1 ; : : : ; x(j)n ) (1 � j � m; 1 � k � n)

Exemple 3 (groupes diagonalisables). Avec les notations de 1.5, soit D unsous-groupe ferm�e de Tn ; soit S � Zn le semi-groupe associ�e, et soit C �Rn le cône convexe ferm�e engendr�e par S. On suppose que C est simplicial,c'est-�a-dire engendr�e par des demi-droites d1; : : : ; dN dont les directions sontlin�eairement ind�ependantes ; cette hypoth�ese est v�eri��ee si D est �ni (exercice).On note alors 
i l'unique g�en�erateur du semi-groupe di\Zn, et ai le monôme deC[x1; : : : ; xn] d'exposant 
i. Alors les monômes a1; : : : ; aN forment un syst�emede param�etres homog�enes de l'alg�ebre C[V ]D (exercice).Exemple 4 (invariants des formes binaires). Consid�erons l'action de G = SL2dans Vd o�u d est un entier positif, divisible par 4. L'application
Vd � Vd�2 ! Vd�2(u; v) ! (u; v)d=2

(voir 2.4 pour la d�e�nition de (u; v)n) identi�e Vd �a un sous-G-module deEnd(Vd�2) dans lequel G op�ere par conjugaison. Chaque u 2 Vd d�e�nit un en-domorphisme de Vd�2 ; notons a1(u); : : : ; ad�1(u) les coe�cients du polynômecaract�eristique de cet endomorphisme. Alors a1; : : : ; ad�1 sont des invariantsde Vd de degr�e �egal �a leur indice, donc la trace a1 est nulle sur Vd.On conjecture (voir [Di] et [Li-Pr]) que (a2; : : : ; ad�1) est un syst�eme deparam�etres homog�enes de l'alg�ebre C[Vd]G. Cette conjecture est d�emontr�eepour d = 4 et pour d = 8 ; v�eri�ons-la pour d = 4.
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Observons que V2 est muni d'une forme quadratique non d�eg�en�er�ee etinvariante par G : le discriminant. De plus, l'image de V4 dans End(V2)consiste en les endomorphismes sym�etriques pour cette forme, et de trace nulle(exercice). Il existe de tels endomorphismes u pour lesquels a2(u) et a3(u) nesont pas nuls. D'apr�es l'exemple 2 en 3.2, on conclut que a2 et a3 engendrentl'alg�ebre C[V4]G.On revient au cas d'un groupe r�eductif quelconque G ; on va caract�eriserles G-modules dont tous les modules de covariants sont de Cohen-Macaulay.Proposition 2. Pour un groupe r�eductif G et un G-module V , les conditionssuivantes sont �equivalentes :(i) Toutes les �bres du quotient � : V ! V==G ont la même dimension.(ii) La codimension de N (V ) dans V est la dimension de V==G.(iii) Tout module de covariants de V est de Cohen-Macaulay.D�emonstration. (i))(ii) Puisque � est dominante, la codimension de la �breg�en�erale de � est la dimension de V==G.(ii))(iii) Soit (a1; : : : ; an) un syst�eme de param�etres homog�enes de C[V ]G; alors n = dim(V==G). D'apr�es la proposition 1 ci-dessus, l'ensemble des z�eroscommuns �a a1; : : : ; an est le nilcône ; d'apr�es l'hypoth�ese, ce dernier est decodimension n dans V . Il en r�esulte que la suite (a1; : : : ; an) est r�eguli�ere dansC[V ] (voir [Ei] x18.2), donc le C[a1; : : : ; an]-module gradu�e C[V ] est libre.Soit V! un G-module rationnel simple. D'apr�es 2.3, le C[V ]G module C[V ]contient un facteur direct isomorphe �a MorG(V; V!) 
 V!. En particulier, leC[a1; : : : ; an]-module MorG(V; V!) est facteur direct du module libre gradu�eC[V ], d'o�u l'assertion.(iii))(ii) s'obtient en renversant les arguments pr�ec�edents.(ii))(i) Pour v 2 V non dans le nilcône, notons C l'image par � : V !V==G de la droite vectorielle engendr�ee par v. Alors toutes les �bres de � au-dessus de C n �(0) sont isomorphes �a la �bre de � en v. D'apr�es le th�eor�emede semi-continuit�e de la dimension des �bres d'un morphisme, on a donc
dim��1(�(v)) � dim��1(�(0)) :

D'autre part, on a aussi
dim��1(�(v)) � dim(V )� dim(V==G) = dimN (V )

d'o�u le r�esultat.Cette proposition conduit �a une caract�erisation des G-modules pour les-quels tous les modules de covariants sont libres.Corollaire. Pour un groupe r�eductif G et un G-module V (rationnel et dedimension �nie), les conditions suivantes sont �equivalentes :
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(i) La codimension du nilcône dans V est la dimension de V==G, et de plusC[V ]G est une alg�ebre de polynômes.(ii) Le C[V ]G-module C[V ] est libre.(iii) Tout module de covariants de V est libre.D�emonstration. (i))(ii) r�esulte de la proposition ci-dessus et du fait qu'unmodule gradu�e de Cohen-Macaulay sur une alg�ebre gradu�ee de polynômes estlibre.(ii),(iii) se d�emontre comme pour la proposition ci-dessus.(iii))(i) Le C[V ]-module trivial (quotient de C[V ] par son id�eal maximalhomog�ene) admet une r�esolution libre �nie, donn�ee par le complexe de Koszul(voir [Ei] x17.2, ou 4.3 ci-dessous). Puisque C[V ] est libre sur C[V ]G, ce com-plexe est aussi une r�esolution libre �nie du C[V ]G-module trivial. D'apr�es[Ei] x19.3, il en r�esulte que l'alg�ebre C[V ]G est engendr�ee par des �el�ementsa1; : : : ; an homog�enes et alg�ebriquement ind�ependants. Alors C[V ] est libresur C[a1; : : : ; an] donc la suite (a1; : : : ; an) est r�eguli�ere dans C[V ]. Ceci en-trâ�ne que la codimension de N (V ) (qui est l'ensemble des z�eros communs �aa1; : : : ; an) est �egale �a n.D�e�nitions. Le G-module V est dit� �equidimensionnel si toutes les �bres du quotient ont la même dimension,� cor�egulier si C[V ]G est une alg�ebre de polynômes,� colibre si le C[V ]G-module C[V ] est libre.D'apr�es le corollaire, colibre �equivaut �a �equidimensionnel et cor�egulier. Enfait, on conjecture qu'�equidimensionnel implique colibre lorsque G est semi-simple (voir [Po-Vi] x8.7 et ses r�ef�erences). Une conjecture plus forte a�rmeque soit tous les modules de covariants sont de Cohen-Macaulay, soit un nombre�ni seulement de ces modules sont de Cohen-Macaulay. On renvoie �a [VdB]pour des r�esultats sur les modules de covariants li�es �a cette derni�ere conjecture.Exemple 1 (les groupes �nis). Pour un groupe �ni G, tous les modules sont�equidimensionnels. De plus, un G-module V est cor�egulier si et seulement s'ilest colibre. Comme on verra en 4.2, ceci revient �a dire que l'image de G dansGL(V ) est engendr�ee par des pseudo-r�e
exions.Exemple 2 (les formes binaires). On consid�ere G = SL2 et V = Vd. Ladimension du nilcône a �et�e calcul�ee dans l'exemple 1 en 3.3. On en d�eduit queVd est �equidimensionnel si et seulement si d � 4. Dans ce cas, on a vu que Vdest cor�egulier ; il est donc colibre. En fait, Vd n'est pas cor�egulier lorsque d � 5(voir 4.5).Exemple 3. Soit G = SLn op�erant dans la somme directe V de n+ 1 copies deCn. D'apr�es la th�eorie classique des invariants, l'alg�ebre C[V ]G est engendr�eepar les n+ 1 �el�ements
(u1; : : : ; un+1) 7! det(u1; : : : ; ûi; : : : ; un+1)
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qui sont alg�ebriquement ind�ependants. En identi�ant V �a l'espace des matricesn � (n + 1), le nilcône est donc form�e des matrices de rang < n. Par suite,N (V ) est de codimension deux dans V , et le C[V ]G-module C[V ] n'est paslibre.Dans cet exemple, on peut montrer qu'aucun module de covariants nontrivial n'est libre. V�eri�ons-le pour le module MorG(V;Cn). En e�et, unensemble minimal de g�en�erateurs pour ce module est form�e des n+1 projectionsai : V ! Cn. Mais ces derni�eres sont lin�eairement d�ependantes sur l'alg�ebredes invariants, car
n+1X
i=1 ; (�1)i�1 ; det(u1; : : : ; ûi; : : : ; un+1)ui = 0 :
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4. S�eries de Hilbert et r�esolutions libres des alg�ebres d'invariants
4.1. S�eries de Hilbert ; la formule de Molien-WeylSoit A = 1M

n=0 Anune alg�ebre gradu�ee de type �ni sur C, et soit
M = 1M

n=�1 Mn
un A-module gradu�e de type �ni. Alors chaque Mn est un espace vectoriel dedimension �nie sur C. De plus, la s�erie formelle

1X
n=�1 dim(Mn) zn

est le d�eveloppement de Taylor �a l'origine d'une fraction rationnelle FM (z) : las�erie de Hilbert de M .Par exemple, si A est une alg�ebre de polynômes en r ind�etermin�ees dedegr�es d1; : : : ; dr, alors
FA(z) = 1Qri=1 (1� zdi) :

Plus g�en�eralement, si (a1; : : : ; ar) est un syst�eme de param�etres homog�enes deM de degr�es d1; : : : ; dr, alors il existe un polynôme P (z) �a coe�cients entiers,tel que FM (z) = P (z)Qri=1 (1� zdi) :
De plus, P (1) est le rang du C[a1; : : : ; ar]-moduleM ; en particulier, P (1) 6= 0.Il en r�esulte que FM a un pôle en z = 1 d'ordre �egal �a la dimension de M . Le\r�esidu" e(M) := limz!1(1� z)rFM (z) = P (1)Qri=1 diest un invariant num�erique de M , appel�e sa multiplicit�e. Le rang du A-moduleM est �egal �a e(M)=e(A) (exercice). Un autre invariant num�erique de M est ledegr�e de FM , d�e�ni par

deg(FM ) := deg(P )� rX
i=1 di :
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Si M et N sont des A-modules gradu�es de type �ni, on a imm�ediatement
FM�N (z) = FM (z) + FN (z); FM
N (z) = FM (z)FN (z)

et aussi, pour tout entier q
FM(q)(z) = z�qFM (z)

o�u M(q) d�esigne le A-module M , gradu�e par M(q)n :=M(n+ q).Lorsque le A-module M est de Cohen-Macaulay, il admet une base ho-mog�ene comme module sur C[a1; : : : ; ar] := B ; soit (e1; : : : ; es) la suite or-donn�ee des degr�es des �el�ements de cette base. Puisque M = �sj=1B(�ej), ona :
(�) FM (z) = Psj=1 zejQri=1 (1� zdi)
d'o�u e(M) = sQri= di et deg(FM ) = es � rX

i=1 di :Une �ecriture de FM sous la forme (�) est repr�esentative si M admet unsyst�eme de param�etres homog�enes de degr�es d1; : : : ; dr. Une telle �ecriture per-met par exemple de majorer par es les degr�es des g�en�erateurs du A-moduleM .Mais une �ecriture (�) de FM peut ne pas être repr�esentative. En e�et, soit
A = C[X;Y; Z; T ]=(XZ � Y 2)

o�u X, Y , Z sont de degr�e 1 et o�u T est de degr�e 2. Alors FA(z) = (1 � z)�3mais A n'est pas une alg�ebre de polynômes en 3 ind�etermin�ees de degr�e 1(v�eri�er). Cette alg�ebre est isomorphe �a l'alg�ebre des invariants du groupeG � GL3 engendr�e par les matrices diagonales diag(�1;�1; 1) et diag(1; 1; i).En e�et, pour l'action naturelle de G dans C[x; y; z], l'alg�ebre des invariantsest engendr�ee par X = x2, Y = xy, Z = y2, T = z4 et toute relation entre cesg�en�erateurs est multiple de XZ � Y 2 (exercice).Exemple. Si FA(z) admet une �ecriture repr�esentative de la forme
1 + zeQri=1(1� zdi)

alors il existe b 2 Ae tel que
A = C[a1; : : : ; ar]�C[a1; : : : ; ar]b :

On a donc b2 = ub + v pour des �el�ements homog�enes u, v de C[a1; : : : ; ar]. Ilen r�esulte aussitôt que
A = C[a1; : : : ; ar; x]=(x2 � ux� v) :
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Ceci permet de d�ecrire les alg�ebres des invariants des formes binaires de degr�es5 et 6 (voir 4.5).On consid�ere maintenant l'alg�ebre des invariants pour une action lin�eaired'un groupe r�eductif. La s�erie de Hilbert de tout module de covariants est alorsdonn�ee par une formule, due �a Molien (pour les groupes �nis) et �a Weyl (pourles groupes compacts).Th�eor�eme. Soient G un groupe r�eductif, U et V des G-modules rationnels dedimension �nie, et M = MorG(V;U) le module des covariants de V �a valeursdans U . Alors FM (z) = I(�M;z)o�u �M;z 2 C[G](z) est d�e�ni par
�M;z(g) = �U (g)detV (1� zg�1) :

En particulier, lorsque G est �ni d'ordre N , on a
FM (z) = 1N Xg2G

�U (g)detV (1� zg�1) :
D�emonstration. On a M = 1M

n=0 Mn
avec Mn = (C[V ]n 
 U)G :Mais pour tout G-module E, la dimension de EG est �egale �a

h1; �Ei = I(�E)
d'apr�es la proposition 2.3.2. D'o�u

dim(Mn) = I(�C[V ]n
U ) = I(�C[V ]n�U ) :
Pour terminer la preuve de la premi�ere assertion, il su�t de v�eri�er que

1X
n=0 �C[V ]n(g) zn = 1detV (1� zg�1)

ou encore que, pour tout g 2 GL(V ), on a
1X
n=0 TrC[V ]n(g) zn = 1detV (1� zg�1) :
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Soient �1; : : : ; �d les valeurs propres de g (avec leurs multiplicit�es). Alors lesvaleurs propres de g op�erant dans C[V ]n sont les monômes de degr�e n en��11 ; : : : ; ��1d (exercice). On a donc1X
n=0 TrC[V ]n(g)zn =Xn zn X

n1+���+nd=n ��n11 � � ���ndd
= dY

i=1 11� z��1i = dY
i=1 1detV (1� zg�1) :

Si de plus G est �ni, alors I = 1N Pg2G g d'o�u la seconde assertion.On va donner deux applications de la formule de Molien aux modules decovariants pour les groupes �nis.Proposition 1. Soit G � GL(V ) un sous-groupe �ni.(i) Pour tout G-module U , le rang du module de covariants MorG(V;U) est�egal �a la dimension de U .(ii) Tout G-module simple apparâ�t dans une puissance sym�etrique de V .D�emonstration. (i) Posons A := C[V ]G et M := MorG(V;U). D'apr�es leth�eor�eme, on a :
e(A) = limz!1(1� z)dim(V )FA(z) = 1=N

et de même e(M) = �U (1)=N = dim(U)=N . De plus, le rang du A-module Mest e(M)=e(A), d'o�u l'assertion.(ii) Si U est simple, alors U� apparâ�t dans C[V ] ; en e�et, MorG(V;U) 6= 0puisque sa multiplicit�e est non nulle. Ainsi, le G-module U apparâ�t dansl'alg�ebre sym�etrique de V .Dans l'�etude de la s�erie de Hilbert au voisinage de z = 1, on est amen�e �aconsid�erer les �el�ements de G qui ont une valeur propre de multiplicit�e �egale �adim(V )� 1, d'o�u laD�e�nition. Un endomorphisme g d'un espace vectoriel V de dimension �nie estune pseudo-r�e
exion si g est diagonalisable et si g � idV est de rang 1.Autrement dit, on a V = H � ` o�u H est l'hyperplan form�e des points�xes de g, et o�u ` est une droite propre de g pour une valeur propre �(g) 6= 1.Si de plus �(g) = �1, on dit que g et une r�e
exion.Proposition 2. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie n ; soient G �GL(V ) un groupe �ni d'ordre N , et U un G-module.(i) La s�erie de Hilbert du module de covariants M = MorG(V;U) admet und�eveloppement de Laurent en z = 1, de la forme
FM (z) = dim(U)N 1(1� z)n + 1N ( X

g2PR(G)
�U (g)1� �(g) ) 1(1� z)n�1 + � � �
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o�u PR(G) d�esigne l'ensemble des pseudo-r�e
exions de G.(ii) Pour A = C[V ]G, on a
FA(z) = 1N 1(1� z)n + r2N 1(1� z)n�1 + � � �

o�u r d�esigne le nombre de pseudo-r�e
exions de G.(iii) Si le A-module M est libre, et si G ne contient aucune pseudo-r�e
exion,alors G op�ere trivialement dans U .D�emonstration. (i) r�esulte aussitôt du th�eor�eme.(ii) Observons que l'inverse d'une pseudo-r�e
exion est encore une pseudo-r�e
exion ; d'o�uX
g2PR(G)

11� �(g) = 12 X
g2PR(G)

11� �(g) + 11� �(g)�1 = r2 :
(iii) Si le A-module M est libre, il admet une base form�ee d'�el�ementshomog�enes ; soient e1; : : : ; es leurs degr�es. Puique s est le rang du A-moduleM , on a s = dim(U). De plus, on a

FM (z) = ( sX
i=1 zei)FA(z) = sN 1(1� z)n + rs� 2(e1 + � � �+ es)2N 1(1� z)n�1 + � � �

Si de plus G ne contient aucune pseudo-r�e
exion, alors en comparant avec (i),on obtient e1 + � � �+ es = 0. Comme les ei sont non n�egatifs, il en r�esulte quee1 = : : : = es = 0, et donc que G op�ere trivialement dans U .Remarque. Revenons au cas d'un groupe r�eductif G. Lorsque G est connexe, laformule de Molien-Weyl, combin�ee avec la formule d'int�egration de Weyl (voir[Br-tD]), exprime FM par une int�egrale sur un sous-tore compact maximal deG. Mais en rang au moins 2, cette int�egrale est di�cile �a calculer ; voir [Br]pour une autre m�ethode de calcul de FM . Lorsque G = SL2 et V = Vd, ondonnera une formule explicite pour FM en 4.5.
4.2. Le cas des groupes �nis engendr�es par des pseudo-r�e
exionsOn va d�emontrer le r�esultat fondamental suivant, dû �a Shephard-Todd etChevalley.Th�eor�eme. Pour un sous-groupe �ni G de GL(V ), les conditions suivantessont �equivalentes :(i) G est engendr�e par des pseudo-r�e
exions.(ii) Le C[V ]G-module C[V ] est libre.(iii) L'alg�ebreC[V ]G est engendr�ee par des �el�ements homog�enes alg�ebriquementind�ependants.
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D�emonstration. On pose A := C[V ]G.(i))(ii) Soit I l'id�eal de C[V ] engendr�e par les invariants homog�enes nonconstants. Montrons d'abord que si Pmi=1 aifi = 0 avec des ai 2 A+ et desfi 2 C[V ] homog�enes, alors a1 2 Aa2 + � � �+Aam ou f1 2 I. On raisonne parr�ecurrence sur le degr�e d de f1. Si d = 0, alors a1 2 C[V ]a2 + � � � + C[V ]amd'o�u en appliquant l'op�erateur de Reynolds : a1 2 Aa2 + � � �+Aam. Si d > 0,soit g 2 G une pseudo-r�e
exion, et soit `g 2 V � une �equation de l'hyperplandes points �xes de g. Pour tout f 2 C[V ], la di��erence f � g � f est divisiblepar `g. On peut donc d�e�nir un endomorphisme Dg de l'espace vectoriel C[V ]par Dg(f) = f � g � f`g :
Cet endomorphisme est A-lin�eaire et de degr�e -1. On a :

mX
i=1 aiDg(fi) = Dg( mX

i=1 aifi) = 0
d'o�u, par hypoth�ese de r�ecurrence : a1 2 Aa2 + � � �Aam ou Dg(f1) 2 I. Dansce dernier cas, g � f1 � f1 2 I. Si ce cas se produit pour toutes les pseudo-r�e
exions g, alors, comme celles-ci engendrent le groupe G, l'image de f1 dansC[V ]=I est un invariant de G. Mais l'espace vectoriel (C[V ]=I)G = C[V ]G=IGest engendr�e par l'image de 1, et f1 est homog�ene de degr�e d > 0, donc f1 2 I.Soient maintenant f1; : : : ; fm une partie d'un syst�eme g�en�erateur minimaldu A-module C[V ], form�e d'�el�ements homog�enes. Montrons par r�ecurrencesur m que f1; : : : ; fm sont lin�eairement ind�ependants sur A. En e�et, soienta1; : : : ; am 2 A tels que a1f1+ � � �+amfm = 0. Puisque les fi sont homog�enes,on peut supposer que les ai le sont aussi. Comme f1 =2 I, on a a1 2 Aa2+ � � �+Aam. �Ecrivons a1 = u2a2 + � � �+ umam avec des ui dans A homog�enes. Alors

a2(f2 + u2f1) + � � �+ am(fm + umf1) = 0
et f2 + u2f1; : : : ; fm + umf1 font partie d'un syst�eme minimal de g�en�erateurshomog�enes du A-module C[V ]. On conclut par l'hypoth�ese de r�ecurrence.(ii))(iii) r�esulte du corollaire 3.5.(iii))(i) Soient a1; : : : ; an des g�en�erateurs homog�enes et alg�ebriquementind�ependants de l'alg�ebre A, de degr�es respectifs d1; : : : ; dn. La s�erie de Hilbertde A est alors FA(z) = nY

i=1 11� zdi :
D'apr�es la proposition 4.1 (ii), on a N = d1 � � � dn et r = d1 + � � � + dn � n.Puisque G op�ere �d�element dans V , l'un des di est au moins 2 ; il en r�esulteque G contient des pseudo-r�e
exions. Soit G0 le sous-groupe de G engendr�e parses pseudo-r�e
exions, et soit A0 = C[V ]G0 . Par l'implication (i))(iii), l'alg�ebre
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A0 est engendr�ee par des �el�ements homog�enes et alg�ebriquement ind�ependantsa01; � � � ; a0n ; notons d01; : : : ; d0n leurs degr�es. On peut supposer d1 � � � � � dnet d01 � � � � � d0n. Puisque A � A0 on peut �ecrire ai = Pi(a01; : : : ; a0n)pour un unique Pi 2 C[X1; : : : ; Xn] ; alors Pi est homog�ene pour la gradu-ation o�u chaque Xi est de degr�e d0i. Puisque a1; : : : ; ai sont alg�ebriquementind�ependants, Pi n'est pas dans C[X1; : : : ; Xi�1] et donc di � d0i. Mais lenombre de pseudo-r�e
exions de G et de G0 est
d1 + � � �+ dn � n = d01 + � � �+ d0n � n :

On en d�eduit que di = d0i pour tout i, puis que FA(z) = FA0(z). Mais commeA � A0, ceci entrâ�ne que A = A0.D�e�nition. Un sous-groupe �ni G � GLn engendr�e par des pseudo-r�e
exionsest appel�e groupe de pseudo-r�e
exions.La suite croissante (d1; : : : ; dn) des degr�es d'un syst�eme g�enerateur mini-mal, form�e d'�el�ements homog�enes, de l'alg�ebre C[x1; : : : ; xn]G est la suite desdegr�es caract�eristiques.D'apr�es le lemme 4.1, on a alors
d1 + � � �+ dn = n+ r; d1 : : : dn = N

o�u r est le nombre de pseudo-r�e
exions dans G, et o�u N est son ordre.Exemple 1 (le groupe sym�etrique). Soit G = Sn op�erant dans Cn par permuta-tions des coordonn�ees. Chaque transposition (ij) a pour point �xe l'hyperplan(xi = xj), et sa valeur propre non triviale est -1 ; c'est donc une r�e
exion.Puisque G est engendr�e par les transpositions, c'est un groupe de r�e
exions.L'alg�ebre C[x1; : : : ; xn]G est engendr�ee par les fonctions sym�etriques �el�emen-taires, donc les degr�es caract�eristiques sont 1; 2; : : : ; n. On en d�eduit quer = n(n� 1)=2, puis que les pseudo-r�e
exions de G sont exactement les trans-positions (le v�eri�er directement).Exemple 2 (la repr�esentation adjointe). Soient G un groupe r�eductif connexe,T � G un tore maximal, N son normalisateur dans G, et W = N=T le groupede Weyl. Celui-ci op�ere dans T et dans son alg�ebre de Lie t. Pour cetteaction, le groupe W est engendr�e par des r�e
exions (voir [Hu]). Ainsi, C[t]West engendr�ee par r �el�ements homog�enes et alg�ebriquement ind�ependants, o�ur = dim(t) = dim(T ) est le rang de G. D'apr�es l'exemple 1 en 3.2, l'alg�ebreC[g]G est isomorphe �a C[t]W o�u g d�esigne l'alg�ebre de Lie de G. De plus, lenilcône de g est form�e de ses �el�ements nilpotents ; il est de codimension r dansg (voir [Ste1] 3.6). Grâce au corollaire 3.6, on en d�eduit que le G-module g estcolibre.On va maintenant �etudier de plus pr�es la structure du C[V ]G-module C[V ]lorsque G � GL(V ) est un groupe de pseudo-r�e
exions. Plus g�en�eralement, ona le r�esultat suivant, dû �a Stanley.
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Proposition. Soit G � GL(V ) un sous-groupe �ni ; soit (a1; : : : ; an) unsyst�eme de param�etres homog�enes de l'alg�ebre C[V ]G et soient d1; : : : ; dn leursdegr�es respectifs.(i) Il existe un sous-G-module gradu�e H � C[V ] tel que l'application
C[a1; : : : ; an]
H ! C[V ]p
 q ! pq

est un isomorphisme.(ii) Le rang du C[a1; : : : ; an]-module C[V ]G est �egal �a
� := d1 � � � dnN

o�u N d�esigne l'ordre de G.(iii) La repr�esentation de G dans H est isomorphe �a la somme directe de �copies de la repr�esentation r�eguli�ere de G.D�emonstration. (i) Puisque C[V ] est compl�etement r�eductible, il existe unsous-G-module gradu�e H � C[V ] tel que la restriction �a H de l'applicationquotient C[V ]! C[V ]=(C[V ]a1 + � � �+C[V ]am)est un isomorphisme. D'apr�es le lemme de Nakayama, l'application
C[a1; : : : ; an]
H ! C[V ]

est alors surjective. Mais comme le C[a1; : : : ; an]-module C[V ] est libre, cetteapplication est un isomorphisme.(ii) On a
d1 � � � dn = dim(H) = rgC[a1;:::;an]C[V ]= rgC[V ]GC[V ] rgC[a1;:::;an]C[V ]G = N rgC[a1;:::;an]C[V ]G :

(iii) Soit U un G-module simple. Le module de covariants MorG(V;U) estde rang dim(U) sur C[V ]G, donc de rang � dim(U) sur C[a1; : : : ; an]. Mais ona : MorG(V;U) = (C[V ]
 U)G = C[a1; : : : ; an]
 (H
 U)G :
Ainsi, la multiplicit�e de U� dans H est �egale �a � dim(U), d'o�u le r�esultat.Corollaire. Soit G � GL(V ) un groupe de pseudo-r�e
exions. Il existe unsous-G-module gradu�e H � C[V ], isomorphe �a la repr�esentation r�eguli�ere deG, tel que la multiplication dans V induit un isomorphisme

C[V ]G 
H ! C[V ] :
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4.3. R�esolutions libresPour d�ecrire une alg�ebre A (gradu�ee et de type �ni) par g�en�erateurs et rela-tions, on en choisit un syst�eme g�en�erateur minimal form�e d'�el�ements homog�enesde degr�es respectifs d1; : : : ; dr. Soit R = C[x1; : : : ; xr] l'alg�ebre gradu�ee despolynômes en r variables de degr�es d1; : : : ; dr. L'alg�ebre A est le quotient de Rpar un id�eal homog�ene I (l'id�eal des relations). Soient f1; : : : ; fs des g�en�erateurshomog�enes de I, en nombre minimal ; alors
A = C[x1; : : : ; xr]=(f1; : : : ; fs)

est la description cherch�ee.Mais si s � 1, les relations f1; : : : ; fs v�eri�ent d'autres relations. Pluspr�ecis�ement, I est le quotient du R-module libre gradu�e L1 = �si=1Rei (o�uchaque ei est homog�ene de même degr�e que fi) par un sous-module gradu�e N1.De plus, N1 contient les �el�ements
eij := fjei � fjei

pour 1 � i < j � s. On a donc une suite exacte de R-modules gradu�es
0! N1 ! L1 ! R! A! 0:

En pr�esentant N1 comme quotient d'un R-module libre gradu�e L2, on obtientune suite exacte 0! N2 ! L2 ! L1 ! R! A! 0
et on peut it�erer cette construction.Si de plus la suite (f1; : : : ; fs) est r�eguli�ere dans R, alors les eij formentun syst�eme g�en�erateur minimal du R-module N1 (exercice). De plus, on a lesrelations fiejk � fjeik + fkeij = 0
pour 1 � i < j < k � s (v�eri�er) qui d�e�nissent donc des �el�ements eijk de N2.Ces constructions conduisent auxD�e�nitions. Soient R = 1M

n=0 Rnune alg�ebre gradu�ee et de type �ni sur C, et
M = 1M

n=�1 Mn
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un R-module gradu�e. Une r�esolution libre gradu�ee de M est une suite exactede R-modules
� � � ! Lm ! Lm�1 ! � � � ! L1 ! L0 !M ! 0

o�u les Lm sont des R-modules libres gradu�es, et o�u chaque application um :Lm ! Lm�1 pr�eserve le degr�e.La longueur de la r�esolution est le plus petit m0 tel que Lm = 0 pour toutm > m0 si un tel m0 existe, et l'in�ni sinon.Une r�esolution est minimale si chaque base de Lm rel�eve un syst�emeg�en�erateur minimal du R-module Im(um) = Ker(um�1).Si f1; : : : ; fs sont des �el�ements homog�enes de R, le complexe de KoszulK(f1; : : : ; fs) est le complexe
0! R(s) ! � � � ! R(m) ! R(m�1) ! � � � ! R(1) ! R(0) ! 0

o�u chaque R(m) est un R-module libre gradu�e admettant pour base (ei1:::im)(1 � i1 < � � � < im � s) tels que deg(ei1:::im) = deg(ei1) + � � �+deg(eim), et o�ula di��erentielle dm : R(m) ! R(m�1)
est l'application R-lin�eaire telle que

dm(ei1���im) = mX
j=1 (�1)j�1fjei1���̂ij ���im :

En particulier, on a R(1) = �si=1R(deg(fj)), R(0) = R et l'image de la di��eren-tielle d1 : R(1) ! R(0) est l'id�eal engendr�e par f1; : : : ; fs.On montre facilement que tout R-moduleM , gradu�e et de type �ni, admetune r�esolution minimale. De plus, tous les modules libres gradu�es Lm qui y�gurent sont de rang �ni, et la suite des degr�es d'une base homog�ene de Lmne d�epend que de m et de M (mais les applications um ne sont pas uniques eng�en�eral). Par abus de langage, on parlera d�esormais de la r�esolution minimalede M .Dans le cas d'une alg�ebre A, quotient de R par l'id�eal engendr�e parf1; : : : ; fs, on montre que le complexe de KoszulK(f1; : : : ; fs) est une r�esolutionde A si et seulement si la suite (f1; : : : ; fs) est r�eguli�ere dans R ; alors ce com-plexe de Koszul est la r�esolution minimale (voir [Ei] x19.1). On dit alors queA est une intersection compl�ete. Si de plus s = 1 (c'est-�a-dire A v�eri�e une\unique" relation), on dit que A est une hypersurface.Soit R une alg�ebre gradu�ee de polynômes, et soit M un R-module gradu�eet de type �ni. D'apr�es des th�eor�emes de Hilbert et d'Auslander-Buchsbaum(voir [Ei] xx19.2 et 19.3), la longueur de la r�esolution minimale de M est�nie, et �egale �a dim(R) � prof(M) o�u prof(M) d�esigne la profondeur de M .
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R�eciproquement, si R est une alg�ebre gradu�ee de type �ni telle que le moduletrivial C = R=R+ admet une r�esolution libre de longueur �nie, alors R est unealg�ebre de polynômes (voir [Ei] x19.3).Observons que la s�erie de Hilbert de M se lit sur sa r�esolution minimale.Plus pr�ecis�ement, �ecrivons R = C[x1; : : : ; xr] o�u chaque xi est homog�ene dedegr�e di. Pour tout m � 0, notons (di;m)i2Im la suite des degr�es d'une basehomog�ene du R-module Lm. On a imm�ediatement :
FM (z) = Pm�0 (�1)m Pi2Im zdi;mQri=1 (1� zdi) :

Lorsque A = C[x1; : : : ; xr]=(f1; : : : ; fs) est une intersection compl�ete, on a
FA(z) = Qsj=1(1� z�j )Qri=1(1� zdi)

o�u di (resp. �j) d�esigne le degr�e de xi (resp. fj).Les r�esultats ci-dessus et le th�eor�eme de Hochster-Roberts impliquent aus-sitôt leTh�eor�eme. Soient G un groupe r�eductif et V un G-module rationnel de di-mension �nie ; soit r le nombre minimal de g�en�erateurs homog�enes de l'alg�ebreC[V ]G. Alors la r�esolution minimale du C[x1; : : : ; xr]-module C[V ]G est delongueur r � dim(V==G).Exemple 1. Soit G � GL(3) le sous-groupe engendr�e par les matrices diagonalesdiag(�1; 1;�1) et diag(�1; �; �2) o�u � est une racine de l'unit�e d'ordre 6. AlorsG est d'ordre 12 et l'alg�ebre A = C[x; y; z]G est engendr�ee minimalement parX = x2, Y = xyz, Z = y6, T = y2z2, U = z6. De plus, les relations sontengendr�ees minimalement par XT � Y 2 et ZU � T 3 (exercice). Par suite, Aest intersection compl�ete et sa r�esolution minimale est de la forme
0! R(14)! R(8)�R(6)! R! A! 0

o�u R = C[X;Y; Z; T; U ].Exemple 2. Soit G le groupe des racines N -i�emes de l'unit�e, op�erant dans V =C2 par multiplication. Le monômes xN ; xN�1y; : : : ; yN forment un syst�emeg�en�erateur minimal de l'alg�ebre A = C[V ]G. On a donc r = N + 1 etdim(V==G) = 2 : la r�esolution minimale de A est de longueur N � 1.En �ecrivant A = R=I o�u R = C[x1; : : : ; xN+1], l'id�eal I a pour syst�ememinimal de g�en�erateurs l'ensemble des mineurs 2� 2 de la matrice�x1 x2 � � � xNx2 x3 � � � xN+1
�
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(exercice). Le nombre de ces g�en�erateurs est N(N � 1)=2 donc ils ne formentpas une suite r�eguli�ere pour N � 3. D'autre part, lorsque N = 2, on a
A = C[x1; x2; x3]=(x1x3 � x22):

Ainsi, A est une intersection compl�ete si et seulement si N = 2.Lorsque N = 3, l'id�eal I est engendr�e par
�1 = x2x4 � x23; �2 = x1x4 � x2x3; �3 = x1x3 � x22

et ceux-ci v�eri�ent les relations
x1�1 � x2�2 + x3�3 = 0; x2�1 � x3�2 + x4�4 = 0 :

On obtient donc un complexe
(�) 0! R(9)2 ! R(6)3 ! R! A! 0
o�u u : R(9)2 ! R(6)3 est donn�ee par la matrice0

@ x1 x2�x2 �x3x3 x4
1
A

De plus, le complexe (�) est exact, sauf peut-être en R(6)3. Mais la s�erie deHilbert de A est donn�ee par
FA(z) = 1 + 2z3(1� z3)2 = 1� 3z6 + 2z12(1� z3)4 :

Il en r�esulte que l'homologie de (�) a une s�erie de Hilbert nulle, et donc que (�)est la r�esolution minimale de A.
4.4. Module canonique et propri�et�e de GorensteinSoit A une alg�ebre gradu�ee et de type �ni. Le choix d'un syst�eme minimalde g�en�erateurs homog�enes de A permet d'�ecrire A = R=I o�u R est une alg�ebregradu�ee de polynômes. Soit alors

0! Lc ! Lc�1 ! � � � ! L1 ! L0 = R! A! 0
la r�esolution minimale du R-module A. Consid�erons le complexe dual
(�) 0! L�0 ! L�1 ! � � � ! L�c�1 ! L�c ! 0
o�u chaque L�m = HomR(Lm; R) est un R-module libre gradu�e. Lorsque A estde Cohen-Macaulay, on a vu que c = r � dim(A). On montre que le complexe
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(�) est exact sauf en L�c et que le R-module L�c=Im(L�c�1) est annul�e par I ;c'est donc un A-module, gradu�e et de type �ni.D�e�nition. Le module canonique de A est le A-module
!A = (L�c=Im(L�c�1))(�d1 � � � � � dr)

(rappelons que pour tout A-module gradu�e M , on d�esigne par M(q) le A-module M gradu�e par M(q)n =M(n+ q)).Observons que la s�erie de Hilbert de !A est donn�ee par
F!A(t) = (�1)dim(A)FA(t�1) :

En e�et, puisque (�) est exact, on a
FL�c=Im(L�c�1)(t) = cX

m=0 (�1)m FL�c�m(t)
= Pcm=0 (�1)c�m Pi2Im t�di;mQri=1 (1� tdi) = (�1)r�c t�d1�����drFA(t) :

D�e�nition. Une alg�ebre gradu�ee A, de type �ni et de Cohen-Macaulay, est deGorenstein s'il existe un entier q tel que !A ' A(�q) comme A-module gradu�e.Si A est de Gorenstein, alors
FA(z�1) = (�1)dim(A) zq FA(z)

d'o�u q = �deg(FA). R�eciproquement, on montre que toute alg�ebre de Cohen-Macaulay dont la s�erie de Hilbert v�eri�e une telle �equation, est de Gorenstein; voir [Ei] x21.12. De plus, la r�esolution minimale d'une alg�ebre de Gorensteinest auto-duale, c'est-�a-dire :
L�m ' Lc�m(q)

comme R-modules gradu�es.Exemple 1. Soit A = C[x1; : : : ; xr]=(f1; : : : ; fs) une intersection compl�ete. Lecomplexe de Koszul donne alors un isomorphisme
!A ' A(�d1 � � � � � dr + �1 + � � �+ �s)

o�u di (resp. �j) est le degr�e de xi (resp. fj). Il en r�esulte que toute intersectioncompl�ete est de Gorenstein (l'auto-dualit�e de la r�esolution minimale se voitalors sur le complexe de Koszul). La r�eciproque est fausse en g�en�eral ; desexemples seront donn�es ci-dessous.
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Exemple 2. Soit A l'alg�ebre des invariants du groupe des racines cubiques del'unit�e, op�erant par multiplication dans C2. Alors A n'est pas de Gorenstein,d'apr�es la forme de sa r�esolution minimale donn�ee en 4.3 (exercice : d�ecrire!A). Ceci r�esulte aussi duTh�eor�eme. Soient G un groupe r�eductif et V un G-module rationnel dedimension �nie. L'alg�ebre C[V ]G est de Gorenstein si tout caract�ere multi-plicatif de G est trivial, ou si G est �ni et si detV (g) = 1 pour tout g 2 G.R�eciproquement, si C[V ]G est de Gorenstein et si G � GL(V ) est �ni et necontient aucune pseudo-r�e
exion, alors detV (g) = 1 pour tout g 2 G.D�emonstration. Si tout caract�ere multiplicatif de G est trivial, alors l'alg�ebreA = C[V ]G est factorielle (exercice). Comme elle est de Cohen-Macaulay, elleest de Gorenstein d'apr�es [Ei] x21.12.Soit G � GL(V ) un sous-groupe �ni d'ordre N ; notons n la dimension deV . Si detV (g) = 1 pour tout g 2 G, alors on a d'apr�es le th�eor�eme 4.1 :
FA(z�1) = 1N Xg2G

1detV (1� z�1g�1) = (�z)nFA(z)
donc A est de Gorenstein. R�eciproquement, si A est de Gorenstein, alors ilexiste q 2 Z tel queX

g2G
1detV (1� z�1g�1) = (�1)n zq Xg2G

1detV (1� zg�1) :
Si de plus G ne contient aucune pseudo-r�e
exion, alors en consid�erant le co-e�cient de (1 � z)�n+1 dans le d�eveloppement de Laurent en z = 1 des deuxmembres, on obtient q = n. Puis, en faisant tendre z vers l'in�ni, on obtient

N = (�1)nXg2G
1detV (�g�1) =Xg2G detV (g) :

Puisque chaque detV (g) est une racine de l'unit�e, ceci entrâ�ne que detV (g) = 1pour tout g 2 G.La propri�et�e de Gorenstein pour une alg�ebre d'invariants est tr�es utilepour d�ecrire sa r�esolution minimale : grâce �a l'auto-dualit�e de cette r�esolution,il su�t d'en calculer la moiti�e.Exemple 3. Soit G = SL2 op�erant diagonalement dans le produit V d1 de dcopies de V1. Rappelons que les
[ij] = det(fi; fj) (1 � i < j � d)

forment un syst�eme g�en�erateur minimal de l'alg�ebre A = C[V ]G, et que les\relations de Pl�ucker"
fijkl := [ij][kl]� [ik][jl] + [il][jk] (1 � i < j < k < l � d)
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forment un syst�eme g�en�erateur minimal de l'id�eal des relations. De plus, ladimension de V d1 ==G est �egale �a 2d� 3 d'apr�es le corollaire 3.1. On en d�eduitque la longueur de la r�esolution minimale de A est (d� 2)(d� 3)=2 ; en outre,cette r�esolution est auto-duale d'apr�es la proposition ci-dessus.Si d � 3 alors A est une alg�ebre de polynômes ; si d = 4, l'id�eal des relationsest engendr�e par l'unique relation de Pl�ucker, et donc A est une hypersurface.Pour d � 5, l'alg�ebre A n'est pas une intersection compl�ete ; pour d = 5, sar�esolution minimale est de la forme
0! R(�q)! R(�q + 4)5 ! R(�4)5 ! R! A! 0

o�u R est l'alg�ebre des polynômes en 10 ind�etermin�ees de degr�e 2, et o�u q estun entier. D'autre part, les fijkl satisfont des relations de degr�e 6, par exemple
[15]f1234 � [14]f1235 + [13]f1245 � [12]f1345 = 0

(v�eri�er). Il en r�esulte que q = 10 et que les relations entre les fijkl sontengendr�ees par les 5 relations de la forme ci-dessus.�Enon�cons en�n une autre cons�equence de la propri�et�e de Gorenstein. SoitA une alg�ebre gradu�ee et de type �ni ; soit A le quotient de A par l'id�ealengendr�e par un syst�eme de param�etres homog�enes (a1; : : : ; an). Alors A estune alg�ebre gradu�ee, de dimension �nie comme espace vectoriel complexe ;il existe donc un plus grand entier N tel que AN 6= 0. Lorsque A est deGorenstein, on montre que l'espace vectoriel AN est de dimension 1, et que lamultiplication An �AN�n ! ANd�e�nit une forme bilin�eaire non d�eg�en�er�ee pour 0 � n � N (voir [Ei] x21.12).En notant di le degr�e de ai et (0 = e1; e2 : : : ; es) la suite ordonn�ee des degr�esd'une base homog�ene du C[a1; : : : ; an]-module A, on a FA(z) = Psj=1 zej etce polynôme est sym�etrique, c'est-�a-dire : ej = es�j pour tout j. L'entier q telque !A = A(�q) est alors �deg(FA) = �es + d1 + � � �+ dr.On peut utiliser cette sym�etrie pour trouver les relations de certainesalg�ebres d'invariants :Exemple 4. Soit G le groupe sym�etrique S3 op�erant dans V = (C2)3 parpermutation des copies de C2. Alors A = C[V ]G est form�ee des fonctionsmultisym�etriques en les variables x(j)i o�u i = 1; 2; 3 et j = 1; 2. Rappelons qu'unsyst�eme de param�etres homog�enes de A est form�e des fonctions sym�etriques�el�ementaires ek(x(j)1 ; x(j)2 ; x(j)3 ) o�u j = 1; 2 et k = 1; 2; 3, et aussi que A estengendr�ee par les fonctions multisym�etriques �el�ementaires (voir l'exemple 3 en1.3). Il en r�esulte que l'alg�ebre A est engendr�ee par des �el�ements homog�enes bde degr�e 2 et c1; c2 de degr�e 3. D'autre part, la formule de Molien conduit �a
FA(z) = 1 + z2 + 2z3 + z4 + z6(1� z)2(1� z2)2(1� z3)3
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d'o�u FA(z) = 1 + z2 + 2z3 + z4 + z6. Puisque dimA5 = 0, on a bc1 = bc2 = 0.Puisque dimA6 = 1, les monômes b3, c21, c1c2, c22 sont lin�eairement d�ependants.Puisque la multiplication A2 � A4 ! A6 est non d�eg�en�er�ee, on a b3 = 0, etdonc c21, c1c2, c22 sont des multiples de b3. On en d�eduit (exercice) que Aest le quotient de l'alg�ebre R des polynômes en 2 g�en�erateurs de degr�e 1, 3g�en�erateurs de degr�e 2 et 4 g�en�erateurs de degr�e 3, par l'id�eal engendr�e par2 relations de degr�e 5 et 3 relations de degr�e 6. En particulier, A n'est pasintersection compl�ete. Puisque la r�esolution minimale de A est auto-duale etque q = �deg(FA) = 14, cette r�esolution est de la forme
0! R(�14)! R(�8)3 �R(�9)2 ! R(�5)2 �R(�6)3 ! R! A! 0 :

Remarque. Soient G un groupe r�eductif et V un G-module ; soit q le degr�eminimal d'un �el�ement du module canonique de A = C[V ]G, c'est-�a-dire : q =�deg(FA). On peut montrer que q � 1 si A 6= C (voir [Ke] ; lorsque G est�ni, on voit sur la formule de Molien que q � dim(V )). On en d�eduit quel'alg�ebre A est engendr�ee par ses �el�ements de degr�e � dim(V ) + d1 + � � � + dro�u d1; : : : ; dr sont les degr�es d'un syst�eme de param�etres homog�enes ; c'est unemotivation suppl�ementaire pour la recherche de syst�emes de param�etres. Lemodule canonique d'une alg�ebre d'invariants est d�ecrit dans [Kn].
4.5. S�eries de Hilbert des invariants et covariants des formes binairesLorsque G = SL2 op�ere dans l'espace Vd des formes binaires de degr�e d,la s�erie de Hilbert de tout module de covariants est donn�ee par une formuledue �a Springer, voir [Sp2]. Pour �enoncer cette formule, on introduit la notationsuivante.Pour tout entier j � 0, soit �j : C[z] ! C[z] l'application lin�eaire telleque �j(zn) = � zn=j si j divise n0 sinon.Alors �j est C[zj ]-lin�eaire, et elle s'�etend en une unique application C(zj)-lin�eaire �j : C(z)! C(z) :
Th�eor�eme. Pour le module de covariants M = MorG(Vd; Ve), on a

FM (z) = X
0�j<d=2 (�1)j�d�2j((1� z2)ze
dj(z))

o�u 
dj(z) = zj(j+1)Qjk=1(1� z2k)Qd�jl=1 (1� z2l) :
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D�emonstration. D'apr�es la formule de Molien-Weyl et 2.4, on a FM (z) =I(�M;z) o�u �M;z � t 00 t�1
� = �e(t)Qdj=0(1� zt�d+2j) :

En d�ecomposant en �el�ements simples, on obtient
1Qdj=0 (1� zt�d+2j) =

dX
j=0(�1)j 
dj(t)1� zt�d+2j :

De plus, pour toute fonction centrale � sur G, on a d'apr�es 2.4 :
�� t 00 t�1

� =Xe I(�e�) te+1 � t�e�1t� t�1 :
Par suite, I(�e�) est le coe�cient de t�e dans

(1� t2)�� t 00 t�1
� :

On obtient donc
FM (z) = dX

j=0 (�1)j
1X
n=0 an;jzn

o�u an;j est le coe�cient de tn(d�2j) dans te(1 � t2)
dj(t). Ceci �equivaut �a laformule annonc�ee.L'alg�ebre des covariants
C(Vd) = 1M

e=0 MorG(Vd; Ve) = C[Vd �C2]G
est bi-gradu�ee par le degr�e et l'ordre ; on peut donc d�e�nir sa s�erie de Hilberten deux variables

Fd(z; w) = X
n;e�0 dim C(Vd)n;e znwe :

On obtient aussitôt leCorollaire. Avec les notations pr�ec�edentes, on a
Fd(z; w) = X

0�j<d=2 (�1)j�d�2j(
1� z21� zw
dj(z)) :
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Exemples. Pour d � 4, on trouve :
F1(z; w) = 11� zw ;

F2(z; w) = 1(1� z2)(1� zw2) ;
F3(z; w) = 1 + z3w3(1� z4)(1� zw3)((1� z2w2) ;

F4(z; w) = 1 + z3w6(1� z2)(1� z3)(1� zw4)(1� z2w4) :Ces �ecritures sont repr�esentatives : si par exemple d = 4, on v�eri�e �a l'aide ducrit�ere de Hilbert-Mumford que I, J , f , H forment un syst�eme de param�etresbi-homog�enes de C(V4), de bi-degr�es respectifs (2; 0), (3; 0), (1; 4), (2; 4) (ex-ercice). Comme dans l'exemple en 4.1, on conclut que l'alg�ebre C(V4) est unehypersurface.En notant Fd(z) = Fd(z; 0) la s�erie de Hilbert de l'alg�ebre des invariantsI(Vd), on obtient F5(z) = 1 + z18(1� z4)(1� z8)(1� z12) ;
F6(z) = 1 + z15(1� z2)(1� z4)(1� z6)(1� z10) ;

F8(z) = 1 + z8 + z9 + z10 + z18(1� z2)(1� z3)(1� z4)(1� z5)(1� z6)(1� z7)et aussi F7(z) = P (z)(1� z4)(1� z8)(1� z12)2(1� z20)avecP (z) = 1 + 2z8 + 4z12 + 4z14 + 5z16 + 9z18 + 6z20 + 9z22 + 8z24+9z26 + 6z28 + 9z30 + 5z32 + 4z34 + 4z36 + 2z40 + z48 :On peut montrer que toutes ces �ecritures sont repr�esentatives ; d'apr�esl'exemple en 4.1, il en r�esulte que les alg�ebres I(V5) et I(V6) sont des hyper-surfaces. Pour d � 7, la structure de I(Vd) est bien plus compliqu�ee. Le seulcas enti�erement d�ecrit est celui de d = 8 (voir [Sh]) : l'alg�ebre I(V8) est en-gendr�ee minimalement par 9 �el�ements homog�enes de degr�es 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9 et 10, et sa r�esolution minimale est de la forme0! R(�45)! R(�25)�R(�26)�R(�27)�R(�28)�R(�29)! R(�16)�R(�17)�R(�18)�R(�19)�R(�20)! R! A! 0 :On peut montrer que le nombre minimal de g�en�erateurs pour I(Vd) est 30 pourd = 7 (voir [Di-La]) et que ce nombre tend vers l'in�ni rapidement avec d (voir[Di-Er-Ni]).
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