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~ Invariant de nceuds issus de la physique

Nceud de bienvenue de Royal Air Maroc :

Les nceuds Q tréfle droit @ , tréfle gauche
.
o

le nceud marocain /X ou
sont tous distincts.

Pour le montrer, on utilise des invariants ,
Q/) c’est-a-dire des fonctions de ces plongements invariantes par

C/\_]b isotopie.
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Soit J [ K un entrelacs a deux composantes
JIIK: S'[[S' = R3

Vi

Soit n € N, les entrelacs a n composantes sont des @

plongements de n cercles disjoints / ‘/K
J

S'={z,zeC,|z| =1}

a isotopie (déformation élastique) prés. pk: S'xS - &
(w,z) = HK(Z)lJ Wi (K(z) — J(w))

(w)]]
Application de Gauss ‘
Puk v

Invariant de noeuds issus de la physique

Le nombre d’enlacement /k(J, K) est le degré de p .

k(J,K) =47 X" =" X
g — X"
387X -1 X+ - X

1 (@'—2)(dyds— dsdy) & (y'—3) (dsda'— d2dz) + e—2)(d2dy'—dyds) _ 3
[@—2) + (=9 + (=2

wge forme de volume homogéne de S2 telle que [g wge = 1.

k(J, K) = /S o Plle).
X
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Nombre d’enlacement introduit par Gauss in 1833 dans son

étude de I'électromagnétisme :

Von der Geometria Situs, die Lrmnrz ahnte und in die nur einem Paar
Geometern (EvLkr und Vanpermonps) einen schwachen Blick zu thun vergonnt
wat, wissen und haben wir nach anderthalbhundert Jahren noch nicht viel mehr
wie nichts.

Eine Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiet der Geometria Situs und der Geo-
metria Magnitudinis wird die sein, die Umschlingungen zweier geschlossener oder
unendlicher Linien zu zihlen,

Es seien die Coordinaten eines unbestimmten Punkts der ersten Linie 2, y, z;
der zweiten &, y, 2 und

I (#'—2) [y dd— dzdy) + (y'— y) (dsda’— A2 dz) + c— o) (dedy—dyds) _
['— 2 + (y'—y) + & —a ]

dann ist dies Integral durch beide Linien ausgedehnt

= 4m=

und m die Anzahl der Umschlingungen.
Der Werth ist gegenseitig, d. i. er bleibt derselbe, wenn beide Linien ge-

gen einander umgetauscht werden. 1833. Jan. 22.
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1984, découverte du polynéme de Jones,
début des invariants quantiques.

1 et
V( @ )=—tt+ B+t V( @ )=t +t3 4t

VXK )=tV X ) =R )V ) 1)

AC X )= X )=@"2=12A0 ] 1)
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@ 1927, découverte du polynéme d’Alexander A

(ordre de I'homologie
du revétement infini cyclique du complémentaire du nceud)

A(Q):1
A( @ ) = A( @ )= = = (P =1)(t=1)

(13 —1)(t2 — 1)t

A( &/d% NG ) ()

INGERNGCERNE

@ Nombreux autres invariants de nosuds et d’entrelacs
issus de topologie algébrique ou géométrique.
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w3

1989, d’apres Witten

le polynédme de Jones est un cas particulier d’'invariant dit
perturbatif ,

associé au développement perturbatif de la théorie de
Chern-Simons.
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Diagrammes de Feynman-Jacobi I sur S'.
Sommets univalents U(I') = {4 }, trivalents T(I') = {4 } Une aréte orientée e =Vvi —— Vo 0OU V4 # V» de I induit

Sommets V(') ={+} = UM ]I T() Do =Pvies—vp : C(K,T) — &2

¢ = Tawarse (€(v2) — €(v1))

Arétes E(N) = { — }
Ordre cyclique sur U(I), matérialisé par ir: U(T) — S’ a I(K,T,o(N) = / /\ Pe(ws2) € R
isotopie prés. (K,F)
C/? [ sans —O. 24E(T) = §U(T) + 35V(T).
Soit K- S' — R3 (Exemple : K = C/JB Le signe de /(K, ") dépend d’une orientation pour C(K,T') et
E d p tions de (K.T des orientations arbitraires des arétes.
SEED D CRRITIEIENES ¢ (U5 1) Orientation de t € T(I') : ordre cyclique sur les trois

. demi-arétes qui contiennent t
C(K, M) ={ ¢: V() = R _ . o Orientation o() de I' : orientation de tous ses sommets
c|U(T) = Koj,pourunj: U(T') — S' isotope a i} trivalents, une telle orientation fixe le signe de /(K,T).

C(K,T) c (SHYM x (r%)T(N

Un systeme de poids est une fonction Le degré d'un diagramme I est 4 V/(I).
(VE {diagrammeide Feynman Jacobi orientés} — R telle que Un systéme de poids est une fonction
U( \T/ ) = —a( 7), U( _\ﬁ,) = o( _l_l_, ) — ( _K_, ), ¢ : {diagrammes de Feynman Jacobi orientés} — R telle que
oI+ i F)+u(P)=0. (Y y=—s( ),
\
Theorem (1997, Witten, Bott, Taubes, Bar-Natan, W( L) = p(db) — (L),

Altschiiler, Freidel...) M}/) n 1/}(:17) +¢(fp’) _0

Sip~1(R\ {0}) est fini,

Theorem (1997, Witten, Kontsevich, Bar-Natan, Altschiiler,

Freidel...)

5 g (D) = 200 K, 10 8) < R

ZﬁAut(r =Y, K (K, &»)) eR

ne dépend que de la classe d'’isotopie de K et de I(K, «»).
Y(+, K,0) est un invariant de noeuds. ) ne dépend que de la classe d’isotopie de K et de I(K, &»).
Z(y, K,0) est un invariant de noeuds.

Tous les invariants quantiques et tous les invariants de Vassiliev
peuvent s’écrire comme combinaison de tels invariants.
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Exemple associé a I'algébre de Lie sh(R) : Lidentité de Jacobi pour les algébres de Lie.
On généralise les diagrammes au cas de plusieurs S'.

On pose ¥(] ], S') = 2".

(I with connected comp. without univalent vertices) = 0

sH =w -l .
\ X
W( L) = v ) — (L), y>_ _— o
Y N ol 2 xoyez = (X2
ST == ) oI )+ (P )+ u(P) =o. y 3

Theorem (2000, Witten, Bar-Natan, Poirier, Lescop...)

X X X
Il existe une suite (a;)icn, ap = 1, a1 = ag = 0 telle que y E y \ Y Q
z z z~

Z(6.L.0) = V(L) (t:exp(h(zaihzf))>_ xyl2d + Wixzllzxdyl +  [v2dx =0

ieN

Plus généralement, on associe des systemes de poids a toutes
les algébres de Lie, munies de formes bilinéaires invariantes
symeétriques non dégénérées, et de représentations.
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[§ C. LEscoP — “About the uniqueness of the Kontsevich

@ Ces constructions se généralisent dans de multiples integral”, J. Knot Theory Ramifications 11 (2002), no. 5,
contextes : -
p. 759-780.
e entrelacs dans des sphéres d’homologie rationnelle, 3 C. LESCOP — "Knot invariants and configuration space
@ constructions équivariantes... 5 -
@ et de nombreuses questions restent ouvertes : integrals”, in Geometric and topological methods for
o distinction des noeuds quantum field theory, Lecture Notes in Phys., vol. 668,
e comportement par chirurgie, Springer, Berlin, 2005, p. 1-57.
: ﬁ:lncsufvgg ngngﬁ)griz’ de Heegaard-Floer W C. LEScoP — “Introduction to finite type invariants of knots
o catégorification degces constr%ctions... ’ and 3-manifolds, CIMPA research school, Meknés, 2012”,
o Lasérie (Y. aih?) est-elle égale a1 ? preliminary version, http://www-fourier.ujf-
o Plus généralement, grenoble.fr/lescop/preprints/meknes.pdf.
, ; ) R
e DC RN SE S U 1 S. PoIRIER — “The configuration space integral for links in
R3”, Algebr. Geom. Topol. 2 (2002), p. 1001-1050.
Merci de votre attention ! [{ E. WITTEN — “Quantum field theory and the Jones
polynomial”’, Comm. Math. Phys. 121 (1989), no. 3,
p. 351-399.
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