(1) 1. Une FBS ¢ : V x V — R est un produit scalaire si la forme quadratique
s 1V — R (définie par ¢,(v) = ¢(v,v)) satisfait g,(v) > 0 pour tout v € V, et
¢,(v) = 0 implique v = 0.

2. La FBS
Ty n _
¢((x2) ) (y2)> = T1Y1 + T2Y2

est un produit scalaire (c’est le produit scalaire canonique sur R?), mais
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ne 'est pas, car qw(<(1]>) =—-1<0.
(2) 1.

o(T1, T, 13) = 203 + 22179 + 203 + 2913 + 2773

2 (2% 4 2129 —|— x3) + 2.T25L’3 + 223 =2 (w1 + $22)% + 323) + 22913 + 2273

2 (1’1 + 1’2) 3 (SL’Q + 1’2373 —+ .Tg) =2 (1’1 + %SL’Q) + % ((SL’Q + %%3)2 + Sl’%)
2 (1’1 + 1’2) 3 (1’2 + 31’3) + 437%

Comme 2, 2 o 5 > 0, la forme est de signature (3,0) sur R? qui est de dimension 3,
donc c’est un produit scalaire.
2. On prend
171 = €1, @(1317171) = 2, @(62,’51) =1
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et on normalise
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(3) 1. M = <_35\/§ _f\l/g) det(M — ML) = N2 — 4\ — 32 = (A — 8)(A +4), donc les

valeurs propres de M sont —4 et 8.

(9 —3V3 . :
2. M — (—4)I, = (_3\/§ 5 ), qui a pour noyau Vect { <ﬁ) }
-3 33 . V3
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M — 81, <_3\/§ 9 ),qulapour noyau Vect{(_%)}.
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On peut prendre e; = <\;§> et eg = ( 21).
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3. Si ¢ désigne la forme polaire de ¢, on a (e, ez) ='ey(Mey) =tei(8es) =
8(e1, e2) ou (-, -) désigne le produit scalaire canonique sur R%. On a aussi p(ey, e3) =
(e, e1) =tea(Mey) =te;(—4ey) = —4(e1, ez). Comme —4 # 8, ces deux égalités
impliquent (e, ea) = 0, donc p(eq,e2) = 0.
V3
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4. On forme la matrice P = \}g ), qui est la matrice de passage de la
2
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base canonique de R? vers la base e, ey. Par la question (3), c’est une matrice

orthogonale, c’est-a-dire P~! ='P. On a alors P"'MP ='PMP = _04 g , ce

qui est la matrice de ¢ dans la base e, es. La signature est (1, 1), puisque —4 < 0
et 8 > 0.

(4) 1. On a ®(f,g) = ®(g, f) puisque f(z)g(x) = g(x)f(x) pour tout x € [0,1]. On a
aussi pour tous fi, f,g € C([0,1],R) et A\, A2 € R,

SOS1 + Nofarg) = / rOfs + Aofo)(@)g(x) dr = / tOfi () + Nofol2))g(z) do =

| tizfia@) + raba@ata)) o =2 [ api@gte) do+do [ pl() do -

MO(f1, 9) + ®(fa, g).

Ceci montre que P est linéaire par rapport a sa lere variable, donc par symétrie
aussi par rapport a sa 2e variable, c’est une FBS.

1
La forme quadratique associée, ¢(f) = / xf(x)? du satisfait ¢(f) > 0 pour toute
0
f, car zf(x)*> > 0 pour tout x € [0, 1] et I'intégrale d’une fonction positive est posi-
1
tive. De plus, si ¢(f) =0, comme [ zf(x)* dr =0 et que la fonction z +— z f(z)?
0

est positive et continue, on a xf(x)? = 0 pour tout = € [0, 1], ce qui donne f(z) =0
pour tout z # 0. Par continuité, ceci implique f(0) = lim, .o+ f(z) = 0, donc

f=o.
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2. Noter que fi, fo défini par f; = 1, fo = 2 forme une famille libre de C([0, 1], R),
car fo n’est pas constante, donc elle ne peut pas étre égale a A f1, quel que soit A € R.
V =Vect{f1, fo} est donc de dimension 2. On note ey, e5 les fonctions de 1’énoncé,
qui sont bien dans V, car e; = V/2f; et e; = —4f; +6f,. On a
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! ! 227" 1
@(61,61):/ ve, (z)? dx:/ x-de:Zl—} =2-=1
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Bley, e0) = /01 zey(z)es(z) do = \/5/01 2(6x — 4)dx = 2 lzx?’ — M] =0
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D (ey, €9) = / vey(z)? do = 4/ r(3z —2)? dr =4 | Sa* —42° + 22| =4- =1.
0 0 4 0 4
Comme eq, ey est P-orthogonale, c’est une partie libre, c¢’est une famille a deux
éléments dans V' qui est de dimension 2, donc c’est une base de V.
3. mw(f) = ®(f,e1)er + P(f, ez)ea. On calcule

q)(f,el):/o o f(x)er(z) do = V2 i zt dx:?

D(f,e2) = /Olfcf(x)@(l’) dx = 2/ 2 (3x — 2) do =2 [%:ﬁ — gﬁ} = %7

0 0
6z — 2
donc mw (f) = (v/2e1 + €3)/5, ou encore my (f)(z) = .
4. On cherche le minimum de la distance au carré (déduite du produit scalaire
®) entre f et un élément quelconque de W, ce qui est donné par la distance au
carré entre f et my (f), c’est-a-dire
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