
Université Joseph Fourier, Grenoble I • Licence 2, Mat249 • Année 2013/2014

Contrôle continu du 19 mars 2014, de 8h00 à 10h00.
Documents, calculatrices et ordinateurs ultraportables (“netbooks”) déconnectés du

réseau autorisés. Téléphones interdits.

1. ITÉRATIONS ET PROPAGATION DES ERREURS

1.1. (a) Donner le polynôme de Taylor d’ordren de la fonctionf (x) = ln(1+ x) en
x= 0 (on noteTn(x) ce polynôme), ainsi qu’une formule pour le resteRn(x) =
f (x)−Tn(x).

(b) Etant donnéε > 0, donner une valeur den qui garantit queTn(0.1) soit une
approximation de ln(1.1) àε près.

(c) Queln faut-il prendre pour calculer ln(1.1) avec une erreurrelativeinférieure
à 10−12 ?

1.2. Pour toutn∈ N, on considère l’intégrale

In =
∫ 1

0

xn

10+ x
dx.

On notera queI0 = ln 11
10 (faire le lien avec l’exercice 1.1).

(a) Montrer que pour toutn∈ N,

1
11(n+1)

≤ In ≤
1

10(n+1)
(∗)

Indication : on pourra utiliser le fait que10≤ 10+ x ≤ 11 pour x dans le
domaine d’intégration.

(b) Montrer que pour toutn≥ 0, on a

In+1 =
1

n+1
−10In. (∗∗)

Indication : calculer In+1+10In.

(c) Déduire de ce qui précède une valeur approchée deI20, obtenue à partir de la
valeur de ln(1.1) en utilisant(∗∗) pour calculer successivementI1, puisI2,. . ..
On utilisera la précision standard dans Xcas, c’est-à-direavec 12 chiffres sig-
nificatifs ; la valeur obtenue est-elle cohérente avec l’estimation(∗)?

(d) Expliquer le phénomène précédent, et proposer une solution qui permette de
calculerI20.

(e) Donner une estimation grossière deI30 (on pourra utiliser(∗)).
(f) En utilisant l’équation(∗∗), donner une expression pourIn en fonction de

In+1. Utiliser cette expression pour calculer successivementI29, I28, I27,. . .à
partir d’une valeur approchée deI30.

(g) Cette dernière méthode vous paraît-elle plus ou moins efficace ? Justifiez votre
réponse !
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2. MÉTHODE DENEWTON

Soit f la fonction définie parf (x) = x+ex2−1.

(1) Montrer quef ′′(x)> 0 pour toutx∈ R.

(2) Montrer quef ′ s’annule une et une seule fois surR.

(3) Montrer que l’équationf (x) = 0 a exactement deux solutions ; on noteα la solu-
tion qui n’est pas un entier.

(4) Décrire les suites des itérés(un)n∈N de la méthode de Newton pour résoudref (x) =
0. Montrer que siu0 = 0, la suite est bien définie, et converge versα.

(5) Toujours avecu0 = 0, calculeru3, et donner une estimation théorique de|u3−α|.
En déduire un encadrement deα.

(6) A partir de queln a-t-on|un−α|< 10−12? Donner une valeur approchée deα à
10−12 près.

3. SÉRIES ENTIÈRES

On considère la fonctionf :]−1,1[→R définie par

f (x) =
∞

∑
n=1

(−1)n xn
√

n
,

et on veut approcher

I =
∫ 3/4

0
f (x)dx.

(1) Montrer quef est bien définie.

(2) Montrer que

I =
∞

∑
n=1

(−1)n 3n+1

4n+1
√

n(n+1)

(3) Donner une majoration de l’erreur commise en remplaçantcette série par la somme
finie

sN =
N

∑
n=1

(−1)n 3n+1

4n+1
√

n(n+1)

(4) En déduire une estimation deI à 10−12 près.


