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TD de EDO-EDP Feuille n° 2.
Lemme de Gronwall,
unicité de la solution et le principe de comparaison

Ezercice 1. Soient a € C(R) et g € C(R) deux fonctions continues et ty un nombre réel.

t
e En utilisant la fonction A(t) = / a(s) dz, trouvez une solution u € C*(R) de

to
u'(t) = a(t)u(t) + B(t) dans R, u(to) = uo. (1)
e Démontrez que la solution de () est unique, c’est-a-dire si la fonction u :] — e +
to, to + e[— R est telle que
u'(t) = a(t)u(t) + B(t) dans | —e+to,to+el, u(to) = up.

t
alors u(t) = uge® + / AM=4() g(5) ds.
to
e Lemme de Gronwall I. Soit v € C*(Jtg, e +to]) N C([to, to + ¢[) une fonction telle
que
v'(t) < a(t)u(t) + B(t) dans Jto,to + e, v(to) = uo-
Démontrez que v < u sur [tg, to + €.
e Redémontrez I'unicité de la solution de (II) en utilisant Gronwall.

Ezercice 2. Lemme de Gronwall II. Soient tg,ug € R, € > 0 and o > 0 des nombres
réels. Soit v :] — € + tg, to + €[— R une fonction dérivable telle que

V()] < afv(t)] dans Jto,to+e[,  v(to) = uo. (2)
|

e Démontrez que la fonction ¢ — |v(t)| est dérivable sur Jto, to + [ et |v|'(t) < |[v/(¢t)
pour tout ¢ €]tg, to + £].
e Démontrez que |v(t)| < |uple®*~*) pour t > ty. Que peut-on dire pour ¢ < to?

FEzercice 3. Soient F' :] —¢,e[xR — R une fonction continue et ug et vy deux nombres réels.

Soient u :| —e,e[— R et v :] — e, e[— R deux fonctions dérivables telles que
u'(t) = F(t,u(t)) sur | —e¢f, w(0) = uyp, (3)
V() = F(t,o(t)) sur | —e,¢f, v(0) = vp.

On suppose qu’il existe une constante L > 0 telle que
|F(t,x) — F(t,y)| < Llx —y| pourtout te€]—e,e[ et z,y€cR.
Démontrez I'inégalité suivante:
lu(t) — v(t)] < |ug — vole™ pour tout ¢ €] —e,¢].
En déduire 'unicité de la solution de (B]).

Ezercice 4. Soient a < 0, 8 > 0 et w :]a, [— R une solution du probléeme de Cauchy
u'(t) = (W) - D) + 1), u(0) = .
Démontrer que u est bornée et qu’on a

lu(t)] <1 pour tout ¢t €la, bl

Montrer que la solution maximale est globale, c-a-d. définie sur tout R.
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Ezercice 5. Soient v < 0, > 0, up € R et u :]Ja, f/[— R une solution du probléme de
Cauchy
u'(t) = sinu(t), u(0) = wp.
Démontrez que u est bornée et qu’on a
|u(t) —uo| <7 pour tout ¢ €la, Bl
Montrer que la solution maximale est globale.

Ezercice 6. Lemme de Gronwall I1II. Soient ¢ et L deux constantes réelles et positives,
et ug et top deux nombres réels. Soit u : [tg, to + £[— R une fonction continue est telle que

t

lu(t)] < |ug] +/ L|u(s)|ds, pour tout t € [tg,to+ €.
to

Montrez qu’alors
lu(®)| < |uole® ™) pour tout ¢ € [to, to + €.

Ezercice 7 (Unicité de la solution dans un espace de Banach). Soient 5 un espace de Banach,

F :] —e,e[xB — B une fonction continue et ug € B et vy € B deux vecteurs donnés. Soient
u:] —e,e[— Betv:] —e,e[— B deux fonctions dérivables telles que
u'(t) = F(t,u(t)) dans ]—eg,¢, u(0) = ug, (4)
V'(t) = F(t,v(t)) dans ]—e,¢|, v(0) = w.

On suppose qu’il existe une constante L > 0 telle que
|F(t,z) — F(t,y)|| < L||z —y| pour tout te€|—e,e[ et z,y€B.
Démontrez I'inégalité suivante :
u(t) — v(t)]| < [Juo — volle™  pour tout t €] —e,el.
En déduire que la solution de (@) est unique.
Ezercice 8. (Principe de comparaison) Soient f,g : R x R — R deux fonctions continues,

Lipschitziennes en leur seconde variable. Soient x,y des solutions globales des problemes
de Cauchy suivants:

2'(t) = f(t,z(t)) y'(t) = g(t.y(t))
z(to) = xo y(to) = yo

On suppose que f(t,z) < g(t,z) pour tout (t,z) € R x R et 29 < yo. Montrer qu’alors

x(t) < y(t) pour tout t > t.

FEzercice 9. (Principe de comparaison 2) Soient f : R x R — R une fonctions continue,
Lipschitzienne en sa seconde variable. Soient z,y deux fonctions de classe C! telles que

{ 2(t) < f(t,z(t)) { y'(t) = f(tyt)
:L'(t()) =X y(to) = X0
)

Montrer qu’alors z(t) < y(t) pour tout ¢t > tg.



