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FEzxercice 1. Enoncer et démontrer une version du lemme de Gronwall.

Exercice 2. Pour chaque probleme de Cauchy ci-dessous, décrire toutes les solutions max-
imales (ainsi que leur intervalle de définition):

(1)

v =y? y(0) = 1; 1l s’agit d’une équation de la forme y' = f(t,y) = g(y) avec f de
classe C* sur tout R?, donc localement Lipschitzienne en y. CL local s’applique en
tout point (¢g, 7o), ce qui implique qu’il existe une et une seule solution maximale.
On vérifie facilement que f :] — oo, 1[— R définie par f(t) = 1/(1 —t) est solution,
et elle est visiblement maximale puisque f(t) — +oo lorsque t— > 1.

y' = %Jrl, y(1) =0; Ici f(t,y) = %Jrl est définie seulement sur U = R* xR, mais

elle y est C°°, donc localement Lipschitzienne en y. Une fois de plus, ceci donne
I'existence et l'unicité d’une solution maximale. Comme |’équation est linéaire
(sous forme résolue pour y), la solution maximale est définie sur tout l'intervalle o
les coefficients sont continus, savoir |0, +oo[; de plus, on a une formule explicite
pour la solution, savoir c(t)e 2T et ¢(t) telle que ¢(t) = e 2%, ou encore ¢(t) =
-3+ V1)e 2Vt 4+ d pour une constante d € R. Comme on veut y(1) = 0, on veut
c(1) =0, cd. d = —3e?/2. L’unique solution évoquée ci-dessus est donc donnée
pour tout ¢ > 0 par f(t) = —1/2 — v/t — %(32(‘/2*1).

Exercice 3. On considere 'équation différentielle

(1)

(2)

y'=0-y)y+1).
Montrer que pour tout (to,yo) € R?, le probleme de Cauchy y(ty) = yo admet une
et une seule solution maximale. Comme ci-dessus, puisque f(t,y) = (1 —y)(y +t)
est C°° sur tout R2.
Montrer que si yo = —tg, alors la solution est globale, et tend vers 1 quand t — +oc.

On suppose yy > 1 (donc ty < —1), et on note y : J — R la solution maximale.
On a alors y(t) > 1 pour tout ¢ € J, par unicité dans Cauchy-Lipschitz et le fait
que y = 1 est une solution (constante) de 1’équation différentielle.

On considere la fonction p(t) = y(t) + ¢; noter que pour tout ¢, p'(t) = y'(¢) + 1,
mais si p(t) = 0, alors 3/(t) = 0 donc p/(t) = 1. Ceci implique que p ne s’annule
qu'une fois, donc uniquement en ¢y;. On a donc que y est (strictement) croissante
avant tq, décroissante apres tg.

Comme y est minorée (par —1), le lemme des bouts implique que J = R.

Par monotonie, les limites lim; , 4., y(t) = a4 sont bien définies (et 1 < ax < yo).
Si oy > 1, limy_, o = —00, ce qui est impossible puisque y est C! et a une limite
finie. De mme, si a_ > 1, lim;_,_, = 400, ce qui est tout aussi impossible.
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Conclusion: o, = a_ = 1.
Le raisonnement pour yo < 1 est similaire (avec les croissance/décroissance in-

versées).
(3) Montrer que si tg = 0 et yo est trés négatif, alors 'intervalle de définition de la
solution maximale est de la forme | — 0o, B[ pour un 8 € R.

On note que si y = —2t, y < —2 et t > %, alors f(t,y) = —t(1 —y) < —2. En
particulier, pour toute solution de I’équation différentielle telle que y(2/3) < —2, le
graphe de y reste en dessous de y = —2¢ pour ¢t > 2/3.

Mais y < —2t donne t > —y/2, donc on obtient (1—y)(y+t) < (1—y)y/2 < —y*/2
(noter que 1 —y > 0). On sait que les solutions négatives de y’ = —3?/2 explosent
en temps fini (dans la direction positive) donc par comparaison les solutions de
Y =(1—y)(y+t) aussi.

Si on sait qu’il existe une valeur de gy, pour laquelle la solution explose en temps
fini (dans la direction positive), on a gagné (par comparaison, les conditions initiales
plus négatives explosent aussi).

Supposons par l'absurde que pour tout gy, la solution est globale. Supposons
que yo < —2. Alors entre t = 0 et t = 2/3, la solution reste en dessous de —2 (car
f(t,—2) = —6 + 3t < 0), donc on a 'hypothese y(2/3) < —2.

Exercice 4. On considere 1’équation différentielle

y=vVityy o (%)

(1) Pour quels (tg,y0) € R? peut-on appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz au
probleme de Cauchy y(ty) = yo? On peut sur U = [0, +00[x]0, +o0o[. Noter que
pour tout ¢, la fonction y — v/t + /¥ West lipschitzienne sur aucun voisinage de 0.

(2) Pour ces valeurs, montrer qu’il existe une unique solution maximale, et décrire son
comportement qualitatif. Toute solution est toujours strictement croissante car
y'(t) > 0 pour tout ¢ > 0 (sauf ventuellement si ¢t = 0 et y(0) = 0).

Grace a Cauchy-Lipschitz (unicité locale partout dans U), on obtient une unique
solution maximale y : I — R, dont le graphe est contenu dans U. On note «
lextrémité gauche de I, et on considere A = lim,_,+ y(¢). Si A > 0, alors a = 0 et
a € I; sinon a > 0. Si a > 0, ¢'(a) > 0 donc la solution ne peut pas sétendre a
gauche de « (on devrait avoir y(t) < 0 pour ¢ < «, mais léquation n’a pas de sens
pour y < 0), on peut létendre sur a Ul. Sia =0, a € I.

Dans la suite, on considere le probleme de Cauchy y(0) = 0, ou les dérivées en 0 sont a
interpréter comme des dérivées a droite. Soit u : [0, [— R une solution.

(4) Montrer qu'il existe une constante C' > 0 tel que u est minorée par Ct¥?2 sur

[0,[. Ceci découle par comparaison en utilisant v/z + NI V1, qui donne y(t) =
Cy'(s)ds = 232,

(5) Montrer que le probleme de Cauchy y(0) = 0 admet une et une seule solution

maximale. Siwu et v sont deux solutions, et w = u — v, alors au moins au voisinage

deOonaw =u —v =u—o=w/(\/u+v) < w;\j;/%, par la question (4).




3

Gronwall dit que e“""/“w(t) est décroissante, mais si w(0) = 0, ceci donne w(t) =
0 pour tout t. Donc u = v pres de 0, donc elles coincident partout (par Cauchy-
Lipschitz sur U)

Dans la suite, on note u : [0, 5[— R I'unique solution maximale de la question précédente.

(6)

Montrer que 8 = 400 et décrire le comportement qualitatif de u. On sait que
y(t) = 2t%2, donc & partir d'un certain temps, on a y(t) > 1, et fonc \/y(t) < y(?).
Pour t assez grand, on compare avec I'équation linéaire 3y’ = /t + vy, dont les
solutions sont globales.

u(t
Montrer que lim % existe, et la calculer.

t—+o00
. 2
Par comparaison, comme y' > /y, on a pour tout ¢, y(t) > %. On calcule
L _ /it G—2 L
la dérivée (%) = Y t32y — W t},/y Y et on veut montrer que cette dérivée est

négative. On voit le numérateur comme une fonction quadratique de x = |/y, qui

—HVEASIVE Vt2+8t\/i_£(1_
=2

est négative lorsque x > —

1+ %) En particulier, elle est

négative pour x > £. Comme y(t)> > &, y/t> est décroissante, d’olt I'existence de
la limite, que I'on note «.

Alors par la regle de I'Hospital, o = lim % = limg—; = %lim @ = %\/a, donc «
ne peut valoir que 0 ou 1/4. Comme y(t)* > &, o = 1/4.

u(t
Montrer que lim+ # existe, et la calculer. Comme y est dérivable en 0 et
t—0

y(0) =4/'(0) =0, on a y(t) = o(t) pour t — 0, donc pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que y(t) < et pour t < 0.

En injectant ceci dans 'équation différentielle, on a y/(t) < (1 + y/€)V/t, donc

y(t) < (14+/€)5t*2. Comme € > 0 est arbitraire, ceci donne limy_q y(¢)/t** = 2/3.



